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١١ � دفاع

0

مقدمه

دفاع

(Έفیزی یِ دانشجوها ͳیعن) شوند فیزیΈ-پیشه است قرار که ͳی آنها یا فیزیΈ-پیش̃ها یِ برا کتاب این

را آن هم ریاضͳ-پیش̃ها) جمله (از ی دیΎر یِ آدمها که ندارد ی اشال من ِ نظر از چند هر شده، نوشته

ست. اینها کتاب این ِ نوشتن یِ مبنا بخانند.

این میرسد نظر به است. لازم ریاضیات ،Έفیزی ِ به-کار-بردن یِ برا و ،Έفیزی ِ آموختن یِ برا a

است. افتاده جا یها بعض یِ برا بعد به نیوتُن ِ زمان از ِ-کم دست- فر،

بقیه و ،Έانیم میشود: تقسیم بخش دˇ به Έفیزی بΎویند دارند دوست من، جمله از یها، بعض b

با متناظر ،S یِ مجموعه هر یِ برا (هست): مینماید ͳدلبخاه تقسیم-بندی این البته .Έفیزی یِ

و S0 ِ جدا-ازهم یِ مجموعه دˇ ِ اجتماع S یِ مجموعه ،S از S0 ِ دلبخاه یِ زیرمجموعه هر

است: (S\S0)

S = S0 ∪ (S\S0).

یِ مجموعه ندارند): اشتراک هم با (که است مجموعه دˇ ِ اجتماع جانوران یِ مجموعه مثلَن



مقدمه ١٢

نیستند. کلاغ که ی جانوران یِ مجموعه و کلاغها

فرمول- Έی Έانیم که است این تقسیم-بندی) این (از بعضیها آن از یها بعض ِ منظور

ِ کاربرد ͳیعن Έبقیه-یِ-فیزی و است، Έفیزی یِ سیستمها یِ همه با) (رفتار یِ برا ͳکل یِ بندی

خاص. ͳی سیستمها یِ برا فرمول-بندی آن

Έکلاسی مینند: تقسیم بخش دˇ به هم دیΎر ِ جور Έی را Έفیزی من، جمله از یها، بعض c

ی تقریب ͳاول میΎویند هم بعد بعضیها، آن از یها بعض البته که .ͳکوانتم و ،(ͳناکوانتم)

ست. ͳدوم از (جاها-یͳ-مفید)

لازم (یا است خوب ͳی ͳدرس ِ چیز هر ِ آموختن یِ برا مینند تصور من) جمله (از یها بعض d

دانست. را چیز آن یِ پیشنیازها است)

Έکلاسی ِ Έفیزی ͳکوانتم ِ Έفیزی ِ پیش-نیاز است؟ Έانیم Έفیزی یِ) (بقیه ِ پیش-نیاز e

است؟

است. Έکلاسی ِ Έانیم Έفیزی ِ پیش-نیاز پس هر-دˇ)، (به بله اگر

خاص ِ طُر (به Έفیزی با کار هندسه و ͳخط-ِ جبر- ِ زبان مینند تصور من) جمله (از یها بعض f

فر که هستند هم ی کسان البته و میند. سادِتر را (Έکلاسی ِ Έانیم خاصتر ،Έانیم

این از اصولَن من) جمله (از یها بعض میند. ͳنفهمیدن را متن و است مزاحم زبان این مینند

از َند. متنفر آن از هم یها بعض البته و است؟). بهانه کار ِ (ساده-کردن میئاید ِشان خُش زبان

که ͳی آنها حالا که مینم یاداوری و مینم استفاده مینویسم دارم که َم من اینجا که مˇقعیت این

نیستند. زیاد نمیبرند کار به Έفیزی در را بردارها

که است این ͳفروکاست-گرای از منظور (اینجا نیست. مطلوب یها خیل یِ برا ͳفروکاست-گرای این البته

نشود.) تبدیل هندسه-یِ-خمینه به ِ-عام نسبیت- مثلَن و باشد، آن ِ پیشنیاز ِ اساس بر چیز هر ِ آموختن

ی کتاب Ϳهی لابد که این از ِ-نظر صرف- نمیپوشانَد. را Έکلاسی ِ Έانیم یِ همه کتاب این g

نمیپردازد. میدانها ِ Έانیم به کتاب این نمیپوشانَد، را Έکلاسی ِ Έانیم یِ همه

از ی خاص ِ گروه Ϳهی یا ی، خاص ِ سیستم Ϳهی به کتاب این (کمتر؟): بیشتر هم این از h

نشده. ͳبررس کتاب این در هم Έکوچ-ِ نوسان- حتا نمیپردازد. سیستمها
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است خوب این، جز ست. ͳخط-ِ جبر- البته و هندسه) ی کم (و حسابان کتاب، این ِ پیشنیاز i

میند. Έکم هم ͳریاض ِ آنالیز البته و بداند، دیفرانسیل ِ معادلات خاننده

هست. شل تا دˇ (دارد. ندارد. هم شل ندارد. هم مثال تقریبˆن ندارد. تمرین هم کتاب این j

یا علاقه-به-لΎَرانژ به اگر نمیئاورم. (بهانه) استدلال مینند.) ی Έکم چه نیست معلوم که

ندارد. ی اشال من ِ نظر از مینید، فر دیΎر ͳی چیزها

این نَ نیست. «قضیه-اثبات» ِ شل ͳخط-ِ جبر- ِ کتاب ِ خلاف بر کتاب، این ِ شل k

ِ کتاب از کمتر اینجا اثباتها، ِ دقت اما شود. اثبات ادعاها شده ͳسع نشده. اثبات ی چیز که

است. هندسه حتا یا ͳخط-ِ جبر-

هم هندسه و ͳخط-ِ جبر- و شده. نوشته هندسه و ͳخط-ِ جبر- یِ کتابها یِ ادامه در کتاب این l

است. (Έکلاسی ِ Έانیم) این که یˆند ای پوشه ین هم در من ِ وِبΎاه در

میشود). پذیرفته ی پیشنهاد هر که این (نَ میشود استقبال ی پیشنهاد هر از

2022/07/07 ͳخرم محمد



مقدمه ١۴

نماد-گذاری 0

ی مناسب ِ راه بخش این ِ خاندن نیستند. استاندارد رفته کار به کتاب این در که ͳی نمادها یِ همه

به اَینشْتَین ِ ِ-جم΄ قرارداد- جا همه نیست. معرفͳ-شده یِ نمادها با متناظر یِ مفهومها ِ آموختن یِ برا

ͳیعن رفته، کار

Ai
i =

∑
i

Ai
i

∀ هر یِ برا

∃ دارد وجود

∈ است. S ِ عضو x ← x ∈ S

∪ S2 یِ مجموعه با S1 یِ مجموعه ِ اجتماع ← S1 ∪ S2

∩ S2 یِ مجموعه با S1 یِ مجموعه ِ اشتراک ← S1 ∩ S2

\ :S2 یِ مجموعه ِ متمم با S1 یِ مجموعه ِ اشتراک ← S1\S2

نیستند S2 ِ عضو که S1 یِ اعضا یِ همه یِ مجموعه

× S2 یِ مجموعه در S1 یِ مجموعه یِ ͳدِکَرت ِ حاصل�ِضرب ← S1 × S2

⊆ است. S2 یِ زیرمجموعه S1 ← S1 ⊆ S2

⊂ نیست. برابر S2 با و است S2 یِ زیرمجموعه S1 ← S1 ⊂ S2

⊆ است. S2 ِ شامل S1 ← S1 ⊇ S2

⊂ نیست. برابر S2 با و است S2 ِ شامل S1 ← S1 ⊃ S2

∋ که است چنین

: که چنان

| که چنان

{ | } ← {Ai,j,k | i ∈ S, j}

و i ∈ S که ͳی ها (i, j) و ثابت یِ k با ها Ai,j,k یِ همه یِ مجموعه

َند معلوم یِ مجموعه Έی در j

res S به A ِ تحدید ← res(A; S)
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dom یِ دامنه

img ِ تصویر

dim ِ بˇعد

span یِ پهنه

ker یِ هسته

1 S یِ ͳهمان ← 1S

�−1 A ِ وارون ← A−1

∗ A ِ دˇگان ← A∗

A ِ پسار ← A∗

A ِ پیشران ← A∗

t A یِ ترانهاده ← At

�(�) x یِ ازا به A ِ تاب΄ ِ مقدار ← A(x)

res(A; S) ِ تصویر ͳیعن ،A ِ تاب΄ ِ تحت S یِ مجموعه ِ تصویر ← A(S)

(A ◦B)(x) = A[B(x)]

(A,B)(x) = [A(x), B(x)]

δ (j ̸= i) j = i اگر (صفر) Έی با برابر ،j و i ِ کْرˇن̃̃ر یِ دلتا ← δi j

(j ̸= i) j = i اگر (صفر) Έی با برابر ،j و i ِ کْرˇن̃̃ر یِ دلتا ← δji

δe e
i = ei

∅ ͳته یِ مجموعه

R ͳحقیق یِ عددها یِ مجموعه

Z صحی یِ عددها یِ مجموعه

Q گویا یِ عددها یِ مجموعه

K دایره

nei {y | |y − x| < r} ͳیعن ،r ِ شعاع به x یِ ͳΎهمسای ← neir(x)

nei {y | 0 < |y − x| < r} ͳیعن ،r ِ شعاع به x ِ بͳ-مرکز یِ ͳΎهمسای ← oeir(x)
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[a, b] = {x | a ≤ x ≤ b}

[[a, b]] = [min(a, b),max(a, b)]

car S یِ مجموعه یِ اعضا ِ تعداد ← car(S)

cub ℓ ِ ضل΄ به و u ِ مبدئ به ِ معب ← cubℓ(u)

det ِ دترمینان

diag اند λ یِ مئلف̃ها ش َ رو-یِ-قطر یِ اعضا که ͳی قطری ِ ماتریس ← diag(λ)

o میΎراید صفر به o(s)
s

D مشتق-گیری

i یِ مئلفه به نسبت مشتق-گیری ← D(i)

میشود شروع j از مئلف̃ها یِ شماره-گذاری ی وقت ،i یِ مئلفه به نسبت مشتق-گیری ←
j

D(i)

(u با A یِ ͳسوی ِ (مشتق u یِ سو در A ِ مشتق ← (DuA)

Di = Dei

Di = gj i Dj

D−1 نامعین) ِ (انتΎرال پادمشتق

(D−1A)(t) =

∫
(d t)A(t)

F S به D از یِ تابعها یِ مجموعه ← F(S;D)

b ِ مرز

sgn ِ علامت

π z یِ مبنا ← π(z)

⊕ مستفیم ِ ِ-جم΄ حاصل-

⊗ تانسری ِ ِ-ضرب حاصل-

T x در M بر مماس یِ فضا ← TxM

M بر مماس یِ فضا ← TM

x در M بر هممماس یِ فضا ← T∗
xM

M بر هممماس یِ فضا ← T∗M
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fl t یِ اندازه به u یِ برداری ِ میدان ِ شارش ← fl(t u)

L u با A یِ ͳل ِ مشتق ← LuA

[A,B] = AB −BA

⋄ جا-به-جاگر

i A با σ یِ ͳدرون ِ کاهش ← iA σ

ˇ
g u = g(�, u)

∧ ͳبرون ِ ضرب

d ͳبرون ِ مشتق

i یِ مئلفه به نسبت ͳبرون ِ مشتق ← d(i)

میشود شروع j از مئلف̃ها یِ شماره-گذاری ی وقت ،i یِ مئلفه به نسبت ͳبرون ِ مشتق ←
j

d(i)

ϱ Ω ِ میانΎین یِ ͳالΎچ-ε ← ϱε Ω

Ω ِ میانΎین یِ ͳالΎچ ← ϱΩ

Ω یِ ͳالΎچ-ε ← ϱε Ω

Ω یِ ͳالΎچ ← ϱΩ

Γ خمینه ِ هموستار

T پیچش ِ تانسر

div ِ دیورژانس

u · v = g(u, v)

∥u∥2 = u · u

|u| =
√
|u · u|

al ِ-جبری طول-

al(n) ِ-جبری (n)-طول-

Al ِ-جبری دی-طول-
ns
= است برابر بر-لاک

است. برابر A با B (بر-لاک)، است برقرار معادله-یِ-حرکت ی وقت ← B
ns
= A



مقدمه ١٨

′ τ به نسبت کامل ِ مشتق
′
A =

dA

d τ

e∂ گسترش-یافته ِ مشتق

e∂iA =
∂ A

∂ qi
− d

d t

(
∂ A

∂ q̇i

)
Lτ ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی

Sτ ͳفضا-زمان ِ کنش

Hτ ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن

Sϕ فضا-یِ-فاز ِ کنش

Lϕ فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی

Sϕ τ ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش

Lϕ τ ِ-فاز فضا-زمان- یِ لΎَرانژی

˜
� شده افزوده آن به هم ͳزمان یِ (مئلف̃ها) مئلفه که A ←

˜
A

˘
� شده افزوده آن به هم ͳانه-یِ-متناظر-با-زمانت و ͳزمان یِ (مئلف̃ها) مئلفه که A ←

˘
A

Le است. V یِ ͳخط یِ فضا A یِ دامنه A،که ِ ِ-لُژاندر مبدَل- ← LeVA

Pa V یِ دامنه با وارونͳ-یِ-فضا ← PaV

PaV u = −u

{�, �} B با A ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ← {A,B}

{�, �}τ B با A یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- ← {A,B}τ

�| � S یِ زیرخمینه به A ِ تحدید ← A| S

B-ثابت یِ زیرخمینه به A ِ تحدید ← A|B

pe u با S یِ مجموعه یِ دˇره ← [pe(u)](S)

floor کف

remf مانده-از-کف

lcm مشترک ِ مضرب کوچترین

gcd مشترک یِ شمارنده بزرگترین
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ip (ͳتابع دˇ یِ (برا ͳدرون-ِ ِ-ضرب- حاصل-

mn میانΎین

Θn(ϑ) = exp(2π inϑ)

T a یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ← Ta

ِ بˇعد تا 1 از میΎیرند: را فضای-یِ-پیربندی یِ مقدارها فقط ͳمیان یِ حرفها با لاتین یِ شاخصها

فضا-یِ-پیربندی

فضا- ِ بˇعد تا 1 از میΎیرند: را فضای-یِ-فاز یِ مقدارها فقط ͳابتدای یِ حرفها با لاتین یِ شاخصها

یِ-فاز

ِ بˇعد فضا-یِ-پیربندی، ِ بˇعد تا 0 از میΎیرند: ͳفضای یا (صفر) ͳزمان یِ مقدارها ͳیونان یِ شاخصها

فضا-یِ-فاز

میΎیرند: را ِ-فاز فضا-زمان- یِ مقدارها یِ همه ͳابتدای یِ حرفها با لاتین یِ ماشین-تحریری یِ شاخصها

ِ-گسترش-یافته. فضا-یِ-فاز- ِ بˇعد تا 0 از
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1

نام-گذاری

Έانیم 1

Έانیم گسترده، بسیار یِ ͳمعن Έی به ندارم. سراغ Έانیم یِ برا ی جهان-شمول ِ تعریف من

یا ͳفیزی ِ علوم در کلیتر، حتا یا ،Έفیزی در ای مسئله هر یِ فرمول-بندی یِ برا است عام ی دستΎاه

ترتیب، این به باشد). آن از خاص ی بخش که بل ͳطبیع ِ علوم یِ همه نَ Έفیزی از منظور (اگر ͳطبیع

یِ (ͳنقط̃ئ ِ (جسم یΈذره یِ ͳسادِگ به ی سیستم ِ تُصیف یِ برا هم که میشود ی عام ِ چیز مانیΈآن

چه آن زنده. ِ مˇجود Έی یِ ͳپیچیدِگ به ی سیستم ِ تُصیف یِ برا هم و میرود، کار به بͳ-بر-هم-کنش

ͳدینامی ͳی سیستمها هر-دˇ که است این است، مشترک بسیار-متفاوت-با-هم ِ دˇ-سیستم این ِ بین

میشود: شروع ادعا این با Έانیم گفت بشود شاید ترتیب، این به یˆند.

مشخصمیشود. یΈتحول یΈحالتو با ی سیستم هر ی̵ند: ͳدینامی سیستمها یِ همه

،Έکلاسی ِ Έانیم از منظور نیست. جهان-شمول هم Έکلاسی ِ Έانیم ِ عبارت ِ کاربرد

ͳیعن Έکلاسی ِ Έانیم خاصتر، یِ ͳمعن Έی به ست. ͳناکوانتم ِ Έانیم گسترده یِ ͳمعن Έی به

یِ ͳنانسبیت یِ ͳناکوانتم ِ Έانیم خاصتر، هم این از ِ تعریف Έی .ͳنانسبیت یِ ͳناکوانتم ِ Έانیم

است. ذرات
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است. ذرات یِ ͳناکوانتم ِ Έانیم عمدتَن میشود، ͳبررس اینجا که ی چیز

ͳدینامی ِ سیستم 2

میΎویند. ͳدینامی ِ سیستم Έی ویژگیها این با ی دستΎاه به

میدهم. نشان S با را مجموعه این ست. حالتها یِ مجموعه Έی ِ شامل دستΎاه a1

نشان T با را مجموعه این ست. ِ-تحولها پارامتر- از مرتب یِ مجموعه Έی ِ شامل دستΎاه a2

مینم. تعریف چنین را (T× T)+ میدهم.

(T× T)+ = {(t2, t1) ∈ (T× T) | t1 ≤ t2}. a2-0

نشان ev با را آن و میΎویم تحول ِ تاب΄ آن با که هست، F[S; (T × T)+ × S] در تاب΄ Έی a3

میدهم.

دارد. را ویژگیها این تاب΄ این

ev(t, t, ψ) = ψ. a3-1

ev[t3, t2, ev(t2, t1, ψ)] = ev(t3, t1, ψ). a3-2

همچنان که شل این به کرد، ضعیفتر میشود را ِ-تحولها پارامتر- یِ مجموعه ِ مرتب-بودن ِ قید

حالت این در باشد: ͳدˇرِئ است ممن مجموعه این اما هست، مجموعه این در ِ-افزایش جهت- Έی

شود. ترار ی معین ِ مقدار به ِ افزایش با ِ-تحول، پارامتر-

در ψ ِ تاب΄ Έی با که ست، ͳدینامی ِ سیستم Έی ͳی ͳفیزی ِ سیستم هر ،Έانیم ِ اساس بر

که ͳمعن این به میشود. مشخص کامل ِ طُر به F(S;T)

ͳΎبست ψ(t) و t فقط به q(t) که چنان است، T یِ دامنه با ی تاب΄ سیستم از q ِ مشاهده-پذیر هر b1

دارد.

میابد: تحول ev ِ ِ-تحول تاب΄- با ψ ِ ِ-حالت تاب΄- b2
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ψ(t2) = ev[t2, t1, ψ(t1)], t2 ≥ t1. b2-1

ِ-تحول پارامتر- Έی در سیستم ِ حالت ِ دانستن ͳیعن اساسˆن ست، ͳدینامی سیستم ِ تحول که این

و t2 تا t1 از تحول همچنین، ست. ͳکاف بزرگتر یِ ِ-تحولها پارامتر- در سیستم ِ حالت ِ دانستن یِ برا

است. همئرز t3 تا t1 از مستقیم ِ تحول با ،t3 تا t2 از آن از بعد

که چنان باشند، هموار) (و پیوسته ِ-تحولها پارامتر- یِ مجموعه و حالتها یِ مجموعه است ممن

یِ ͳمعن به تحول ِ دینامیͳ-بودن صورت این در باشد. داشته ͳمعن تحول ِ پارامتر به نسبت حالت ِ مشتق

برمیئاورˆد. را Έمرتبه-یِ-ی ِ معادله-یِ-دیفرانسیل Έی تحول ِ پارامتر به نسبت حالت که است این

و حالتها یِ مجموعه ِ تعیین ͳیعن Έسینماتی میابد. کاهش Έدینامی و Έسینماتی به سیستم ͳبررس

تحول. ِ تاب΄ ِ تعیین ͳیعن Έدینامی حالت. با مشاهده-پذیرها یِ رابطه

ͳکوانتم ِ Έانیم ،ͳناکوانتم ِ Έانیم 3

ͳناکوانتم ِ Έانیم با ͳی بنیادی ِ تفاوت ͳکوانتم ِ Έانیم میشود، مربوط Έدینامی به که ͳی جا تا

یِ فضا (یا هیلبِرت یِ فضا Έی ͳکوانتم ِ Έانیم در سیستم Έی یِ مجموعه-یِ-حالتها البته ندارد.

سیستم ان هم با متناظر یِ مجموعه-یِ-حالتها از است بزرگتر بسیار نُعˆن و است، آن) با متناظر یِ ͳنشاف

ِ Έانیم در ِ-سˉپین، بدون- یِ ذره Έی یِ برا حالتها یِ مجموعه مثلَن .ͳناکوانتم ِ Έانیم در

MیΈخمینه (که Mاست یِ دامنه با مجذور-انتΎرال-پذیر ِ مختلط-مقدار یِ تابعها یِ فضا ͳکوانتم

است. M ِ خُد ͳناکوانتم ِ Έانیم در سیستم ین هم یِ مجموعه-یِ-حالتها که ی حال در است)،

ان هم ͳدوم ِ مجموعه-یِ-حالت ِ بˇعد که ی حال در ست، بینهایت-بˇعدی ͳاول یِ مجموعه-یِ-حالتها

است. M ِ بˇعد

ِ Έانیم در است. Έسینماتی در ͳناکوانتم ِ Έانیم با ͳکوانتم ِ Έانیم یِ بنیادی ِ تفاوت

تغییر (ͳآرمان ِ ) سنجش ِ ͳط که آن ͳب است، سنجش-پذیر عل�ͳالاصول سیستم ِ حالت ،ͳناکوانتم

که هست Q ِ تاب΄ Έی آنΎاه باشد، مشاهده-پذیر Έی q اگر کند.

q(t) = Q[t, ψ(t)]. (1)

تعیین را سنجش از پیش سیستم ِ حالت میشود سیستم ِ حالت یِ) ͳآرمان) ِ سنجش با ترتیب، این به
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است. معلوم مشاهده-پذیرها یِ همه ِ سنجش یِ نتیجه (عل�ͳالاصول) سیستم ِ حالت ِ دانستن با و کرد،

دست به پیش-از-سنجش ِ حالت (تا سنجید را سیستم ِ حالت نمیشود ͳکوانتم ِ Έانیم در اما

ِ حالت ِ دانستن همچنین، باشد. معلوم پیش-از-سنجش ِ حالت یِ باره در ی معین یِ چیزها مΎر آید)،

ِ حالت ِ دانستن با نیست. ͳکاف مشاهده-پذیرها ِ سنجش یِ ͳقطع یِ نتیجه ِ تعیین یِ برا سیستم

متناظر کرد: حساب را سنجش هر در ممن یِ مقدارها ِ به-دست-آمدن ِ احتمال میشود فقط سیستم

دست به q ِ مقدار q(t) ِ سنجش در که این ِ (احتمال prob[q(t) = q] میشود q ِ مشاهده-پذیر هر با

میشود: داده Q ِ تاب΄ Έی با احتمال این کرد. حساب را آید)

prob[q(t) = q] = Q[t, ψ(t), q]. (2)

از پس بلافاصله اگر که چنان میند، عوض را سیستم ِ حالت ͳآرمان ِ سنجش Έی علاوه، به

این آمده. دست به ͳقبل ِ سنجش در که باشد ان هم حاصل ِ مقدار شود، سنجیده q هم باز q ِ سنجش

میشود، ψ′ سیستم ِ حالت سنجش این از پس بلافاصله بود، q ِ مقدار q(t) ِ سنجش یِ نتیجه اگر ͳیعن

که چنان

Q(t, ψ′, q′) = δq,q′ . (3)

سیستم ِ حالت یِ باره در ی اطلاعات میشود فقط مشاهده-پذیر Έی ِ سنجش با ترتیب، این به

کاملَن سنجش از پس سیستم ِ حالت اگر (حتا هم ین هم ͳکل ِ حالت در آورد. دست به سنجش از پس

ِ تعیین یِ برا نیست: ͳکاف دیΎر ِ مشاهده-پذیر Έی ِ سنجش یِ نتیجه ِ تعیین یِ برا باشد) معلوم

سیستم ِ حالت است ممن هم این که است، لازم جدید ِ یΈسنجش دیΎر ِ مشاهده-پذیر Έی ِ مقدار

ِ مشاهده-پذیر جمله (از دیΎر یِ مشاهده-پذیرها یِ برا ممن یِ مقدارها ِ به-دست-آمدن ِ احتمال و

کند. عوض را اول)

فضا-زمان فضا، زمان، 4

فضا- که هستند سیستمها از ای دسته ،ͳناکوانتم ِ Έانیم در میΎویند. زمان تحول ِ پارامتر به سنتَن

فضا یا نقاط، یِ مجموعه آن به که میشود، ساخته M یِ ͳجهان یِ مجموعه Έی با ِشان یِ-حالت

میΎویند.
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که است این فرض معمول، ِ Έانیم در باشند. پیوسته یا گسسته است ممن کدام هر فضا و زمان

میΎویند: فضا-زمان فضا و زمان یِ ͳدِکَرت ِ ی-ضرب حاصل- به اند. پیوسته اینها یِ هر-دˇ

Mext = T×M. (4)

میΎویند. رویداد فضا-زمان یِ اعضا به است. فضا-زمان Mext و فضا، M زمانها، یِ مجموعه T که

به زمان ِ نسبت-دادن نیست لازم ست، فضا و زمان یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- فضا-زمان چند هر

ممن کرد: تعریف t جز ی چیز را (t, r) ِ رویداد ِ زمان بشود است ممن باشد: یتا رویداد Έی

یِ ِ-سطحها فُق- به فضا-زمان ِ افراز یِ برا ی یΈروش هر که باشند ی مختلف یِ ِ-زمانها تاب΄- است

باشد. نداشته دیΎری بر ی آشار یِ برتری روشها این از کدام Ϳهی و میدهند، زمان-ثابت

Έی ِ حالت یˆند. میدانها و ذرات میشوند، ساخته زمان و فضا ِ اساس بر که ͳی سیستمها از ͳی مثالها

سیستم ِ حالت که نیست این منظور البته میشود. داده F(Mn;T) در χ ِ تاب΄ Έی با ͳذرِئ-n ِ سیستم

[χ(t), χ̇(t)] یِ ͳدˇتای t ِ زمان در سیستم ِ حالت است ممن مثلَن است. χ(t) ان هم t ِ زمان در

است. Mext اَش دامنه که میشود داده تاب΄ با هم میدان Έی ِ حالت باشد.

با میشود را فضا-زمان در رویداد هر میΎیرم. هموار) یِ خمینه Έی واق΄ (در پیوسته را فضا-زمان

میدهم: نشان
˜
r با را (t, r) ِ رویداد کرد. مشخص رویداد آن ِ مختصات

˜
r = (t, r), (5)

میبرم. کار به مختصات یِ برا را قرارداد این

˜
r0 = t. (6)

˜
ri = ri. (7)

میدهم: نشان r0 با هم را
˜
r0 پس این از باشد. فضا ِ بˇعد تا Έی از میتواند i

˜
r0 = r0. (8)

ِ شامل ها rα نمیشود: صفر لاتین ِ شاخص اما باشد، هم صفر میتواند ͳیونان ِ شاخص مینم قرارداد

ساختارها ی وقت یˆند. ͳفضای ِ مختصات فقط ِ شامل ها ri ͳول یˆند، ͳفضای ِ مختصات و (r0) زمان
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(که میبرم کار به لاتین یِ شاخصها هم، فضا-زمان بر یا اند شده تعریف فضا بر که ندارند ͳΎبست این به

نمیشوند). صفر

میبرم: کار به هم دیΎر یِ کمیتها یِ برا را (5) ِ قرارداد یِ مانسته

˜
X = (X0,X). (9)

شده قرارداد و دارد ͳفضای یِ مئلفه فقط X که

˜
Xα = Xα. (10)

میبرم: کار به هم پایین ِ شاخص با یِ کمیتها یِ برا را قرارداد این یِ مانسته

˜
Y = (Y0,Y), (11)

شده قرارداد و دارد ͳفضای یِ مئلفه فقط Y که

˜
Yα = Yα. (12)
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میشود). تعریف مشتق-گیری (پس است هموار یِ خمینه Έی فضا-زمان که مینم شروع فرض این با

ͳنانسبیت ِ Έانیم در که است این ،ͳنسبیت ِ Έانیم با مقایسه در ،ͳنانسبیت ِ Έانیم یِ ͳویژگ Έی

را فرض) (یا ͳویژگ این ست. چارچوبها یا سیستمها از مستقل که هست (مطلق) ͳجهان ِ ͳهمزمان Έی

ی علامت چنن اگر میشود. منتشر آنَن که هست علامت Έی کرد: بنا دیΎر ی فرض ِ اساس بر میشود

ِ سنجش یِ برا میΎذارم. یΈجا (زمان-سن;) یΈساعت سنجید. چنین میشد را زمان میداشت، وجود

که شود فرستاده ساعت آن به ͳآن ِ علامت Έی ست ͳکاف رویداد)، هر (در زمان هر و جا هر در زمان

شود. خانده ͳآن هم نتیجه و است، کدام میدهد نشان ساعت که ی زمان
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این نیست)، ͳدˇرِئ زمان که این با (همراه میشود منتشر آنَن که ی علامت ِ وجود ِ دیΎر ِ پیامد Έی

چنان هست، مطلق یِ آینده Έی و مطلق، ِ حال Έی مطلق، یِ گذشته Έی رویداد هر با متناظر که است

ِ رویداد با متناظر یِ آینده و حال و گذشته است. جدا-از-هم یِ مجموع̃ها این ِ اجتماع فضا-زمان که

نشان t با را مطلق یِ ͳهمزمان با متناظر ِ زمان و ،M+
ext(

˜
r) و M0

ext(
˜
r) و M−

ext(
˜
r) ترتیب، به با، را

˜
r

یِ مجموعه حال است.
˜
r ِ زمان از کوچتر ِشان زمان که ست ͳی رویدادها یِ مجموعه گذشته میدهم.

ِشان زمان که ست ͳی رویدادها یِ مجموعه آینده است.
˜
r ِ زمان با برابر ِشان زمان که ست ͳی رویدادها

است:
˜
r ِ زمان از بزرگتر

M−
ext(

˜
r) = {

˜
r′ | t(

˜
r′) < t(

˜
r)}. (13)

M0
ext(

˜
r) = {

˜
r′ | t(

˜
r′) = t(

˜
r)}. (14)

M+
ext(

˜
r) = {

˜
r′ | t(

˜
r′) > t(

˜
r)}. (15)

که است رˇشن البته و

[M−
ext(

˜
r)] ∪ [M0

ext(
˜
r)] ∪ [M+

ext(
˜
r)] = Mext. (16)

[M−
ext(

˜
r)] ∩ [M0

ext(
˜
r)] = ∅. (17)

[M+
ext(

˜
r)] ∩ [M0

ext(
˜
r)] = ∅. (18)

[M−
ext(

˜
r)] ∩ [M+

ext(
˜
r)] = ∅. (19)

فرستاد.
˜
r به را محدود ِ سرعت با علامت Έی آنها از میشود که ست ͳی رویدادها یِ مجموعه گذشته

حال فرستاد. آنها به
˜
r از را محدود ِ سرعت با یΈعلامت میشود که ست ͳی رویدادها یِ مجموعه آینده

ِ علامت Έی
˜
r از یا فرستاد،

˜
r به را ͳآن ِ علامت Έی آنها از میشود که ست ͳی رویدادها یِ مجموعه

با آینده ِ بˇعد و گذشته ِ بˇعد است. فضا-زمان ِ بˇعد از کمتر ی Έی حال ِ بˇعد فرستاد. آنها به را ͳآن

است. برابر فضا-زمان ِ بˇعد

ین هم به ندارد. وجود ͳآن ِ علامت هست: ِ-سرعت محدودیت- Έی ͳنسبیت ِ Έانیم در اما

آن این ِ پیامد Έی سنجید. مطلق ِ زمان بود ممن ͳنانسبیت ِ Έانیم در که شل آن به نمیشود خاطر

با متناظر کرد. افراز آینده حال، گذشته، به رویداد) Έی به (نسبت را فضا-زمان نمیشود دیΎر که است

علامت
˜
r به آنها از میشود که ͳی رویدادها هست: M̃−

ext(
˜
r) یِ مجموعه Έی همچنان ،

˜
r ِ رویداد هر
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علامت آنها به
˜
r از میشود که ͳی رویدادها هست: M̃+

ext(
˜
r) یِ مجموعه Έی و ؛

˜
r ِ خُد جز فرستاد،

ِ خُد جز میمانَد، ͳباق فضا-زمان از چه آن ندارند. اشتراک M̃+
ext(

˜
r) و M̃−

ext(
˜
r) .

˜
r ِ خُد جز فرستاد،

میدهم: نشان M̃0
ext(

˜
r) با را ،

˜
r

{
˜
r} ∪ [M̃−

ext(
˜
r)] ∪ [M̃0

ext(
˜
r)] ∪ [M̃+

ext(
˜
r)] = Mext. (20)

[M̃−
ext(

˜
r)] ∩ [M̃0

ext(
˜
r)] = ∅. (21)

[M̃+
ext(

˜
r)] ∩ [M̃0

ext(
˜
r)] = ∅. (22)

[M̃−
ext(

˜
r)] ∩ [M̃+

ext(
˜
r)] = ∅. (23)

فضا-زمان ِ بˇعد از کمتر یΈی M̃0
ext(

˜
r) ِ بˇعد دیΎر اینجا که است این ͳنانسبیت ِ Έانیم با اختلاف

فضا-زمان ِ بˇعد از کمتر ی Έی M̃0
ext(

˜
r) ِ بˇعد اگر است. برابر فضا-زمان ِ بˇعد با که بل نیست،

باشد. ثابت M̃0
ext(

˜
r) بر َش مقدار که فضا-زمان از ی تاب΄ کرد: تعریف مطلق ِ زمان Έی میشد میبود،

مطلق یِ آینده Έی و
˜
r به نسبت مطلق یِ گذشته Έی همچنان ͳنسبیت ِ Έانیم در نمیشود. حالا

هم M̃0
ext(

˜
r) یِ مجموعه Έی اینها جز اما اند، M̃+

ext(
˜
r) و M̃−

ext(
˜
r) ترتیب به که هست،

˜
r به نسبت

را M̃0
ext(

˜
r) یها بعض ندارد. وجود حال) (و آینده و گذشته به آن ِ افراز یِ برا ی رˇشن ِ راه که هست

ِ مخروط مینامند. (
˜
r ِ رئس (با نور ِ مخروط را مجموعه این ِ مرز مینامند. (

˜
r به (نسبت هیͿ-جا

و نور، ِ مخروط ِ بیرون را M̃0
ext(

˜
r) ِ درون همچنین؛ میدهم. نشان M̃×

ext(
˜
r) با را

˜
r ِ رئس با نور

مجموعه سه ِ اجتماع نور ِ مخروط مینامند. نور ِ مخروط ِ درون را [M̃−
ext(

˜
r)] ∪ [M̃+

ext(
˜
r)] ِ درون

M̃+
ext(

˜
r) ِ مرز که آینده، ِ ِ-نور مخروط- است؛ M̃−

ext(
˜
r) ِ مرز که گذشته، ِ ِ-نور مخروط- است:

و M̃×−
ext (

˜
r) ترتیب، به با، را آینده ِ ِ-نور مخروط- و گذشته ِ ِ-نور مخروط- .{

˜
r} ِ خد البته و است؛

میدهم: نشان M̃×+
ext (

˜
r)

M̃×
ext(

˜
r) = [M̃×−

ext (
˜
r)] ∪ [M̃×+

ext (
˜
r)] ∪ {

˜
r}. (24)

البته، و

M̃×−
ext (

˜
r) = [M̃×

ext(
˜
r)] ∩ [M̃−

ext(
˜
r)]. (25)

M̃×+
ext (

˜
r) = [M̃×

ext(
˜
r)] ∩ [M̃+

ext(
˜
r)]. (26)



نام-گذاری ٢٨

آن از استفاده با و کرد تعریف فضا-زمان از ِ-زمان تاب΄- Έی میشود هم ͳنسبیت ِ Έانیم در البته

به یا ِ-زمان، تاب΄- ِ انتخاب به افراز این اما کرد. افراز زمان-ثابت یِ ِ-سطحها فُق- به را فضا-زمان

ِ یΈعلامت ِ وجود آن در که ͳنانسبیت ِ Έانیم ِ خلاف بر دارد. ͳΎبست مرج΄، ِ چارچوب ِ انتخاب

میند. مشخص یتا ِ طُر به را زمان-ثابت یِ ِ-سطحها فُق- ͳآن

(نسبت آینده و گذشته میبود ͳدˇرِئ زمان اگر ،ͳنسبیت ِ Έانیم در هم و ͳنانسبیت ِ Έانیم در هم

به نسبت زمان آن بر که میداشت وجود بسته ِ خم Έی که ͳمعن این به میشدند، ͳمˇضع رویداد) Έی به

آینده به رفتن با میشد باشد: سراسری ِ تاب΄ Έی نمیتوانست زمان ͳیعن این میبود. صعودی خم ِ پارامتر

رسید. گذشته به

آینده

حال

گذشته

شده. افراز آن به نسبت فضا-زمان که ست ی رویداد سیاه ِ قرص .ͳنانسبیت ِ فضا-زمان :1 ِ شل

آینده ِ درون

هیͿ-جا

گذشته ِ درون

شده. افراز آن به نسبت فضا-زمان که ست ی رویداد سیاه ِ قرص .ͳنسبیت ِ فضا-زمان :2 ِ شل

اند. ِ-نور مخروط- میΎذرند قرص این از که ی سیاه یِ خطها
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استفاده با کار این شود. مشخص رویداد آن یِ فضا و زمان باید فضا-زمان، در رویداد Έی ِ تعیین یِ برا

هر یِ رویدادها یِ مجموعه میسنجد. را زمان که ست ی ابزار ساعت میشود. انجام ساعت دسته Έی از

Έی ِ جهان-خط از ی متفاوت ِ دˇ-رویداد Ϳهی ِ زمان مینم فرض مینامم. ذره آن ِ جهان-خط را ذره

که میΎیرم ساعت دسته Έی نیست. یسان ساعت

یˆند. ͳنقط̃ئ c1

ست. ͳته شان دˇ-تا-یِ هر ِ جهان-خط ِ اشتراک c2

است. Mext ِ فضازمان ِ کل شان یِ جهان-خطها ِ اجتماع c3

که چنان میدهم، برچسب Έی ساعت هر به میΎویم. چارچوب Έی گونه این از ساعت دسته هر به

ی Έی فقط و Έی ِ جهان-خط در
˜
r ِ رویداد هر نباشد. یسان ی متفاوت ِ دˇ-ساعت Ϳهی ِ برچسب

را (t, r) میدهد. نشان را t ِ زمان رویداد آن در و دارد r ِ برچسب Έی ساعت آن ست. ساعتها این از

مینم. تعریف
˜
r ِ رویداد ِ مان و زمان

جهان- یِ معادله رابطه این سنجید. ذره Έی ِ مان و زمان ِ بین رابطه Έی میشود چارچوب، هر با

زمان خاطر ین هم به و نیست یتا چارچوب که است رˇشن چارچوب ِ تعریف از اما است. ذره آن ِ خط

ذره Έی ِ جهان-خط ِ مان و زمان یِ رابطه که نیست رˇشن حتا نیست. یتا رویداد Έی ِ مان و

یِ ِ-سطحها فُق- به فضا-زمان ِ افراز میΎویند است. َش زمان از تاب΄ Έی ذره آن ِ مان که است چنان

ِ مختلف ِ نقاط در (زمان فضا-ثابت یِ جهان-خطها به یا مختلف) یِ زمانها در (فضا زمان-ثابت

نیست. یتا فضا)

یسان رویداد دˇ یِ برا t که گرفت چنان را t ِ زمان میشود باشد، داشته وجود مطلق یِ ͳهمزمان اگر

یِ رویدادها از مجموعه هر ترتیب این به باشند. همزمان مطلق یِ ͳمعن به دˇ-رویداد آن اگر تنها و اگر باشد

یِ ͳهمزمان اساس این بر است. Έبه-ی-Έی تناظر این و است متناظر t ِ مقدار Έی با مطلق-همزمان

ِ تعیین در همچنان اما میدهد، مختلف یِ زمانها در فضا به فضا-زمان ِ افراز یِ برا ی معین ِ روش مطلق

ِ Ίآهن در که میئاید آنجا از آزادی این میمانَد. آزادی مطلق-همزمان ِ رویداد دسته Έی یِ برا t ِ مقدار

ِ زمان t ِ زمان یِ جا به میشود هست. آزادی میرود کار به مطلق یِ ͳهمزمان ِ تعریف یِ برا که ی ساعت
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است: t فقط ِ تاب΄ t′ که برد کار به t′

t′ = R0(t). (27)

ی اثر ساعتها ِ حرکت نیز و ساعتها، ِ برچسب ِ تعیین یِ آزادی بر مطلق یِ ͳهمزمان که است رˇشن البته و

یتا فضا) ِ مختلف ِ نقاط در (زمان فضا-ثابت یِ جهان-خطها به فضا-زمان ِ افراز همچنان ندارد:

است: r و t ِ تاب΄ ͳکل ِ حالت در که برد، کار به را r′ ِ برچسب r ِ برچسب یِ جا به میشود نیست.

r′i = Ri(t, r). (28)

یا

r′i = Ri(
˜
r). (29)

است. شل این به ͳکل ِ ِ-چارچوب تبدیل- Έی

˜
r′ = R(

˜
r), (30)

ͳیعن که

t′ = R0(t, r), (31)

یِ ͳهمزمان که خاصمیند، را ͳقبل ِ ِ-چارچوب تبدیل- که ی چیز .(29) آن با همئرز یا (28) با همراه

است. برچسب از مستقل جدید ِ زمان میΎوید که است، (27) میدارد، نΎه را مطلق
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شتاب سرعت، مان، 7

را تاب΄ این ست. Mفضا که میشود، ساخته F(T;M) در تاب΄ Έی با زمان، ِ حسب بر ذره Έی ِ حالت

میشود ذره) ِ (مان r میدهم. نشان γ با

r = γ(t). (32)

فرض پس این از میΎویم. t ِ زمان در ذره ِ مان r(t) به میدهم. نشان r(t) ِ خُد با را γ(t) سادِتر،

است. (ͳحقیق یِ عددها یِ (مجموعه R از ی بخش T واق΄ در است. پیوسته T و خمینه M مینم

مان ِ دوم و اول یِ مشتقها ترتیب، به اینها، میدهم. نشان a و v ترتیب، به با، را ذره ِ شتاب و سرعت

َند: زمان به نسبت

v =
d r

d t
. (33)

a =
d2 r

d t2
. (34)

a =
d v

d t
. (35)
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َند. زیر یِ عبارتها یِ ساده-نوشته-شده اینها

v =

(
d r

d t

)
γ

. (36)

a =

(
d2 r

d t2

)
γ

. (37)

a =

(
d v

d t

)
γ

. (38)

است. شده انجام ذره ِ مان ِ خم یِ رو مشتق-گیری اینها در ͳیعن

ِ (حالت ψ(t) که این کرد. تعریف را مان ِ بالاتر یِ مشتقها و داد ادامه میشود که است رˇشن

اگر میشود: تعیین Έدینامی با دارد، t ِ زمان در آن یِ مشتقها و مان به ی ربط چه (t ِ زمان در ذره

ِ شامل ست ͳتای kΈی حالت باشد، مان یِ برا k یِ مرتبه ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی تحول یِ معادله

آن: از (k − 1) یِ مرتبه تا یِ مشتقها و مان

ψ =

(
r, . . . ,

dk−1 r

d tk−1

)
. (39)

البته میند. تعیین مان ِ پایینتر یِ مشتقها و زمان ِ حسب بر را مان ِ ُم k ِ مشتق Έدینامی ͳیعن این

است. Έسینماتی ِ بیرون سیستم ِ حالت و زمان با مان ِ بالاتر) یِ مشتقها (یا ُم k ِ مشتق یِ رابطه

چارچوب سرعتو 8

Έی میشود F(M;T) در γ ِ خم با نیست. Mیتا یِ فضا و T ِ زمان Mextبه ِ فضا-زمان ِ Έیتف

که ساخت، F(Mext;T) در
˜
γ ِ خم

˜
γ(t) = [t, γ(t)]. (40)

با زمان ِ حسب بر ذره ِ مان که ی چارچوب یِ جا به واق΄ در باشد. t نیست لازم هم خم ِ پارامتر

یِ برچسبها دیΎر. ِ ساعت دسته Έی ِ شامل گرفت، دیΎر ِ چارچوب Έی میشود بود، شده تعریف آن

قدیم، ِ چارچوب ِ دید از (t, r) با متناظر ِ رویداد میدهم. نشان t′ با را اینها ِ زمان و ،r′ با را اینها

Έی (t, r) و (t′, r′) ِ بین البته و است. جدید ِ چارچوب ِ دید از (t′, r′) با متناظر ِ رویداد ان هم

هست: رابطه

(t′, r′) = R(t, r). (41)
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است: t′ به نسبت r′ ِ مشتق پریم-دار، ِ چارچوب ِ دید از سرعت

v′ =
d r′

d t′
. (42)

میشود دیده

d r′ =
∂ r′

∂ t
d t+

∂ r′

∂ r
d r. (43)

d t′ =
∂ t′

∂ t
d t+

∂ t′

∂ r
d r. (44)

ترتیب، این به

v′ =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ r
v

)−1 (
∂ r′

∂ t
+
∂ r′

∂ r
v

)
. (45)

مفصلتر، یˆند. مشتق-گیری یِ ͳزنجیرِئ یِ قاعده ان هم واق΄ در اینها

v′i =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj
)−1 (

∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rk
vk
)
. (46)

َند. شل این به (46) یا (45) که است رˇشن

v′i =
Bi

A
, (47)

َند. Έی ِ-بالا دست- یِ درجه از سرعت به نسبت و َند سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ B و A که

باشند، یسان قدیم یِ برچسبها با جدید یِ برچسبها اگر

r′ = r, (48)

میشود ِ-سرعت تبدیل- یِ رابطه

v′ =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ r
v

)−1

v. (49)

شاخصها، با مفصلتر،

v′i =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj
)−1

vi (50)
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شود)، عوض یسان ساعتها یِ همه ِ Ίآهن) باشد t فقط ِ تاب΄ هم t′ این بر علاوه اگر

v′ =

(
d t′

d t

)−1

v. (51)

یا،

v′ =
d t

d t′
v. (52)

مفصلتر،

v′i =
d t

d t′
vi. (53)

باشد، یسان قدیم ِ چارچوب ِ زمان با جدید ِ چارچوب ِ زمان اگر

t′ = t, (54)

میشود ِ-سرعت تبدیل- یِ رابطه

v′ =
∂ r′

∂ t
+
∂ r′

∂ r
v. (55)

مفصلتر،

v′i =
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rk
vk. (56)

ثابت زمانها ِ اختلاف ست ͳکاف باشند. یسان زمانها نیست لازم بالا یِ رابطه به رسیدن یِ برا واق΄ در

نسبت جدید یِ (ساعتها باشد r فقط ِ تاب΄ هم r′ این بر علاوه اگر باشد). یسان زمانها ِ (گذر باشد

باشند)، ساکن قدیم یِ ساعتها به

v′ =
∂ r′

∂ r
v. (57)

مفصلتر،

v′i =
∂ r′i

∂ rk
vk. (58)
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باشد، t فقط ِ تاب΄ t′ و r فقط ِ تاب΄ r′ اگر سرانجام،

v′ =

(
d t′

d t

)−1
∂ r′

∂ r
v. (59)

یا،

v′ =
d t

d t′
∂ r′

∂ r
v. (60)

مفصلتر،

v′i =
d t

d t′
∂ r′i

∂ rk
vk. (61)

بردارها از مشتق-گیری 9

است. هموستار ان هم که است، لازم چارچوب بر علاوه ساختار Έی بردارها از مشتق-گیری یِ برا

َند. ثابت (مˇضعˆن) بردارها کدام میند مشخص آن با همئرز یا میدهد، را بردارها ِ مشتق ساختار این

میدهم: نشان Γ با را هموستار

∂ ej
∂ ri

= Γk
i j ek. (62)

یِ پایه با پس این از اما باشد. ͳمختصات نیست لازم پایه این است. مماس یِ پایه-یِ-فضا Έی e که

یِ شاخصها به نسبت (ͳمختصات یِ پایه (در هموستار نیست لازم ͳکل ِ حالت در مینم. کار ͳمختصات

میΎیرم: متقارن را هموستار پس این از اما باشد. متقارن ش َ پایین

∂j ei = ∂i ej , (63)

یا،

Γk
j i = Γk

i j . (64)
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است: صفر (T) پیچش ͳیعن هموستار) ِ (تقارن شرط این

T = 0. (65)

میشود تعریف چنین ،ͳمختصات یِ پایه Έی در پیجش،

T k
i j = Γk

i j − Γk
j i. (66)

است. پایه از مستقل (65) اما یˆند. ͳمختصات یِ پایه Έی در (66) و (64) ِ روابط البته

است این خاص ِ حالت Έی باشند). داشته است (ممن دارند هموستار فضا-زمان هم و فضا هم

ِ شاخص هم و ͳفضای ِ شاخص هم که ͳی آنها ͳیعن) هموستار ِ با-شاخصها-یِ-مخلوط یِ مئلف̃ها که

باشند: صفر دارند) ͳزمان

Γ0
0 j = 0. (67)

Γ0
j k = 0. (68)

Γi
0 0 = 0. (69)

Γi
0 j = 0. (70)

زمان به نسبت e0 ِ مشتق است، صفر زمان به نسبت ها ei ِ مشتق و مان به نسبت e0 ِ مشتق ͳیعن این

ͳیعن ست، ها ei فقط از ͳخط ِ ترکیب Έی مان به نسبت ها ei از Έی هر ِ مشتق و ست، موازی e0 با

یِ رابطه حالت این در است. مماس زمان-ثابت) یِ (زیرخمین̃ها فضا بر

∂β eγ = Γα
β γ eα (71)

به میشود Έیتف

∂j e0 = 0. (72)

∂0 ej = 0. (73)

∂0 e0 = Γ0
0 0 e0. (74)
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∂j ek = Γi
j k ei. (75)

پیش ابهام که ͳی جا ست. ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان میΎویم َند، برقرار (70) تا (67) ی وقت

ست. ͳجداشدن فضا-زمان میΎویم سادِتر نیاید،

(74) از صورت این در است. زمان فقط ِ تاب΄ e0 که میبود این (72) یِ ͳمعن بود، عدد e0 اگر

میشد نتیجه (73) از میبودند، عدد ها ei اگر همچنین، است. زمان فقط ِ تاب΄ هم Γ0
0 0 میشد معلوم

اما َند. زمان از مستقل هم ها Γi
j k میشد معلوم (75) از صورت این در َند. زمان از مستقل ها ei

(∂0 ∂i e0) ِ صفر-بودن از پس، نیست. برابر (∂α ∂β eγ) با لزومˆن (∂β ∂α eγ) و َند بردار ها eα

زمان فقط ِ تاب΄ Γ0
0 0 نمیشود نتیجه لزومˆن (72) از و است. صفر (∂i ∂0 e0) نمیشود نتیجه لزومˆن

از و است. صفر (∂0 ∂i ej) نمیشود نتیجه لزومˆن (∂i ∂0 ej) ِ صفر-بودن از ترتیب، ین هم به است.

است. زمان از مستقل Γi
j k نمیشود نتیجه لزومˆن (73)

با t′ به t ِ تبدیل با باشد، زمان فقط ِ تاب΄ Γ0
0 0 و ͳجداشدن فضا-زمان اگر

d2 t′

d t2
= Γ0

0 0
d t′

d t
, (76)

فضا- اگر َند. ناصفر ͳفضای یِ شاخصها با هموستار یِ مئلف̃ها فقط حالت این در میشود. صفر Γ0
0,0

از مستقل زمان و ست ͳجداشدن فضا-زمان میΎویم باشد، زمان فقط ِ تاب΄ Γ0
0 0 و ͳجداشدن زمان

میΎویم. آفین ِ زمان میند صفر را Γ0
0 0 که ی زمان به ست. فضا

فضا-زمان میΎویم باشند، زمان از مستقل هموستار یِ مئلف̃ها و باشد ͳجداشدن فضا-زمان اگر

یِ مئلف̃ها یِ بقیه و کند صفر را Γ0
0 0 که یافت ی زمان نمیشود لزومˆن حالت این در ست. ایستا

باشد. مان از مستقل Γ0
0 0 که دارد جواب t′ یِ برا ی وقت (76) یِ معادله ندهد: تغییر را هموستار

فقط ِ تاب΄ هم ها Γi
j k و باشد، زمان فقط ِ تاب΄ Γ0

0,0 باشد، ͳجداشدن فضا-زمان اگر سرانجام،

میΎویم سادِتر نیاید، پیش ابهام اگر هم اینجا ست. ͳهموستار-ضرب فضا-زمان میΎویم باشند، مان

ِ ِ-ضرب حاصل- فضا-زمان میشود) مربوط هموستار به که ͳی جا (تا ͳیعن این ست. ͳضرب فضا-زمان

ِ یΈفضا-زمان که است رˇشن است. زمان یِ) (یΈ-بˇعدی یِ یΈخمینه در فضا یِ یΈخمینه ͳدِکَرت

باشد. فضا از مستقل زمان و باشد ایستا اگر ست، ͳضرب ͳجداشدن

برقرار (70) تا (67) که گرفت چنان را مختصات میشود همچنان باشد، ͳجداشدن فضا-زمان اگر

ِ مختصات مختصات این به براورˆند. را (70) تا (67) که هست ی مختصات حتمˆن اما نباشند.
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یِ (زیر-خمین̃ها خمینه-یِ-زمانها آن و زمان-ثابت) یِ (زیرخمین̃ها فضاها آن به میΎویم. استاندارد

به میΎویم. استاندارد یِ خمینه-یِ-زمانها و فضاها میئایند، دست به مختصات این با که مان-ثابت)

میΎویم. استاندارد ِ زمان و چارچوب هم متناظر ِ زمان و چارچوب

چارچوب شتابو 10

Έی در سرعت یِ مئلف̃ها نیست. لازم فضا ِ مختصات و زمان جز ی ساختار سرعت، یِ محاسبه یِ برا

َند: زمان به نسبت مختصات ِ مشتق ͳمختصات یِ پایه

v = ei
d ri

d t
. (77)

البته، و

v = ei v
i. (78)

ͳیعن

vi =
d ri

d t
. (79)

کرد: تعریف ri به نسبت r ِ مشتق میشود را ei واق΄ در ست. ͳمختصات یِ پایه e

ei =
∂ r

∂ ri
. (80)

ترتیب، این به

v =
d r

d t
,

=
∂ r

∂ ri
d ri

d t
. (81)

است: لازم هم پایه یِ بردارها ِ مشتق شتاب ِ تعیین یِ برا اما

d ei
d t

=
∂ ei
∂ rj

d rj

d t
,

= Γk
j i ek v

j , (82)
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میدهد نتیجه که

a = ek

(
Γk

j i v
j vi +

d vk

d t

)
, (83)

یا

ak = Γk
j i v

j vi +
d vk

d t
. (84)

،ͳیعن که

ak = Γk
j i

d rj

d t

d ri

d t
+

d2 rk

d t2
. (85)

یِ شاخصها به (نسبت هموستار ِ متقارن ِ بخش فقط شتاب یِ مئلف̃ها در که میشود دیده بالا یِ رابطه از

هموستار ِ متقارن ِ بخش شد، گرفته ِ-پیچش) (بدون- متقارن هموستار چون که میشود، وارد پایین)

است. هموستار ِ کل

مفصلتر. البته است، سرعت بر ِچارچوب تغییر- ِ اثر ِ شبیه هم شتاب بر ِ-چارچوب تغییر- ِ اثر

میدهم: نشان b با را زمان به نسبت سرعت یِ مئلف̃ها ِ مشتق

bi =
d vi

d t
. (86)

میشود دیده

ak = Γk
j i v

j vi + bk. (87)

همچنین،

d v′i

d t
=

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj
)−2 [(

∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rk
vk
)

(
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl
)

−
(
∂2 t′

∂ t2
+ 2

∂2 t′

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 t′

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ t′

∂ rl
bl
)

(
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rk
vk
)]

. (88)
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البته، و

d t′

d t
=
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj . (89)

ترتیب، این به

b′i =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj
)−3 [(

∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rk
vk
)

(
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl
)

−
(
∂2 t′

∂ t2
+ 2

∂2 t′

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 t′

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ t′

∂ rl
bl
)

(
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rk
vk
)]

. (90)

نوشت. چنین میشود هم را این

b′i =
Ci +Di

j b
j

A3
. (91)

ِ-بالا دست- یِ درجه از سرعت به Dنسبت و A َند. سرعت و مان و زمان از ͳی Dتابعها و C و A که

سرعت ِ تبدیل در که است ان هم A است. سه ِ-بالا دست- یِ درجه از سرعت به نسبت C و َند، Έی

بود: شده ظاهر

A =
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj . (92)

باشند، یسان قدیم یِ برچسبها با جدید یِ برچسبها اگر

b′i =

(
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rj
vj
)−3 [(

∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ rk
vk
)
bi

−
(
∂2 t′

∂ t2
+ 2

∂2 t′

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 t′

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ t′

∂ rl
bl
)
vi
]
. (93)

شود)، عوض یسان ساعتها یِ همه ِ Ίآهن) باشد t فقط ِ تاب΄ هم t′ این بر علاوه اگر

b′i =

(
d t′

d t

)−3(
d t′

d t
bi − d2 t′

d t2
vi
)
. (94)



۴١ صفر ِ شتاب ،Έژى˙دزی 11

،ͳیعن

b′i =

(
d t

d t′

)2

bi −
(
d t

d t′

)3
d2 t′

d t2
vi. (95)

باشد، یسان قدیم ِ چارچوب ِ ِ-زمان گذر- با جدید ِ چارچوب ِ ِ-زمان گذر- اگر

b′i =
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ t ∂ rl
vl +

∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl. (96)

باشند)، ساکن قدیم یِ ساعتها به نسبت جدید یِ (ساعتها باشد r فقط ِ تاب΄ هم r′ این بر علاوه اگر

b′i =
∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl. (97)

باشد، t فقط ِ تاب΄ t′ و r فقط ِ تاب΄ r′ اگر سرانجام،

b′i =

(
d t′

d t

)−3 [
d t′

d t

(
∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl
)
− d2 t′

d t2
∂ r′i

∂ rl
vl
]
. (98)

،ͳیعن

b′i =

(
d t′

d t

)−2 (
∂2 r′i

∂ rl ∂ rm
vl vm +

∂ r′i

∂ rl
bl
)
−
(
d t

d t′

)3
d2 t′

d t2
∂ r′i

∂ rl
vl. (99)

صفر ِ شتاب ،Έژى͉دزی 11

Έی ِ مسیر پس باشد. موازی َش اول ِ مشتق با َش دوم ِ مشتق اگر است، Έژى˙دزی خم Έی میΎویند

باشد: موازی ذره ِ سرعت با ذره ِ شتاب اگر است Έژى˙دزی ذره

a = f v. (100)

است. پارامتر) ِ تاب΄ ͳکل ِ حالت (در اسالر Έی f

کار به t′ ِ زمان t ِ زمان یِ جا به اگر ندارد. ͳΎبست پارامترش به نباشد یا باشد Έژى˙دزی خم که این

میشوند. تبدیل چنین b و v شوند)، عوض برچسبها که آن ͳب) رود

v′i =
d t

d t′
vi. (52)

b′i =

(
d t

d t′

)2

bi −
(
d t

d t′

)3
d2 t′

d t2
vi. (99)
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همچنین،

ak = Γk
j i v

j vi + bk. (87)

است. چنین a′ به a ِ تبدیل حالت این در پس،

a′ =

(
d t

d t′

)2

a−
(
d t

d t′

)3
d2 t′

d t2
v. (101)

باشد، Έژى˙دزی t ِ پارامتر با خم اگر نتیجه در

a′ =

[(
d t

d t′

)2

f−
(
d t

d t′

)3
d2 t′

d t2

]
v. (102)

یا،

a′ =

[(
d t

d t′

)
f−
(
d t

d t′

)2
d2 t′

d t2

]
v′, (103)

میدهد نشان که

a′ = f′ v′. (104)

f′ =

(
d t

d t′

)
f−
(
d t

d t′

)2
d2 t′

d t2
. (105)

صفر f′ که کرد انتخاب چنان را t′ میشود جمله از است. Έژى˙دزی هم t′ ِ پارامتر با خم ترتیب، این به

که این با است همئرز شود چنین که این شود. صفر a′ ͳیعن شود،

d

d t

(
d t′

d t

)
= f

(
d t′

d t

)
, (106)

میدهد نتیجه که

d t′

d t
= exp(D−1 f), (107)

است: نامعین) ِ (انتΎرال پادمشتق D−1 که

(D−1 X)(t) =

∫
(d t)X(t). (108)

D (D−1 X) = X. (109)



۴٣ صفر ِ شتاب ،Έژى˙دزی 11

میΎیرم: انتΎرال (107) از

t′ = D−1 [exp(D−1 f)]. (110)

بالا یِ رابطه ِ راست ِ طرف در خاطر ین هم به دارد. آزاد یِ ͳجمع-ِ ثابت- Έی نیست، یتا پادمشتق

هست. آزاد ِ ثابت دˇ

پارامتر این به میشود. صفر خم ِ شتاب آن با که هست پارامتر Έی باشد، Έژى˙دزی خم Έی اگر

دیده است: ساده هم با آفین ِ پارامتر دˇ یِ رابطه اما نیست. یتا پارامتر این میΎویند. آفین ِ پارامتر

دیده (106) از ترتیب، این به باشد. صفر (100) در f اگر تنها و اگر است، آفین ِ پارامتر Έی t میشود

اگر تنها و اگر است، آفین ِ پارامتر Έی t′ میشود

d2 t′

d t2
= 0. (111)

با است همئرز هم معادله این

t′ = a+ b t, (112)

ِ پارامتر هر باشد: ͳخط ِ-بالا دست- t به نسبت اگر است، آفین ِ پارامتر Έی t′ پس َند. ثابت b و a که

ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ هر عس، بر و است، آفین ِ یΈپارامتر از ͳبالا-خط-ِ دست- ِ یΈتاب΄ آفین

است. آفین ِ پارامتر Έی آفین ِ پارامتر Έی از

دˇ یِ ِ-آفینها پارامتر- یِ مقایسه ͳکل ِ حالت در میشود. تعریف (Έژى˙دزی ِ ) خم با آفین ِ پارامتر

پارامتر- ِ برابر-بودن صورت این در کنند. قط΄ را دیΎر Έی ژى˙دزیها این مΎر ندارد، ͳمعن Έژى˙دزی

Έی با میشود باشد، داشته وجود تقاط΄ یِ نقطه Έی فقط اگر میشود. ͳبامعن تقاط΄ ِ نقاط در ِ-آفینها

یِ نقطه دˇ اگر کرد. یسان تقاط΄ یِ نقطه در را ِ-آفین دˇ-پارامتر- ِ-آفینها، پارامتر- از یِ Έی ِ انتقال

ِ-آفینها، پارامتر- از یΈیِ بر ͳبالا-خط-ِ دست- ِ یΈتبدیل ِ اعمال با میشود باشد، داشته وجود تقاط΄

ͳکل ِ طُر به باشد، دˇ از بیش تقاط΄ ِ نقاط ِ تعداد اگر کرد. یسان تقاط΄ ِ نقاط در را ِ-آفین دˇ-پارامتر-

با (که تخت یِ ͳخط یِ فضا Έی در کرد. یسان تقاط΄ ِ نقاط یِ همه در را ِ-آفین دˇ-پارامتر- نمیشود

مینند. قط΄ را یدیΎر نقطه Έی ِ-بالا دست- در Έژى˙دزی دˇ است)، صفر هموستار ͳدِکَرت ِ مختصات
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ذره ِ همراه یِ پایه 12

(خم) تاب΄ این یِ مشتقها است. (زمان) t ِ تاب΄ میند Mحرکت یِ خمینه در که ذره) Έی ِ (مان r

جمله از میدهم. نشان vi با را t به نسبت r ِ ُم i ِ مشتق اند. خمینه ِ فضا-یِ-مماس در ͳی بردارها

t به نسبت r ِ اول ِ مشتق

است: شتاب t به نسبت r ِ دوم ِ مشتق و سرعت،

di r

d ti
= vi. (113)

v1 = v. (114)

v2 = a. (115)

تا اول یِ مشتقها اگر َند. خطͳ-مستقل مشتقها این از تا m ِ-بالا دست- باشد، m خمینه ِ بˇعد اگر

اند: r(t) در مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی مشتقها این باشند، خطͳ-مستقل t ِ زمان در r ِ ُم m

میΎویم. ذره ِ همراه یِ پایه پایه، این به است. Tr(t)M یِ برا پایه Έی {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ m}

این است. {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} از ͳخط ِ ترکیب Έی ی بردار هر حالت این در که است رˇشن

زمان ِ حسب بر را شتاب Έدینامی و باشد سه-بˇعدی فضا است ممن مثلَن ندارد. ی ربط Έدینامی به

است. لازم شتاب ِ مشتق و شتاب و سرعت بردار Έی ِ بسط-دادن یِ برا اما بدهد. وسرعت مان و

یِ یΈناحیه در که باشد استچنین ممن نیست. خطͳ-مستقل لزومˆن {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ m}

-ͳخط {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k+ 1} و باشد خطͳ-مستقل {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} زمان، از باز

{[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} mباشد، از کوچتر k اگر mاست. از نابزرگتر k که است رˇشن باشد. وابسته

که این از واق΄ در هست. t در r یِ مشتقها یِ پهنه یِ پایه Έی اما نیست، Tr(t)M یِ پایه Έی

است خطͳ-وابسته {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k + 1} و است خطͳ-مستقل {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k}

است: {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} از ͳخط ِ ترکیب Έی vk+1(t) میشود نتیجه

vk+1(t) =

k∑
i=1

ai0(t) vi(t). (116)
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گرفت: مشتق آن از میشود پس است. برقرار باز یِ ناحیه Έی در رابطه این

vk+j+1(t) =

k+j∑
i=1

bi(t) vi(t). (117)

میشود نتیجه ساده یِ استقرار Έی با

vk+j+1(t) =
k∑

i=1

aij(t) vi(t). (118)

یِ مجموعه و خطͳ-مستقل {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} یِ مجموعه t از باز یِ ناحیه Έی در اگر

ها vi از Έی هر ِ مشتق که این با همراه (116) از باشد، خطͳ-وابسته {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k+1}

میشود نتیجه است vi+1 با برابر

d vi
d t

=
k∑

j=1

Aj
i vj , i ≤ k, (119)

که

Aj
i = δji+1, i < k. (120)

Aj
k = aj0. (121)

ِ دستΎاه Έی (119) حالت این در است. یریخت M ِ خُد با TrM باشد، ͳخط (فضا) M اگر

ِ ترکیب Έی ها vi(t) میشود نتیجه است. (k از نابزرگتر i (با ها vi یِ برا ͳخط ِ دیفرانسیل ِ معادلات

است: {[i, vi(t0)] | 1 ≤ i ≤ k} یِ پهنه در v(t) جمله از اند. {[i, vi(t0)] | 1 ≤ i ≤ k} از ͳخط

v(t) =

k∑
i=1

Bi(t, t0) vi(t0). (122)

یِ مجموعه یِ پهنه با و میΎذرد r(t0) از فضا این میمانَد. بˇعدی k یِ فضا Έی در r(t) ͳیعن هم این

ست. موازی {[i, vi(t0)] | 1 ≤ i ≤ k}



ذرات ِ Έسینماتی ۴۶

قید 13

در همیشه متحرک ِ مان که چنان اما میشود، انجام M یِ خمینه در که مینم ͳبررس را ی حرکت

کرد: مشخص Z ِ تاب΄ Έی با میشود را زیرخمینه این باشد. L یِ زیرخمینه

L = {r | Z(r) = 0}, (123)

و است، کامل یِ رتبه با و Rk در مقدار با هموار ی تاب΄ Z که

k = m− l. (124)

که،

m = dim(M). (125)

l = dim(L). (126)

r(q) حالت این در داد. نمایش F(M;Rl) در r ِ هموار ِ Έبه-ی-Έی ِ تاب΄ Έی با را L هم میشود

است. L با متناظر ِ مختصات q میدهم. نشان r(q) ِ خُد با را

نیست. چنین لزومˆن شتاب اما است. مماس L بر هم سرعت است، L یِ زیرخمینه در مان ی وقت

نیست. مماس L بر لزومˆن ،L بر مماس ͳی راستا در L بر مماس ِ بردار Έی ِ مشتق که است این علت

یِ ها i یِ ازا به ها ei که چنان ست، ͳمختصات یِ میدان-پایه Έی e گیرم هموستار، یِ مئلف̃ها ِ زبان به

Γk
i j باشد، l از بزرگتر k و باشند l از نابزرگتر j و i اگر صورت این در َند. مماس L بر l از نابزرگتر

نیست. صفر لزومˆن

ست. ͳشدنP ِ افنش Έی با کار این کرد). (تصویر افند L بر مماس یِ فضا بر را شتاب میشود

است: L بر مماس یِ فضا َش تصویر که است این P یِ ͳتنها-ویژگ نیست. یتا افنش این اما

img(P) = TL. (127)

که هست Pr Έی L در r هر با متناظر که این واق΄ در

img(Pr) = TrL. (128)
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که ست ͳکاف و لازم هست: آزادی ی چنین-افنش یِ هسته یِ برا اما

ker(P)⊕ img(P) = TM. (129)

این ی چنین-افنش ِ ساختن ِ راه Έی است. مماس L بر (P a) ویژگیها، آن با P ِ افنش Έی با

چنین را P باشد. صفر dim(L) از بزرگتر i یِ ازا به ri که شوند انتخاب چنان مختصات که است

مینم. تعریف

P ei =


ei, i ≤ l

0, i > l

. (130)

افنش، این و مختصات این با است. L بر مماس یِ فضا بر افنش Έی P میشود دیده

vi = 0, i > l. (131)

v =

dim(L)∑
i=1

ei v
i. (132)

P a =
l∑

k=1

ek

(
Γk

i j v
i vj +

d vk

d t

)
. (133)

پس،

P a =
l∑

k=1

ek

 l∑
i=1

l∑
j=1

Γk
i j v

i vj +
d vk

d t

 . (134)

ͳی ͳمختصات یِ بردارها یِ پهنه ͳکل ِ حالت در باشد، صفر l از بزرگتر i با r′i که باشند چنان هم ها r′i اگر

هم میشود ساخته جدید ِ مختصات که ی افنش خاطر ین هم به میند. تغییر نیستند L بر مماس که

ِ حالت در اما نمیند، عوض را a و v تغییر این داشت. خاهد فرق ͳقبل ِ افنش با ͳکل ِ حالت در

میند. عوض را L بر a یِ افنده ͳکل

زیرخمینه آن که است این شود، انجام یΈزیرخمینه بر به حرکت که این از گسترش-یافته ِ یΈشل

میشود (123) ِ گسترش باشد. زمان به وابسته

L(t) = {r | Z(t, r) = 0}. (135)
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دراورˉد: قبل ِ شل ان هم به فضا-زمان ِ حسب بر میشود را این البته

Lext = {(t, r) | Z(t, r) = 0}. (136)

است: وابسته هم t ِ خُد به ،L(t) ِ مختصات به L(t) ِ درون یِ ها r یِ ͳΎبست همچنین،

r = r(t, q), (137)

یا،

(t, r) =
˜
r(t, q). (138)

نیست: مماس L(t) بر دیΎر v(t) که است آن حالت این در جدید ِ چیز

v =
∂ r

∂ t
+
∂ r

∂ q

d q

d t
. (139)

مماس L(t) بر ͳکل ِ حالت در اول یِ جمله اما است، مماس L(t) بر راست ِ طرف در دوم یِ جمله

نیست.

M ِ بˇعد از کمتر بخش این ِ بˇعد اما باشد، M یِ خمینه از ی بخش به مقید حرکت است ممن

است. برقرار (ͳی (قیدها ی روابط زمان) احتمالَن (و مختصات ِ بین هم باز صورت این در نباشد.

و میند حرکت خط Έی بر که ی جسم یِ برا مثلَن نیستند. تساوی ِ شل به دیΎر روابط این اما

خط ِ کل یِ برا که ،r یِ مختصه ِ انتخاب با است، معین یِ نقطه Έی یِ سو Έی به مقید ش َ حرکت

میشود قید یِ رابطه ،r ∈ (−∞,∞)

r < r0, (140)

یا

r > r0, (141)

باشد. است) r0 ش اَ مختصه (که نقطه آن یِ سو کدام به مقید ذره که این به بسته

ِ شل به که بل نباشد، زمان و مان ِ بین جبری ِ روابط ِ شل به حرکت ِ محدودیت است ممن

مثلَن باشد. دیفرانسیل ِ معادلات

Z(t, r, v) = 0. (142)
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به روابط این اما باشد، مان یِ مشتقها و مان و زمان ِ بین ی روابط ِ شل به قید است ممن البته و

نباشند. تساوی ِ شل

یِ معادله ِ شل به قیدی ِ روابط ِ بین ِ تمایز باشد، دیفرانسیل یِ معادله تحول یِ معادله اگر

تحول ِ دیفرانسیل یِ معادله اگر که است این قرارداد Έی نیست. واض تحول یِ معادله و دیفرانسیل،

ͳیعن این آید. حساب به قید Έی k از کمتر یِ مرتبه از ِ معادله-یِ-دیفرانسیل هر باشد، k یِ مرتبه از

ِ بین رابطه هر است، آن ِ (k− 1) یِ مرتبه تا یِ مشتقها و مان ِ شامل ͳتای kΈی سیستم ِ حالت اگر

ِ بین رابطه هر ͳیعن میئاید. حساب به قید زمان) احتمالَن (و آن ِ (k− 1) یِ مرتبه تا یِ مشتقها و مان

(که مان ِ ُم k ِ مشتق که معادله هر و میشود، حساب قید زمان) احتمالَن (و حالت یِ متغیرها ِ خُد

میشود. حساب تحول یِ معادله میند مربوط زمان) احتمالَن (و حالت به را نیست) حالت ِ جزئ

که (آنها مان ِ مشتقات و مان و زمان ِ بین تساوی یِ رابطه چند یا Έی ِ شل به که ی قید به

میΎویم. برابری ِ قید باشد، میشوند) وارد حالت در

میΎویند. هˇلُنُم ِ قید باشد، زمان و مان ِ بین تساوی یِ رابطه چند یا Έی ِ شل به که ی قید به

بر را حرکت هم ِ-برابری قید- میشود. انجام فضا-زمان از زیرخمینه Έی بر حرکت ͳیعن ی چنین-قید

باشد، هم زمان ِ شامل قید اگر یا، حالت، یِ فضا از زیرخمینه Έی اما میند، محدود زیرخمینه Έی

میشود. مشخص حالت Έی و زمان Έی با ش یˆ اعضا از Έی هر که گسترش-یافته، ِ فضا-یِ-حالت
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ͳیعن است. ِ متقارن ِ ناتین ِ دˇ-فرم Έی ،ͳحقیق یِ فضاها بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه-

که چنان میند، اثر v و u ِ بردار دˇ بر (g ِ Έمتری-ِ (شبه- g یِ ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- d1

ست. ͳخط هم v به نسبت و ست، ͳخط u به نسبت است، عدد g(u, v)

g(u, �) ِ صفر-بودن از آن، با همئرز البته و است؛ صفر v میشود نتیجه g(�, v) ِ صفر-بودن از d2

است. صفر u میشود نتیجه

است. برابر g(u, v) با g(v, u) d3
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این پس باشد. هم معین-مثبت و باشد ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- اگر است)، Έمتری) ست ͳدرون ِ ضرب g

و ست ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- g ͳیعن ست ͳدرون ِ ضرب g که

است. مثبت g(u, u) نباشد صفر u اگر d4

میدهم. نشان هم (u · v) با را g(u, v) باشد، معلوم g اگر

باشد. صفر (u · v) اگر َند)، عمود هم (بر َند متعامد v و u میΎویم

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم، نشان ∥u∥2 با را u ِ بردار ِ مجذور

∥u∥2 = u · u. (143)

لزومˆن (u · u) چون نیست، ͳحقیق ِ عدد Έی ِ مجذور لزومˆن اما ست، ͳحقیق ِ عدد Έی u ِ مجذور

حتمˆن (u · u) باشد)، ͳدرون-ِ (ضرب- باشد معین-مثبت ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- اگر نیست. ͳنامنف

باشد، اسالر α اگر میشود دیده ست. ͳنامنف

∥(αu)∥2 = α2 ∥u∥2. (144)

مینم تعریف چنین را آن و میدهم نشان |u| با را u ِ بردار ِ طول

|u| =
√
|u · u|. (145)

که است رˇشن

|u| =
√
|(∥u∥2)|, (146)

البته، و

|u|2 = |(∥u∥2)|. (147)

باشد، اسالر α اگر همچنین،

|(αu)| = |α| |u|. (148)
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اگر است، پوچ u میΎویم

u · u = 0. (149)

ͳدرون-ِ (ضرب- باشد معین-مثبت ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- اگر و است، پوچ صفر ِ بردار که است رˇشن

باشد. صفر اگر تنها و اگر است پوچ u باشد)،

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان sgn(u) با را u ِ علامت

sgn(u) =


sgn(u · u), u · u ̸= 0

0, u · u = 0

. (150)

که است رˇشن ست. ͳحقیق ِ متغیر Έی یِ برا ِ-علامت تاب΄- ِ مقدار راست ِ طرف

u · u = |u|2 sgn(u), (151)

یِ بردارها یِ همه یِ برا علامت باشد)، ͳدرون-ِ (ضرب- باشد معین-مثبت ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- اگر و

صورت، این در است. Έی ناصفر

sgn(u) =


1, u ̸= 0

0, u = 0

. (152)

اگر است، یه u میΎویم

|u · u| = 1. (153)

نباشد، پوچ u اگر میشود دیده

∥∥∥∥ u|u|
∥∥∥∥2 =

u

|u|
· u
|u|
. (154)

پس،

∥∥∥∥ u|u|
∥∥∥∥2 = sgn(uu). (155)
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و،

∣∣∣∣ u|u|
∣∣∣∣ = 1. (156)

نباشد، پوچ u اگر میشود دیده همچنین، است. یه (|u|−1 u) نباشد پوچ u اگر ͳیعن

sgn

(
u

|u|

)
= sgn(u). (157)

تبدیل همبردار Έی به را بردار Έی که ساخت
ˇ
g یِ ͳخط ِ تاب΄ Έی میشود g دˇ-فرم از استفاده با

که چنان میند،

ˇ
g v = g(�, v). (158)

ͳیعن این میشود دیده

ˇ
gi j = gi j . (159)

ˇ
g ͳسادِگ یِ برا پس این از باشد. وارون-پذیر

ˇ
g که این با است همئرز g ِ ناتین-بودن که است رˇشن

میدهم: نمایش v فقط با هم را ،(
ˇ
g v) واق΄ در یا ،(g v) یِ مئلف̃ها میدهم. نشان g ِ خُد با را

vi = (g v)i. (160)

،ͳیعن

vi = gi j v
j . (161)

جمله از

gi k gj l g
k l = gi j , (162)

میدهد نتیجه که

gj l g
k l = δkj . (163)
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به نسبت بردارها از مشتق-گیری اگر است، سازگار ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- با هموستار میΎویم

،w و v و u یِ بردارها با متناظر اگر ͳیعن باشد، ͳلَیبنیتس ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه-

∂w (u · v) = (∂w u) · v + u · (∂w v). (164)

است: w با ͳسوی ِ مشتق ∂w

∂w = wi ∂i (165)

ِ-ضرب- شبه- Έی g اگر مفصلتر، ست. هموردا یِ مشتق-گیری ∇ که است، ∇w ان هم ضمنَن ∂w

ͳیعن g با هموستار یِ سازگاری باشند، بردار w و v و u و باشد ͳدرون-ِ

∂w [g(u, v)] = g(∂w u, v) + g(u, ∂w v). (166)

ندارد) ای رابطه g با لزومˆن هموستار (که ͳکل ِ حالت در

∂w[g(u, v)] = (∂w g)(u, v) + g(∂w u, v) + g(u, ∂w v). (167)

ͳیعن g با هموستار یِ سازگاری پس

∂w g = 0. (168)

بود چنین اگر باشد. داشته ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا-زمان) (یا فضا نیست لازم ͳکل ِ حالت در

که ͳی جا جز متن، این در پس این از اما باشد. سازگار ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- با هموستار نیست لازم هم

ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا-زمان) (یا فضا اگر که است این بر فرض شود، گفته آن ِ خلاف صریحˆن

Έی با متناظر ͳیعن است، متقارن هموستار بود شده فرض علاوه به است. سازگار آن با هموستار داشت،

،e یِ ͳمختصات یِ پایه

∂j ei = ∂i ej , (63)

یا،

Γk
j i = Γk

i j . (64)
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هموستار باشد، داشته ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا-زمان) (یا فضا اگر که است این فرضبر ترتیب این به

،ͳمختصات یِ پایه Έی با متناظر ͳیعن ست، ل̃وی-چیویتا

Γk
i j =

1

2
gl k(∂i gl j + ∂j gl i − ∂l gi j). (169)

ِ حسب بر ،Έمتری یِ مئلف̃ها ِ مشتق است. فضا-زمان بر ͳدرون ِ ِ-ضرب شبه- Έی g گیرم

میشود: چنین ل̃وی-چیویتا ِ هموستار یِ مئلف̃ها

∂α gβ γ = Γβ α γ + Γγ αβ , (170)

فضا بر e0 که گرفت چنان را مختصات میشود شده. آورده پایین Έمتری با هموستار ِ اول ِ شاخص که

ͳیعن شود، عمود

g0 j = 0. (171)

ِ ِ-پایین شاخص- با یِ مئل̃ف̃ها باشند، استاندارد مختصات این و باشد ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر

هم ها gi j و است مان از مستقل g0 0 میدهد نتیجه این میشوند. صفر باشند مخلوط شاخصها اگر هم Γ

ͳیعن َند. زمان از مستقل ها Γi
j k و است مان از مستقل Γ0

0 0 میدهد نتیجه که َند، زمان از مستقل

′tکه به t از زمان ِ تبدیل با حالت این در ست. ͳهموستار-ضرب فضا-زمان

d t′

d t
=
√
|g0 0|, (172)

نمیشوند. عوض هم ͳفضای یِ ِ-پایِها بردار- و است، یه واق΄ در است، ثابت که میشود تبدیل e′0 به e0

میدهد نتیجه ضمنَن (172) یِ رابطه

d2 t′

d t2
= Γ0

0 0
d t′

d t
, (76)

میند. صفر را Γ0
0 0 که ست ی ِ-زمان تبدیل- ان هم که

عمود فضا بر e0 استاندارد ِ مختصات با و باشد ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر ترتیب، این به

ست. ͳضرب هموستار فضا-زمان باشد،
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ست. متریΈ-ایستا فضا-زمان میΎویم باشند، صفر ها g0 j و زمان از مستقل Έمتری یِ مئلف̃ها اگر

نیست: هموستار-ایستا لزومˆن ی فضا-زمان چنین

Γi
0 0 = −1

2
gi j ∂j g0 0, (173)

Γ0
0 k =

1

2
g0 0 ∂k g0 0, (174)

نیستند. صفر لزومˆن ها Γ0
0 k و ها Γi

0 0 میدهد نشان که

نیست: ͳجداشدن لزومˆن فضا-زمان باشد، مان از مستقل g0 0 و باشند صفر ها g0 j اگر این، با مشابه

Γi
0 k =

1

2
gi j ∂0 gj k, (175)

Γ0
j k = −1

2
g0 0 ∂0 gj k, (176)

نیستند. صفر لزومˆن ها Γ0
j k و ها Γi

0 k میدهد نشان که

فضا-زمان میΎویم باشند، زمان از مستقل ها gi j و باشد، مان از مستقل g0 0 باشند، صفر ها g0 j اگر

که ی فضا-زمان که است رˇشن ،Έمتری ِ مشتق با ل̃وی-چیویتا ِ هموستار یِ رابطه از ست. ͳضربΈمتری

ͳضرب-Έمتری باشد ͳهموستار-ضرب که ی فضا-زمان و هست هم ͳهموستار-ضرب باشد ͳضرب-Έمتری

میΎویم سادِتر ،ͳضرب-Έمتری ِ فضا-زمان یا ͳهموستار-ضرب ِ فضا-زمان یِ جا به پس هست. هم

.ͳضرب ِ فضا-زمان

ِ بˇعد کرد. تعریف ِ-حجم عنصر- میشود باشد، سمت-پذیر که ی شرط به فضا-زمان)، (یا فضا بر

Ϳهی که است، (0,m) ِ نُ΄ ِ پادمتقارن ِ تانسر ΈیM بر ِ-حجم عنصر- Έی میدهم. نشان m با Mرا

تعریف ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- هم و ِ-حجم عنصر- هم فضا-زمان)، (یا فضا بر اگر نمیشود. صفر جا

میΎویم باشد. مربوط ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- به ِ-حجم عنصر- نیست لازم ͳکل ِ حالت در باشد، شده

اگر است، سازگار g یِ ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- با ε ِ ِ-حجم عنصر-

ε(e1, · · · , em) =
√
|det(δe g)|. (177)

و است، راست-دست یِ پایه Έی e که

δe e
i = ei. (178)
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(یا فضا اگر که است این بر فرض شود، گفته آن ِ خلاف صریحˆن که ͳی جا جز متن، این در پس این از

ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- با ِ-حجم عنصر- داشت، ِ-حجم عنصر- و ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا-زمان)

است. سازگار

صفر ها
˜
g0 j و باشد داشته ِ-حجم عنصر- و ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا-زمان اگر میشود دیده

است، فضا-زمان ِ Έمتری
˜
g که باشند،

√
|det(δe

˜
g)| =

√
|
˜
g0 0|

√
|det(δe g)|, (179)

ست: فضا به
˜
g ِ تحدید g که

gi j =
˜
gi j . (180)

Έیتف فضا ِ ِ-حجم عنصر- و زمان ِ ِ-حجم عنصر- به هم فضا-زمان ِ ِ-حجم عنصر- ͳیعن این

میشود.

یِ زیرفضا Έی ِشان تصویر که ͳی افنشها ِ بین میشود ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- از استفاده با

P ِ افنش میΎویم است. قائم ِ افنش خاص ِ اقنش این کرد. خاص را ی Έی هم است معین

یِ ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- با تعامد که باشد، عمود img(P) بر ker(P) اگر است، قائم ِ افنش Έی

g اگر نیست. عمود ش َ خُد بر img(P) در ی ناصفر ِ بردار Ϳهی شده فرض و شده، تعریف g

است. برقرار همیشه فرض این باشد ͳدرون-ِ ضرب-

L یِ زیرخمینه در همواره متحرک ِ مان و است (فضا) M یِ زیرخمینه Έی L گیرم جمله، از

به را بردارها میشود افنش این با باشد. TL ش َ تصویر که میΎیرم چنان را P ِ قائم ِ افنش است.

بر عمود ِ بخش ͳیعن است، TL بر مماس سرعت کرد. تجزیه TL بر عمود و TL بر مماس یِ بخشها

که دارد ی بخش هم و است، TL بر مماس که دارد ی بخش هم ͳکل ِ حالت در شتاب اما ندارد. TL

است. TL بر عمود
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Έژى͉دزی و طول 15

را t2 تا t1 از γ ِ خم یِ ِ-جبری طول- کرد. تعریف طول میشود ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- از استفاده با

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان alγ(t2, t1) با

alγ(t2, t1) =

∫ t2

t1

(d t) |(D γ)(t)|. (181)

سادِتر، یِ نماد-گذاری با

alγ(t2, t1) =

∫ t2

t1

(d t) |v|. (182)

که چنان باشد γ یِ برا دیΎر ِ پارامتر Έی t′ اگر میشود دیده ِ-متغیر تغییر- یِ قضیه از استفاده با

t ِ پارامتر ِ تبدیل با خم یِ ِ-جبری طول- باشد)، مثبت بازپارامترش ِ (تاب΄ باشد مثبت (d t′/d t)

ِ-پارامتر تبدیل- با باشد)، ͳمنف بازپارامترش ِ (تاب΄ باشد ͳمنف (d t′/d t) اگر نمیشود. عوض t′ به

مینم. تعریف چنین را ℓ ِ ِ-طول پارامتر- ،γ ِ خم با متناظر میشود. قرینه ِ-جبری طول-

ℓ(t) = alγ(t, t0), (183)

میشود دیده است. ثابت Έی t0 که

d ℓ

d t
=

∣∣∣∣d rd t
∣∣∣∣ , (184)

ترتیب، این به است. γ با متناظر ِ مان r که

d ℓ

d t
= |v|. (185)

جمله، d∣∣∣∣از rd ℓ · d rd ℓ
∣∣∣∣ = 1, (186)

d∣∣∣∣یا rd ℓ
∣∣∣∣ = 1. (187)
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نباشد. پوچ سرعت که است درست ی وقت اخیر یِ رابطه که است رˇشن البته

میشود دیده

d (v · v)
d t

= 2 v · a. (188)

ترتیب، این به ست. موازی سرعت با شتاب باشد، Έژى˙دزی خم اگر

d (v · v)
d t

= 2 f (v · v), (189)

نمیشود پوچ نباشد پوچ اگر و میمانَد پوچ باشد پوچ اگر v میدهد نشان رابطه این است. اسالر Έی f که

نباشد، پوچ َش مشتق و باشد Έژى˙دزی خم اگر جمله از نمیند. تغییر هم َش علامت و

d r

d ℓ
· d r
d ℓ

= s, (190)

ِ مشتق اگر میشود معلوم Έژى˙دزی Έی یِ برا (189) یِ رابطه و این از است. Έی |s| و است ثابت s که

هم باشد پوچ خم ِ مشتق اگر است. آفین ِ پارامتر Έی Έژى˙دزی ِ ِ-طول پارامتر- نباشد پوچ Έژى˙دزی

باشد، Έژى˙دزی Έی یِ برا آفین ِ پارامتر Έی t اگر پس است. صفر طول

ℓ = a + b t, (191)

َند. ثابت b و a که

باشد، آفین پارامتر و Έژى˙دزی خم اگر که است رˇشن

d (v · v)
d t

= 0, (192)

َند. ثابت سرعت ِ بردار ِ طول و علامت ͳیعن که

-ِ شبه- از استفاده با ست. موازی ش َ سرعت با ش َ شتاب که شد تعریف ی خم Έژى˙دزی قبلَن

باشد، ل̃وی-چیویتا هموستار ی وقت میدهم نشان و میئاورم Έژى˙دزی یِ برا ی دیΎر یِ تعریفها Έمتری

که ست ͳی خمها یِ ِ-جبری طول- ِ اساس بر اول ِ تعریف َند. سازگار ͳقبل ِ تعریف با تعریفها این

با (متناظر r2 و r1 شان یِ انتها و ابتدا که میΎیرم نظر در را ͳی خمها میΎذرند. ثابت یِ نقطه دˇ از

ِ مشتق اگر است، Έژى˙دزی-Έی خمها این از γ ِ خم میΎویم است. (t2 و t1 ترتیب، به یِ، پارامترها

Έی یِ مرتبه تا alγ(t2, t1) ِ تغییر میدهم تغییر را γ ی وقت ͳیعن باشد، صفر γ به نسبت alγ(t2, t1)
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میشود دیده باشد. صفر γ ِ تغییر به نسبت

alγ(t2, t1) =

∫ t2

t1

(d t)
√
|gi j vi vj |. (193)

نیست، صفر sgn(v) که این ِ فرض با ترتیب، این به

δ [alγ(t2, t1)] =

∫ t2

t1

(d t)
sgn(v)

2 |v|
[(∂k gi j) v

i vj δrk + 2 vk δ v
k] + o(δ r),

=

∫ t2

t1

(d t)

[
F

2
(∂k gi j)v

i vj − d (F vk)

d t

]
δ rk

+ (F vk δ r
k)t2t1 + o(δ r). (194)

که

F =
sgn(v)

|v|
. (195)

پس، است. صفر t2 و t1 در (δ r) چون است، صفر مرزی یِ جمله

δ alγ
δ rk

=
F

2
(∂k gi j) v

i vj − d (F vk)

d t
,

= F

[
1

2
(∂k gi j) v

i vj − d (gk j v
j)

d t

]
− dF

d t
vk,

= F

[
1

2
(∂k gi j) v

i vj − (∂i gk j) v
i vj − gk j

d vj

d t

]
− dF

d t
gk l v

l. (196)

اما،

gk l Γ
l
i j =

1

2
(∂i gk j + ∂j gi k − ∂k gi j). (197)

پس،

δ alγ
δrk

= −F gk l

(
d vl

d t
+ Γl

i j v
i vj − f vl

)
. (198)
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که

f = − 1

F

dF

d t
. (199)

،ͳیعن

f =
1

|v|
d |v|
d t

. (200)

یا،

f =
1

2(v · v)
d (v · v)

d t
. (201)

ترتیب، این به

δ alγ
δ rk

= −F gk l (a
l − f vl). (202)

ِ شرط ان هم این میشود دیده باشد. صفر چپ ِ طرف که است این باشد Έژى˙دزی-Έی γ که این ِ شرط

γ که این ِ شرط ،f یِ جا-گذاری با نباشد. پوچ سرعت که شرط این با البته است، γ ِ ژى˙دزیΈ-بودن

میشود باشد Έژى˙دزی-Έی
d v

d t
=

v

2(v · v)
d (v · v)

d t
. (203)

t1 از γ ِ خم یِ ِ-جبری (n)-طول- داد. گسترش پارامتر Έی با میشود را ِ-جبری طول- ِ تعریف

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان al(n)γ (t2, t1) با را t2 تا

al(n)γ (t2, t1) =
1

n

∫ t2

t1

(d t) |(D γ)(t)|n. (204)

سادِتر، یِ نماد-گذاری با

al(n)γ (t2, t1) =
1

n

∫ t2

t1

(d t) |v|n. (205)

با برابر n اگر اما است. Έی با برابر n یِ ازا به ِ-جبری (n)-طول- ان هم ِ-جبری طول- میشود دیده

نیست. مثبت) یِ ِ-بازپارامترشها تاب΄- (با ِ-پارامتر تغییر- از مستقل ِ-جبری (n)-طول- نباشد، Έی
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t1 ترتیب، به یِ، پارامترها با (متناظر r2 و r1 شان یِ انتها و ابتدا که میΎیرم نظر در را ͳی خمها

γ به نسبت al(n)γ (t2, t1) ِ مشتق اگر است، Έژى˙دزی-(n) خمها این از γ ِ خم میΎویم است. (t2 و

صفر γ ِ تغییر به نسبت Έی یِ مرتبه تا al(n)γ (t2, t1) ِ تغییر میدهم تغییر را γ ی وقت ͳیعن باشد، صفر

میشود دیده باشد.

al(n)γ (t2, t1) =
1

n

∫ t2

t1

(d t) |gi j vi vj |n/2. (206)

ترتیب، این به

δ[al(n)γ (t2, t1)] =

∫ t2

t1

(d t)
sgn(v)

2 |v|
[(∂k gi j) v

i vj δrk + 2 vk δ v
k]| v|n−1 + o(δ r),

=

∫ t2

t1

(d t)

{
F(n)

2
(∂k gi j) v

i vj − d [F(n) vk]

d t

}
δ rk

+ [F(n) vk δ r
k]t2t1 + o(δ r). (207)

که

F(n) = |v|n−2 sgn(v). (208)

پس، است. صفر t2 و t1 در (δ r) چون است، صفر مرزی یِ جمله

δal(n)γ

δrk
=

F(n)

2
(∂k gi j) v

i vj − d [F(n) vk]

d t
,

= F(n)

[
1

2
(∂k gi j)v

i vj − d (gk j v
j)

d t

]
− dF(n)

d t
vk,

= F(n)

[
1

2
(∂k gi j) v

i vj − (∂i gk j)v
i vj − gk j

d vj

d t

]
− dF(n)

d t
gk l v

l. (209)

میشود که

δal(n)γ

δrk
= −F(n) gk l

[
d vl

d t
+ Γl

i j v
i vj − f(n) vl

]
. (210)

که

f(n) = − 1

F(n)

dF(n)

d t
(211)
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،ͳیعن

f(n) =
2− n

|v|
d |v|
d t

. (212)

یا،

f(n) =
2− n

2(v · v)
d (v · v)

d t
. (213)

ترتیب، این به

δ al(n)γ

δ rk
= −F(n) gk l [a

l − f(n) vl]. (214)

ان هم این میشود دیده باشد. صفر چپ ِ طرف که است این باشد Έژى˙دزی-(n) Έی γ که این ِ شرط

Έژى˙دزی-(n) Έی γ اگر نباشد. پوچ سرعت که شرط این با البته است، γ ِ ژى˙دزیΈ-بودن ِ شرط

باشد،

d v

d t
=

(2− n) v

2(v · v)
d (v · v)

d t
. (215)

ترتیب، این به

d (v · v)
d t

= 2 v · d v
d t
,

= (2− n)
d (v · v)

d t
. (216)

میدهد نتیجه که

(n− 1)
d (v · v)

d t
= 0. (217)

-(n) Έی γ نیست، Έی با برابر n ی وقت پس باشد. Έی با برابر n مΎر است، صفر f(n) ͳیعن این

نباشد). پوچ سرعت البته (و باشد آفین ِ پارامتر با Έژى˙دزی γ اگر تنها و اگر است، Έژى˙دزی

تعریف چنین را آن و میدهم نشان Alγ(t2, t1) با را t2 تا t1 از γ ِ خم یِ ِ-جبری دی-طول-

مینم.

Alγ(t2, t1) =
1

2

∫ t2

t1

(d t) [(D γ)(t)] · [(D γ)(t)]. (218)
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سادِتر، یِ نماد-گذاری با

Alγ(t2, t1) =
1

2

∫ t2

t1

(d t) v · v. (219)

متناظر یِ انتΎرال-ده نیست: دˇ با برابر n یِ ازا به ِ-جبری (n)-طول- ان هم دقیقَن ِ-جبری دی-طول-

َند. برابر هم با این-دˇ باشد ͳنامنف سرعت ِ علامت اگر اما ندارد. ِ-مطلق قدر- ِ-جبری دی-طول- با

از مستقل هم ِ-جبری دی-طول- َند. برابر هم با این-دˇ باشد معین-مثبت Έمتری-ِ شبه- اگر جمله از

نیست. مثبت) یِ ِ-بازپارامترشها تاب΄- (با ِ-پارامتر تغییر-

و t1 ترتیب، به یِ، پارامترها با (متناظر r2 و r1 شان یِ انتها و ابتدا که میΎیرم نظر در را ͳی خمها

صفر γ به نسبت Alγ(t2, t1) ِ مشتق اگر است، Έدˇ-ژى˙دزی خمها این از γ ِ خم میΎویم است. (t2

باشد. صفر γ ِ تغییر به نسبت Έی یِ مرتبه تا Alγ(t2, t1) ِ تغییر میدهم تغییر را γ ی وقت ͳیعن باشد،

میشود دیده

Alγ(t2, t1) =
1

2

∫ t2

t1

(d t) gi j v
i vj . (220)

ترتیب، این به

δ[Alγ(t2, t1)] =
1

2

∫ t2

t1

(d t) [(∂k gi j) v
i vj δrk + 2 vk δ v

k] + o(δ r),

=

∫ t2

t1

(d t)

[
1

2
(∂k gi j) v

i vj − d vk
d t

]
δ rk

+ [vk δ r
k]t2t1 + o(δ r). (221)

پس، است. صفر t2 و t1 در (δ r) چون است، صفر مرزی یِ جمله

δAlγ
δrk

=
1

2
(∂k gi j) v

i vj − d vk
d t

,

=
1

2
(∂k gi j) v

i vj − d (gk j v
j)

d t
,

=
1

2
(∂k gi j) v

i vj − (∂i gk j) v
i vj − gk j

d vj

d t
, (222)

میشود که

δ Alγ
δ rk

= −gk l

(
d vl

d t
+ Γl

i j v
i vj
)
. (223)
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ترتیب، این به

δ Alγ
δ rk

= −gk l a
l. (224)

ان هم این میشود دیده باشد. صفر چپ ِ طرف که است این باشد Έدˇ-ژى˙دزی Έی γ که این ِ شرط

نیست. لازم هم سرعت ِ پوچ-نبودن است. آفین ِ پارامتر با γ ِ ژى˙دزیΈ-بودن ِ شرط

ف͛ر̶نه ِ کن; 16

مان ِ ُم i ِ مشتق کرد. یه-متعامد را ذره ِ همراه ِ چارچوب میشود ͳدرون-ِ ضرب- از استفاده با

میدهم: نشان vi با را است

di r

d ti
= vi. (113)

{[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k + 1} و است خطͳ-مستقل {[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} مینم فرض

مینم. تعریف چنین را ui یِ بردارها ست. فضا ِ بˇعد m که است، m از نابزرگتر k است. خطͳ-وابسته

ui =



vi −
i−1∑
j=1

uj
[uj(t)] · [vi(t)]
[uj(t)] · [uj(t)]

, i ≤ k+ 1,

vi −
k∑

j=1

uj
[uj(t)] · [vi(t)]
[uj(t)] · [uj(t)]

, i > k+ 1

. (225)

میشود دیده

u1(t) = v1(t). (226)

همچنین، است. کامل {[i, ui(t)] | 1 ≤ i ≤ m} یِ ͳاستقرای ِ تعریف و

ui = 0, i > k. (227)
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میشود نتیجه استقرا Έی با

[ui(t)] · [uj(t)] ∝ δi j . (228)

|ui(t)| > 0, i ≤ k. (229)

|ui(t)| = 0, i > k. (230)

{[i, vi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} از متعامد یِ مجموعه Έی ِ ساختن یِ برا گْرام-شْمیت ِ روش ان هم این

از بزرگتر i با یِ ها ui البته که است، {[i, ui(t)] | 1 ≤ i ≤ m} حاصل ِ مجموعه-یِ-متعامد است.

مینم تعریف َند. صفر k

τi(t) =
ui(t)

|ui(t)|
, i ≤ k. (231)

میشود دیده

[τi(t)] · [τj(t)] = δi j , i, j ≤ k. (232)

اَش پهنه که است، یه-متعامد ِ خطͳ-مستقل یِ یΈمجموعه {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k}ترتیب این به

{[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} باشد، m با برابر k اگر است. برابر {[i, ui(t)] | 1 ≤ i ≤ k} یِ پهنه با

اگر ست. فضا M که است، Tr(t)M یِ پایه Έی واق΄ در ست. فضا یِ برا یه-متعامد یِ پایه Έی

{[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} که چنان افزود، عضو (m − k) آن به میشود باشد، m از کوچتر k

باشد. یه-متعامد

است ممن هم هنوز نیست)، معین-مثبت لزومˆن (که باشد داشته ͳدرون-ِ ِ-ضرب- شبه- فضا اگر

پوچ ui(t) باشد k از نابزرگتر i اگر که است این ͳکاف و لازم ِ شرط Έی باشد. ͳشدن بالا ِ ساختار

میشود. چنین هم (232) یِ رابطه حالت این در البته نباشد.

|[τi(t)] · [τj(t)]| = δi j , i, j ≤ k. (233)

میشود دیده

dui
d t

= ui+1 +
i∑

j=1

aji uj . (234)
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میشود دیده {[i, ui(t)] | 1 ≤ i ≤ m} ِ تعامد از

dui
d t
· uj = −ui ·

duj
d t

, j ̸= i. (235)

میشود نتیجه هم {[i, ui(t)] | 1 ≤ i ≤ m} ِ تعامد با همراه اخیر یِ دˇ-رابطه از

dui
d t
· uj =


−ui · ui, j = i− 1

0, j < i− 1

. (236)

همچنین،

dui
d t
· ui =

1

2

d (ui · ui)
d t

. (237)

یا،

dui
d t
· ui =

1

2

d {[sgn(ui)] |ui|2}
d t

. (238)

ترتیب، این به

dui
d t

= ui+1 +
d |ui|
d t

ui
|ui|
− ui · ui
ui−1 · ui−1

ui−1, i ≤ k. (239)

نتیجه، در

d τi
d t

=
|ui+1|
|ui|

τi+1 −
ui · ui

ui−1 · ui−1

|ui−1|
|ui|

τi−1, i ≤ k. (240)

τ ′i و u′i و v′i ترتیب، به یِ، بردارها به τi و ui و vi یِ بردارها ،t′ به t ِ پارامتر ِ تبدیل ِ اثر در

میشود دیده استقرا Έی با میشوند. تبدیل

v′i =

(
d t

d t′

)i

vi +
i−1∑
j=1

bji vj . (241)

مینم. تعریف چنین را ṽi

ṽi =

(
d t

d t′

)i

vi. (242)
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میشود دیده

ṽi = v′i +

i−1∑
j=1

b̃ji v
′
j . (243)

جمله، از

ṽ1 = v′1. (244)

{[i, v′i(t)] | 1 ≤ i ≤ m} از متعامد یِ مجموعه Έی ِ ساختن یِ برا گْرام-شْمیت ِ روش یِ نتیجه

Έی ِ ساختن یِ برا گْرام-شْمیت ِ روش یِ نتیجه است. {[i, u′i(t)] | 1 ≤ i ≤ m} یِ مجموعه

میدهم. نشان {[i, ũi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} با هم را {[i, ṽi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} از متعامد یِ مجموعه

میشود دیده استقرا Έی با ،(243) از استفاده با

ũi = u′i. (245)

میشود دیده هم (242) از

ũi =

(
d t

d t′

)i

ui. (246)

ترتیب، این به

u′i =

(
d t

d t′

)i

ui. (247)

میدهد نتیجه هم این

τ ′i =

[
sgn

(
d t

d t′

)]i
τi. (248)

را فرد ِ i با یِ ها τi ِ-پارامتر تغییر- نمیدهد. تغییر را زُج ِ i با یِ ها τi ِ-پارامتر تغییر- پس

اگر میند، ضرب ͳمنف در را فرد ِ i با یِ ها τi و باشد؛ مثبت ِ-بازپارامترش تاب΄- اگر نمیدهد، تغییر

باشد. ͳمنف ِ-بازپارامترش تاب΄-

میشود چنین t یِ جا به طول) ِ (پارامتر ℓ ِ حسب بر (240) یِ رابطه

d τi
d ℓ

=
1

|v|
|ui+1|
|ui|

τi+1 −
1

|v|
ui · ui

ui−1 · ui−1

|ui−1|
|ui|

τi−1, i ≤ k. (249)
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مینم. تعریف چنین را κi

κi =
1

|v|
ui+1 · ui+1

ui · ui
|ui|
|ui+1|

, i ≤ k. (250)

میشود دیده

κi =
τi+1 · τi+1

τi · τi
|ui+1|
|v| |ui|

, i ≤ k. (251)

میشود. چنین τi یِ برا تحول یِ معادله ترتیب این به

d τi
d ℓ

= |κi| τi+1 − κi−1 τi−1, i ≤ k. (252)

شده: تعریف صفر κ0

κ0 = 0. (253)

و نمینند تغییر ِ-پارامتر تغییر- با ها κi که است رˇشن

κk = 0. (254)

مینم: تعریف {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} بر َش اثر با را K(t) ِ ِ-خمش ماتریس-

K τi = |κi| τi+1 − κi−1 τi−1, i ≤ k. (255)

میشود دیده

d τi
d ℓ

= K τi, i ≤ k. (256)

یا

d τi
d ℓ

=
k∑

j=1

Kj
i τj , i ≤ k. (257)
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،k از نابزرگتر j و i یِ برا که

Kj
i =



|κi|, j = i+ 1

−κi−1, j = i− 1

0, |j − i| ̸= 1

. (258)

یِ رابطه و نیست (Tr(t)M یِ (برا پایه {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} باشد فضا ِ بˇعد از کوچتر k اگر البته

یِ معادله یِ برا {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} K(t)بر ِ اثر اما مشخصنمیند. کامل ِ طُر به K(t)را بالا

{[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} یِ مجموعه میشود ست. ͳکاف k از نابزرگتر یِ ها i یِ برا ها τi ِ تحول

یِ تعریفها اما کرد. تعریف هم اضافه-شده یِ بردارها بر را K ِ اثر و شود پایه Έی تا کرد بزرگتر را

یِ بقیه میشود جمله از ندارند. ی اثر ها {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ k} ِ تحول بر دل-بخاه) (و ͳاضاف

چنان را {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} میشود واق΄ در کرد. تعریف صفر را K یِ ͳماتریس-ِ عنصر-

که ساخت

|[τi(t)] · [τj(t)]| = δi j . (259)

d τi
d ℓ

= K τi, (260)

با است همئرز آخری که

d τi
d ℓ

= Kj
i τj . (261)

از دارند جواب معادلات این که این اند. شده تعریف صفر هم K یِ قبلَن-تعریف-نشده یِ عنصرها

{[i, τi(t0)] | 1 ≤ i ≤ m} که افزود ͳی اعضا {[i, τi(t0)] | 1 ≤ i ≤ k} به میشود که میئاید اینجا

میمانَد. برقرار (259) میشود دیده کرد. حل ِ-اولیه شرط- این با را (261) سپس باشد. یه-متعامد

ͳی ِ-پارامترها تغییر- با کن; این شد معلوم میΎویند. فْرˇنه ِ کن; {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} به

فقط هم باشد ͳمنف ِ-بازپارامترش تاب΄- اگر نمیشود. عوض باشد مثبت شان ِ ِ-بازپارامترش تاب΄- که

آزادی {[i, τi(t)] | k < i ≤ m} ِ انتخاب در که است رˇشن البته میشوند. قرینه فرد ِ i با یِ ها τi

باشد. یه-متعامد {[i, τi(t)] | 1 ≤ i ≤ m} اگر حتا هست،
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میشود دیده

(τi+1 · τi+1) |κi| = (τi · τi)κi. (262)

َند. چنین هم τ یِ پایه در (Έمتری-ِ (شبه- g یِ مئلف̃ها

gi j = τi · τj . (263)

ترتیب، این به

gi+1,i+1 |κi| = gi i κi. (264)

میئاورم: پایین g از استفاده با را K یِ بالا ِ شاخص

Kj i = gj lK
l
i. (265)

میشود نتیجه

Kj i =



gj j |κi|, j = i+ 1

−gj j κi−1, j = i− 1

0, |j − i| ̸= 1

, (266)

یا،

Kj i =



gi+1 i+1 |κi|, j = i+ 1

−gj j κj , j = i− 1

0, |j − i| ̸= 1

. (267)

پس،

Kj i =



gi i κi, j = i+ 1

−gj j κj , j = i− 1

0, |j − i| ̸= 1

. (268)
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است: پادمتقارن پایین هر-دˇ-شاخص با K میدهد نشان این

Kj i = −Ki j . (269)

آورد: دست به میشد هم مستقیمˆن را این البته

τj ·
d τi
d t

= Kl
i τj · τl,

= gj lK
l
i. (270)

ترتیب، این به

τj ·
d τi
d t

= Kj i. (271)

است: صفر آن ِ مشتق پس است. ثابت (τj · τi)

0 =
d (τj · τi)

d t
,

= τj ·
d τi
d t

+
d τj
d t
· τi, (272)

میدهد نشان که

Kj i +Ki j = 0. (273)
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3

ذرات ِ Έدینامی

آن ِ تحول و یΈذره ِ حالت 17

میمانَد است. آن از (k−1) یِ مرتبه تا یِ مشتقها و مان ِ شامل ͳتای kΈی ذره Έی ِ حالت شد معلوم

است: 2 با برابر k میΎوید زیر ِ کسیم آ است. چند k که این

است. آن ِ سرعت و مان ِ شامل ͳدˇتایΈی یΈذره ِ حالت

ͳیعن این

ψ = (r, v) (274)

ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی حالت یِ برا تحول یِ معادله ͳیعن ست، ͳدینامی حالت ِ تحول که این

است: Έمرتبه-یِ-ی

d r

d t

ns
= e(t, r, v). (275)

d v

d t

ns
= f(t, r, v). (276)
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برابر a با بر-لاک b میΎویند است. برابر a با باشد برقرار تحول یِ معادله ی وقت b ͳیعن ،(b ns
= a)

ِ-لاک بیرون- b میΎویم نباشد، وابسته معادله-یِ-حرکت یِ برقراری به a با b یِ برابری ی وقت است.

معادلات، این ِ بین v ِ حذف-کردن با است. v ان هم e(t, r, v) که است رˇشن است. برابر a با

d2 r

d t2
ns
= f

(
t, r,

d r

d t

)
. (277)

ِ مان البته است. مرتبه-یِ-دˇ ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی ذره Έی ِ مان یِ برا تحول یِ معادله

Έی در ذره Έی ِ مان ِ دانستن خاطر ین هم به نمیند. مشخص را ذره ِ حالت ͳبه-تنهای یΈ-ذره

اولیه ِ زمان در ذره این ِ سرعت نیست: ͳکاف بعد یِ زمانها در ذره آن ِ مان ِ دانستن یِ برا زمان

ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی (r, v) یِ برا تحول یِ معادله که دید آنجا از میشود را این است. لازم هم

مرتبه-یِ-دˇ ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی r یِ برا تحول یِ معادله که اینجا از یا است، Έمرتبه-یِ-ی

Έی با و معین یِ جا Έی در میشود معین ِ زمان Έی در را ذره Έی که این با َند همئرز اینها و است.

و مان و زمان ِ معلوم-بودن با نیست: ͳانتخاب لحظه آن در ذره ِ شتاب اما گذاشت، معین ِ سرعت

میشود. تعیین شتاب سرعت،

با ذره اگر دارد. ͳΎبست محیط و ذره به f ͳیعن میشود. تعیین محیط با ذره ِ برهمنش از شتاب

چه؟ نداشت برهمنش محیط

(بͳ-برهمنش) آزاد یِ ذره 18

اما ندارد). ی اثر آن بر (محیط ندارد برهمنش محیط با که ای ذره ͳیعن لابد بͳ-برهمنش، یِ ذره

یِ ذره پس نمیشناسم. ی مستقل-از-تعریف ِ راه من نَ؟ یا دارد اثر ذره بر محیط فهمید میشود چطُر

یِ همه از ذره آن اگر است، (بͳ-برهمنش) آزاد ذره Έی میΎویم مینم. تعریف را بͳ-برهمنش

(تعریف) معلوم چون نیست، تعریف ͳریاض یِ ͳمعن به هم این که است رˇشن باشد. دور مادی ِ مناب΄

تعریف این البته و ست. مادی ِ مناب΄ از ͳخال ͳی جا میشود معلوم کجا از یا َند، کدام مادی ِ مناب΄ نشده

هم بر دˇ-چیز آن ِ اثر شود، زیاد ی خیل هم از چیز دˇ یِ فاصله اگر که این آن و دارد، بر در فرض Έی

به تعریف این شاید اینها یِ همه با پوشید. چشم اثر این از میشود ی تقریب در که چنان میشود، Έکوچ

بر زمین ِ گرانش است: زمین ِ اثر ِ تحت است، زمین ِ Έنزدی که ای ذره مثلَن نباشد. بد ͳعملیات ِ طُر
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ی تقریب با میشود، کم آن بر زمین ِ اثر میشود دور زمین از ذره ی وقت که فرض این میΎذارد. اثر آن

زمین از که ای ذره یِ برا که است این ِ مثل نباشد. نامعقول شاید پوشید، چشم آن بر زمین ِ اثر از میشود

ندارد. وجود زمین عملَن است، دور

-ͳب ِ ذرات ِ حرکت که میΎردم بر سئال این به تعریف، در مشلات این از چشم-پوشیدن با

جواب از ی بخش زیر ِ کسیم آ چیست. بͳ-برهمنش ِ ذرات ِ شتاب ͳیعن است. چΎونه برهمنش

است. سئال این به

یسان دˇ-ذره این ِ جهان-خط باشد، یسان یΈزمان در آزاد، یِ ذره دˇ یِ ِ-اولیه حالت- اگر

است.

ِ شتاب البته است. یسان آزاد ِ ذرات یِ برا جهان-خط ِ دیفرانسیل یِ معادله دیΎر، ی بیان به

نشان ِ-چارچوب تبدیل- ِ خاطر به شتاب و سرعت ِ تبدیل ِ روابط دارد. ͳΎبست چارچوب به ذرات

نیست. صفر لزومˆن دیΎر یِ چارچوبها در باشد صفر چارچوب Έی در اگر مثلَن شتاب، میدهند

صفر ِ شتاب 19

سرعت یِ مئلف̃ها یِ ͳزمان ِ مشتق چارچوب آن در که این با است، صفر شتاب چارچوب Έی در که این

نیست: یسان است صفر

bi =
d vi

d t
. (86)

ak = Γk
j i v

j vi + bk. (87)

صفر b ͳیعن است، صفر سرعت یِ مئلف̃ها یِ ͳزمان ِ مشتق چارچوب Έی در که است چنان تحول گیرم

میدهم: نشان پریم با را چارچوب این است.

0
ns
= b′. (278)

زمان، جز دیΎر، ِ کمیت Έی که است این معادله ِ شل بر ِ-چارچوب تغییر- ِ اثر یِ ͳبررس ِ راه Έی

با را تحول ِ پارامتر شود. ͳبررس آن به نسبت فضا-زمان ِ مختصات ِ تحول و شود گرفته تحول پارامتر

زمان به نسبت سرعت یِ مئل̃فها ِ مشتق چارچوب Έی در که مینم شروع ی حالت با میدهم. نشان τ
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زمان ِ دوم ِ مشتق صورت این در میΎیرم. چارچوب ین هم در زمان را تحول ِ پارامتر و است، صفر

نشان پریم-دار یِ کمیتها با را چارچوب این و تحول ِ پارامتر است. صفر هم تحول ِ پارامتر به نسبت

میشود (278) یِ مانسته میدهم.

0
ns
=

d2 r′α

d τ ′2
. (279)

ِ تاب΄ پریم-دار ِ مختصات چارچوب، ِ تبدیل در میΎیرم. پریم) ِ (بدون دیΎر ِ چارچوب Έی

ِ چارچوب در تحول یِ معادله ندارند. ͳΎبست تحول ِ پارامتر به صریحˆن و َند ِ-پریم بدون- ِ مختصات

میشود. چنین ِ-پریم بدون-

0
ns
=
∂ r′α

∂ rβ
d2 rβ

d τ ′2
+

∂2 r′α

∂ rβ ∂ rγ
d rβ

d τ ′
d rγ

d τ ′
. (280)

یا،

0
ns
=

d2 rα

d τ ′2
+ Γα

β γ
d rβ

d τ ′
d rγ

d τ ′
. (281)

شده. تعریف چنین Γ که

Γα
β γ =

∂ rα

∂ r′δ
∂2 r′δ

∂ rβ ∂ rγ
. (282)

ͳΎبست فضا-زمان ِ مختصات به و است τ فقط ِ تاب΄ τ ′ که میΎیرم، (τ) دیΎر ِ ِ-تحول پارامتر- Έی

میشود. چنین τ ِ حسب بر (279) ندارد.

0
ns
=

(
d τ

d τ ′

)2
d2 r′α

d τ2
+

d2 τ

d τ ′2
d r′α

d τ
. (283)

یا،

0
ns
=

d2 r′α

d τ2
+ κ

d r′α

d τ
. (284)

که

κ =

(
d τ ′

d τ

)2
d2 τ

d τ ′2
. (285)
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(279) رود، کار به ِ-پریم بدون- ِ ِ-تحول پارامتر- هم و ِ-پریم بدون- ِ چارچوب هم اگر سرانجام،

میشود. چنین

0
ns
=

d2 rα

d τ2
+ Γα

β γ
d rβ

d τ

d rγ

d τ
+ κ

d rα

d τ
. (286)

ِ ِ-تحول پارامتر- Έی با و یΈچارچوب در اگر است، تحول یِ معادله یِ ͳکل ِ شل (286) یِ معادله

باشد. صفر فضا-زمان ِ مختصات ِ دوم ِ مشتق خاص

دلبخاه، یِ κ و Γ با اما باشد، برقرار ِ-تحول پارامتر- Έی با و چارچوب Έی در (286) گیرم

شوند، عوض تحول ِ پارامتر و چارچوب اگر است. متقارن ش َ پایین یِ شاخصها به نسبت Γ البته که

مینم: شروع پریم-دار یِ کمیتها یِ برا (286) از میشود؟ چه تحول یِ معادله

0
ns
=

d2 r′α

d τ ′2
+ Γ′α′

β′ γ′
d r′β

d τ ′
d r′γ

d τ ′
+ κ′ d r

′α

d τ ′
. (287)

ِ-پریم، بدون- یِ کمیتها با

0
ns
=
∂ r′α

∂ rβ

[(
d τ

d τ ′

)2
d2 rβ

d τ2
+

d2 τ

d τ ′2
d rβ

d τ

]

+

(
d τ

d τ ′

)2 (
∂2 r′α

∂ rβ ∂ rγ
+ Γ′α′

δ′ ε′
∂ r′δ

∂ rβ
∂ r′ε

∂ rγ

)
d rβ

d τ

d rγ

d τ

+ κ′ d τ

d τ ′
∂ r′α

∂ rβ
d rβ

d τ
, (288)

با است، (286) ان هم که

Γα
β γ =

∂ rα

∂ r′ζ

(
∂2 r′ζ

∂ rβ ∂ rγ
+ Γ′ζ′

δ′ ε′
∂ r′δ

∂ rβ
∂ r′ε

∂ rγ

)
. (289)

κ =

(
d τ ′

d τ

)2
d2 τ

d τ ′2
+

d τ ′

d τ
κ′. (290)

نمیند. تعییر چارچوب یا تحول ِ پارامتر ِ تغییر با تحول، یِ معادله یِ برا (286) ِ شل پس

ِ مختصات ِ تحول ͳیعن مینم. آن ِ جایΎزین را زمان و حذف را تحول ِ پارامتر (286) یِ معادله در

از را معادله این ِ ͳی فضا و ͳزمان یِ بخشها اول کار، این یِ برا مینم. حساب را زمان ِ حسب بر فضا
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مینم: جدا هم

0
ns
=

d2 t

d τ2
+ Γ0

0 0

(
d t

d τ

)2

+ 2Γ0
0 k

d t

d τ

d rk

d τ
+ Γ0

j k
d rj

d τ

d rk

d τ
+ κ

d t

d τ
. (291)

0
ns
=

d2 ri

d τ2
+ Γi

0 0

(
d t

d τ

)2

+ 2Γi
0 k

d t

d τ

d rk

d τ
+ Γi

j k
d rj

d τ

d rk

d τ
+ κ

d ri

d τ
. (292)

میشود دیده

d2 ri

d τ2
=

(
d t

d τ

)2
d2 ri

d t2
+

d2 t

d τ2
d ri

d t
. (293)

میشود (292) یِ رابطه این، از استفاده با

0
ns
=

d2 ri

d t2
+ Γi

0 0 + 2Γi
0 k

d rk

d t
+ Γi

j k
d rj

d t

d rk

d t

+

(
d τ

d t

)2 (
d2 t

d τ2
+ κ

d t

d τ

)
d ri

d t
. (294)

میشود ،(291) از استفاده با هم، این

0
ns
=

d2 ri

d t2
+ Γi

0 0 + 2Γi
0 k

d rk

d t
+ Γi

j k
d rj

d t

d rk

d t

−
(
Γ0

0 0 + 2Γ0
0 k

d rk

d t
+ Γ0

j k
d rj

d t

d rk

d t

)
d ri

d t
. (295)

نوشت. چنین میشود را این

0
ns
= b+ F. (296)

است: سه ِ-بالا دست- یِ درجه از (v) سرعت به نسبت F که

Fi = (F0)
i + (F1)

i
j v

j + (F2)
i
j k v

j vk + (F3)
i
j k l v

j vk vl. (297)

و َند) سرعت از (مستقل َند مان و زمان فقط ِ تاب΄ F3 و F2 و F1 و F0

(F0)
i = Γi

0 0. (298)

(F1)
i
j = 2Γi

0 j − Γ0
0 0 δ

i
j . (299)
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(F2)
i
j k = Γi

j k − Γ0
0 k δ

i
j − Γ0

0 j δ
i
k. (300)

(F3)
i
j k l = −

1

3
(Γ0

j k δ
i
l + Γ0

l j δ
i
k + Γ0

k l δ
i
j). (301)

میشود (87) از استفاده با ،(296) همچنین،

0
ns
= a+ E. (302)

است: سه ِ-بالا دست- یِ درجه از (v) سرعت به نسبت E که

Ei = (E0)
i + (E1)

i
j v

j + (E2)
i
j k v

j vk + (E3)
i
j k l v

j vk vl. (303)

و َند) سرعت از (مستقل َند مان و زمان فقط ِ تاب΄ E3 و E2 و E1 و E0

(E0)
i = Γi

0 0. (304)

(E1)
i
j = 2Γi

0 j − Γ0
0 0 δ

i
j . (305)

(E2)
i
j k = −Γ0

0 k δ
i
j − Γ0

0 j δ
i
k. (306)

(E3)
i
j k l = −

1

3
(Γ0

j k δ
i
l + Γ0

l j δ
i
k + Γ0

k l δ
i
j). (307)

است: مجذوری-نسبت-سرعت یِ جمله در F با E ِ تنها-تفاوت

(E2)
i
j k = (F2)

i
j k − Γi

j k. (308)

یا،

Ei = Fi − Γi
j k v

j vk. (309)

باشد: ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان که است این ِ خاص ِ حالت Έی

Γ0
0 j = 0. (67)

Γ0
j k = 0. (68)
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Γi
0 0 = 0. (69)

Γi
0 j = 0. (70)

اند: سرعت) به (نسبت درجه-یِ-دˇ و Έدرجه-یِ-ی یِ بخشها F ِ ناصفر یِ تنها-بخشها حالت این در

(F1)
i
j = −Γ0

0 0 δ
i
j . (310)

(F2)
i
j k = Γi

j k. (311)

Fi = −Γ0
0 0 v

i + Γi
j k v

j vk. (312)

است: (نسبت-به-سرعت) Έدرجه-یِ-ی ِ بخش E ِ ناصفر ِ تنها-بخش همچنین،

(E1)
i
j = −Γ0

0 0 δ
i
j . (313)

Ei = −Γ0
0 0 v

i. (314)

میشوند تحول ِ معادلات ترتیب این به

0
ns
= bi + Γi

j k v
j vk − Γ0

0,0 v
i. (315)

،a ِ حسب بر یا

0
ns
= ai − Γ0

0,0 v
i. (316)

است: Έژى˙دزی یِ معادله ان هم این

a
ns
= f v. (100)

f = Γ0
0,0. (317)

ست. فضا ِ Έژى˙دزی Έی فضا بر فضا-زمان ِ Έژى˙دزی هر ِ افنش باشد، ͳجداشدن فضا-زمان اگر پس

باشد)، مان از مستقل Γ0
0 0 ͳیعن) باشد فضا از مستقل زمان و ،ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر

و است t فقط ِ تاب΄ که ،t′ به t از زمان ِ تبدیل با
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d2 t′

d t2
= Γ0

0 0
d t′

d t
, (76)

است: صفر شتاب آن با که هست زمان Έی ͳیعن کرد. صفر را (Γ0
0 0 ان هم ͳیعن) f میشود

0
ns
= a, (318)

یا،

0
ns
= bi + Γi

j k v
j vk. (319)

مفصلتر،

0
ns
= bi(t) + {Γi

j k[t, r(t)]} [vj(t)] [vk(t)]. (320)

است، Έژى˙دزی از مستقل ِ-آفین پارامتر- این البته و است. آفین ِ پارامتر Έی زمان این که است رˇشن

از تاب΄ Έی باشد: شده تعریف خاص ِ ِ-آفین پارامتر- Έی Έژى˙دزی هر یِ برا که نیست چنین ͳیعن

است. آفین ِ پارامتر فضا-زمان) (و فضا یِ ژى˙دزیها یِ همه یِ برا که هست فضا-زمان

،(320) یِ رابطه صورت این در است. زمان از مستقل فضا ِ هموستار باشد، ͳضرب فضا-زمان اگر

میشود. چنین آزاد، یِ ذره یِ برا حرکت یِ معادله

0
ns
= bi(t) + {Γi

j k[r(t)]} [vj(t)] [vk(t)]. (321)

زمان به صریحˆن هموستار ی مئلف̃ها (321) در که است این (320) یِ رابطه با (321) یِ رابطه ِ تفاوت

را آن و میدهم نشان r̃ با را است) ثابت λ (که λ ِ پارامتر با r یِ زمان-مقیاس-شده ندارند. ͳΎبست

مینم. تعریف چنین

r̃(t) = r(λ−1 t). (322)

میشود دیده میدهم. نشان b̃i و ṽi ترتیب، به با، هم را t به نسبت r̃i ِ دوم و اول یِ مشتقها

r̃i(t) = ri(λ−1 t). (323)
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ṽi(t) = λ−1 vi(λ−1 t). (324)

b̃i(t) = λ−2 bi(λ−1 t). (325)

مینم. تعریف چنین را Ẽ و E

E i(t) = bi(t) + {Γi
j k[r(t)]} [vj(t)] [vk(t)]. (326)

Ẽ i(t) = b̃i(t) + {Γi
j k[r̃(t)]} [ṽj(t)] [ṽk(t)]. (327)

میشود دیده

Ẽ i(t) = λ−2 E i(λ−1 t). (328)

باشد، آزاد یِ ذره Έی ِ مان r اگر

0
ns
= E . (329)

میشود نتیجه این از

0
ns
= Ẽ . (330)

را آزاد یِ ذره یِ برا تحول یِ معادله هم r̃ براورˆد، را آزاد یِ ذره یِ برا تحول یِ معادله r اگر پس

است. آزاد یِ ذره Έی ِ حرکت هم آزاد یِ ذره Έی ِ حرکت یِ زمان-مقیاس-شده ͳیعن این برمیئاورˆد.

باشد، متریΈ-دار فضا-زمان اگر

d (v · v)
d t

= 2 v · a. (331)

آن با که هست t ِ ِ-آفین زمان- Έی باشد، فضا از مستقل زمان و ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر

باشد، فضا از مستقل زمان و ͳهموستار-جداشدن و متریΈ-دار فضا-زمان اگر پس است. برقرار (318)

d (v · v)
d t

ns
= 0. (332)

میمانَد. ثابت سرعت یِ اندازه ژى˙دزیها یِ همه بر آفین، ِ زمان با ͳیعن
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آزاد یِ ذره ِ Έدینامی 20

یِ ِ-اولیه حالت- با آزاد ِ ذرات ِ جهان-خط و مشخصمیشود، آن ِ سرعت و مان با ذره ِ حالت که این

میشود داده مرتبه-یِ-دˇ ِ یΈمعادله-یِ-دیفرانسیل با آزاد ِ ذرات ِ Έدینامی ͳیعن است، یسان یسان

مینم. کامل کسیم آ این با را آزاد یِ ذره ِ Έدینامی است. یسان آزاد ِ ذرات یِ همه یِ برا که

ژى͉دزیΈاست. آزاد ِ ذرات ِ جهان-خط

Έی فضا بر فضا-زمان ِ Έژى˙دزی هر ِ افنش باشد، ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر شد معلوم البته

پس ست. فضا ِ Έژى˙دزی

� موازیست. ذره آن ِ سرعت با آزاد یِ ذره هر ِ شتاب باشد، ͳفضا-زمانهموستار-جداشدن اگر

ش َ سرعت باشد) ساکن یΈزمان (در باشد شصفر اَ اولیه ِ سرعت که ی آزاد یِ ذره شد معلوم جمله از

میمانَد). (ساکن میمانَد صفر

آفینهستکه(مستقل ِ باشد،یΈزمان فضا زمانمستقلاز اگرفضا-زمانهموستار-جداشدنͳو

است. صفر آزاد یِ ذره شتابهر آن با استو) ذرات ِ جهان-خط از

میمانَد. ثابت آزاد یِ ذره هر ِ سرعت ͳیعن این

باشد: برقرار فضا-زمان ِ مختصات یِ انتخابها یِ همه یِ برا نمیتواند البته باشد، صفر شتاب که این

این به است. صفر آزاد یِ ذره هر شتاب آن با که هست خاص ِ زمان Έی و خاص ِ چارچوب Έی

یِ فضا-زمانها در آزاد ِ ذرات ِ Έدینامی ِ کسیم آ ترتیب این به میΎویم. لخت ِ چارچوبیΈچارچوب

میشود. چنین مستقل-از-فضا ِ زمان با ͳهموستار-جداشدن

است. صفر آزاد یِ ذره شتابهر آن با خاصهستکه ِ یΈزمان لختو ِ یΈچارچوب

ِ چارچوب با و ست، مستقل-از-فضا ِ زمان با ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان پسفرضمینم این از

است. صفر آزاد ِ ذرات ِ شتاب آنها با که مینم کار زمان آن و لخت

محیط 21

ͳیعن بͳ-برهمنش یِ ذره دارد. اثر آن بر ذره ِ محیط ͳیعن دارد، برهمنش ش َ محیط با ذره هر

ش َ حرکت بر میشود) مربوط ذرات ِ Έانیم به که ͳی جا (تا یا ندارد، ی اثر آن بر محیط که ای ذره
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میشود) حرکت یِ معادله ِ وارد برهمنش که ی شل (مثلَن برهمنش ِ جنس هنوز اینها ندارد. ی اثر

محیط ی وقت میند. اثر مختلف ِ ذرات بر چΎونه محیط نمینند معلوم همچنین نمینند. تعیین را

ِ اثر اگر میشود. چه باشند متفاوت ذرات ͳول باشد)، یسان ذرات بر محیط ِ اثر ͳیعن) باشد یسان

را تفاوت این ی کمیت چه و چیست ذره دˇ ِ حرکت ِ تفاوت شود، وارد متفاوت یِ ذره دˇ بر ی یسان

(یا محیط ِ خُد ی وقت است، یسان ذره دˇ یِ برا محیط میشود معلوم طور چه اساسˆن میند؟ تعیین

نشده؟ تعریف هنوز برهمنش)

محیط دˇ ِ یسان-بودن یِ برا حتا ام. نداده محیط ِ اثر ِ سنجش) (یا تعریف یِ برا ی راه اینجا تا

فرض دارم ببرم. کار به ͳعملیات ِ تعریف Έی میخاهم ازاد، یِ ذره ِ مثل هم، اینجا ام. نداده ی معیار

یِ ویژگیها و محیط، ِ خُد کرد: Έیتف جدا-از-هم ِ بخش دˇ به میشود را ذره بر محیط ِ اثر مینم

است. ساده Έیتف که هست ͳی جاها ِ-کم دست- میند. کار چون است، خوب Έیتف این ذره.

ذره و است، ثابت ش َ دیΎر ِ سر و شده وصل ذره Έی به ش َ سر Έب که ست ی فنر مثال Έی

هست فنر یِ برا وضعیت Έی میدهد نشان مشاهده کند. حرکت فنر) یِ راستا (در بˇعد Έی در میتواند

ِ تعادل ِ وضعیت وضعیت، این به میمانَد. ساکن شود وصل فنر به که ی ابتدا-ساکن یِ ذره هر آن در که

وصل فنر به که ی ابتدا-ساکن یِ ذره شود، فشرده یا کشیده وضعیت این به نسبت فنر اگر میΎویم. فنر

میشود) وصل آن به ذره ی (وقت فنر ِ وضعیت اگر است، یسان محیط میΎویم نمیمانَد. ساکن شود

فنر) ِ تعادل ِ وضعیت ِ طول به (نسبت فنر ِ طول اگر است یسان محیط میΎویم سادِتر، باشد. یسان

ِ وضعیت با یسان ͳی فنرها به که ابتدا-ساکن یِ دˇ-ذره ِ حرکت میدهد نشان مشاهده باشد. یسان

نیست. یسان اند، شده وصل یسان

محیط مینماید: ͳبدیه ذره و محیط به برهمنش ِ Έیتف آن در که است ساده ِ مثال Έی مثال این

نیست. (ساده) ͳبدیه همیشه ی Έیچنین-تف اما است. فنر ان هم عملَن

ِ خازن یِ برا میدهد نشان مشاهده است. خازن Έی ِ صفحات ِ بین که ست ای ذره دوم ِ مثال

ی ذرات و میمانند، ساکن شوند رها ساکن اگر که هستند ی ذرات یسان-باردار-شده) (و یسان

خازن ِ وضعیت فقط نمیشود را محیط که است رˇشن نمیمانند. ساکن شوند رها ساکن اگر که هستند

میشود. وارد وارد محیط در هم ذره از ͳی ͳویژگ گرفت:

ِ مقاومت واق΄ در هوا، (مثلَن دیΎر ِ آثار ی وقت است، زمین ِ Έنزدی ذرات ِ حرکت سوم ِ مثال
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ذرات یِ همه ِ حرکت میدهد نشان مشاهده باشد. ͳچشم-پوشیدن زمین از ͳناش ِ اثر ِ برابر در هوا)

ساکن ی معین ِ مان از که ی ذرات ِ حرکت جمله از است. یسان یسان یِ ِ-اولیه حالت- با

ِ حرکت به مختلف ِ ذرات با یسان ِ محیط باشد، زمین فقط محیط اگر است. یسان میشوند رها

اگر نمیخانَد. اول ِ مثال با این نمیشود؟ وارد ذره بر محیط ِ اثر در ذره ِ خُد ͳیعن انجامیده. یسان

بΎیرم: زمین فقط را محیط نمیتوانم اینجا بپذیرم، را اول ِ مثال در محیط-ذره یِ ساده ِ Έیتف بخاهم

خنثا را ذره ِ حرکت در ذره ِ خُد ِ اثر که ی شل به هم آن میشود. وارد محیط در هم ذره از ͳی ͳویژگ

میند.

جرم 22

یِ ویژگیها و محیط، ِ (خُد جدا-از-هم ِ بخش دˇ به میشود را محیط بر ذره ِ اثر که میدهم ادامه این با

میند: مشخص را ذره بر محیط ِ اثر در ذره ِ نقش کسیم آ این کرد. Έیتف ذره)

یِ ذره ِ اینصورتشتاب در است. یسان شانهم ِ حالت و اند یسان محیطی در ذره دˇ گیرم

این ِ خُد فقط به ثابت ِ عدد این اول. یِ ذره ِ شتاب در ثابتضرب ِ یΈعدد با است برابر دوم

حالتاست. و محیط از مستقل ͳیعن دارد، ͳΎبست دˇ-ذره

یˆند. موازی هم با شتابها یسان، ِ حالت با و یسان ِ محیط در جمله، از

یسان، ِ محیط در نوشت. چنین میشود را کسیم آ این

a2(t, r, v)
ns
= m2 1 a1(t, r, v). (333)

3 و 2 نیز و ،3 و 1 یِ برا را رابطه این یِ مانسته دارد. ͳΎبست 2 یِ ذره و 1 یِ ذره فقط به m2 1 که

مینویسم:

a3(t, r, v)
ns
= m3 1 a1(t, r, v). (334)

a3(t, r, v)
ns
= m3 2 a2(t, r, v). (335)

میΎذارم: (335) در را (333)

a3(t, r, v)
ns
= m3 2 m2 1 a1(t, r, v). (336)
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میشود نتیجه (334) با این یِ مقایسه از

m3 1 = m3 2 m2 1. (337)

یا

m2 1 =
m3 1

m3 2
. (338)

ِ انتخاب با پس است. 1 یِ ذره از مستقل مخرج و 2 یِ ذره از مستقل صورت ِ-راست، طرف- ِ کسر در

است. 2 یِ ذره فقط ِ تاب΄ مخرج و 1 یِ ذره فقط ِ تاب΄ صورت ،3 یِ ذره یِ جا به ثابت یِ ذره Έی

مینم. تعریف چنین را m و میΎیرم (0) استاندارد یِ ذره Έی

ma = m0 m0 a. (339)

میشود ،3 یِ جا به 0 یِ ذره یِ برا ،(338) است. دلبخاه m0 که

m2 1 =
m1

m2
. (340)

ِ شل به m میشود دیده جا-گذاری با میند. تعیین را m و است، برقرار دˇ-ذره هر یِ برا رابطه این

ِ ثابت Έی ِ حد تا m است. (338) ِ جواب (340) پس برمیئاورˆد. را (338) یِ رابطه ،(340)

در اختیار ِ مثل m0 ِ مقدار در اختیار و گرفت. m0 میشود هم را ͳضرب ِ ثابت این ست. یتا ͳضرب

میΎویم. a یِ ذره ِ جرم ma به است. ِ-واحد انتخاب-

این میدهد. a یِ ذره ِ جرم ِ تعیین یِ برا نَ-چندان-کاربردی) شاید ِ ) راه Έی (339) یِ رابطه

محیط ان هم در (0) استاندارد یِ ذره ِ شتاب میسنجند. را آن ِ شتاب و میΎذارند محیط Έی در را ذره

ِ مقدار ،0 و a ِ ذرات یِ برا (333) یِ مانسته با اینجا، از میسنجند. هم را a یِ ذره ِ حالت ان هم با و

a از مستقل بار Έی (که m0 ِ معلوم-بودن با است. m0 به ma ِ نسبت که میئاید، دست به m0 a

میئاید. دست به ma شده) انتخاب
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نیرو 23

بازنوشت: جرم ِ حسب بر میشود را (333) یِ رابطه

m2 a2(t, r, v)
ns
= m1 a1(t, r, v). (341)

این است. محیط فقط ِ تاب΄ ͳیعن ندارد، ͳΎبست ذره) ِ (شاخص a ِ شاخص به [ma aa(t, r, v)]پس

میΎویم: نیرو آن به و میدهم نشان F (t, r, v) با را کمیت

ma aa(t, r, v)
ns
= F (t, r, v). (342)

میشود سادِتر ی شل به رابطه، این

ma
ns
= F (t, r, v). (343)

سادِتر، حتا یا

ma
ns
= F. (344)

همزمان را نیرو و شتاب نمیشود معادله این با میدهد. نیرو و شتاب ِ بین رابطه Έی (344) یِ معادله

را محیط آن با متناظر یِ نیرو محیط، Έی در آزمون یِ ذره Έی ِ شتاب ِ سنجش با میشود کرد. تعیین

ͳی نیرو برد. کار به هم دیΎر ِ ذرات یِ برا را آن میشود پس است. ذره از مستقل نیرو این کرد. تعیین

ِ معین ِ جرم (با a ِ دلبخاه یِ ذره Έی ِ شتاب آمده، دست به ی) دیΎر ِ روش هر با (یا روش این با که

میئاید. دست به a یِ ذره یِ برا حرکت ِ دیفرانسیل یِ معادله ترتیب این به میدهد. را محیط آن در (ma

ِ مان (یا ذره ِ حالت اولیه، ِ زمان Έی در آن) ِ سرعت و (مان ذره این ِ حالت ِ معلوم-بودن با

میئاید. دست به زمان ِ حسب بر آن)

است. چنین حرکت یِ معادله یِ ͳمئلفیِئ ِ شل

mai
ns
= F i(t, r, v). (345)

مفصلتر، یا

m

{
d2 ri

d t2
+ [Γi

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t

}
ns
= F i(t, r, v). (346)
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ͳیعن که
d2 ri

d t2
ns
= − [Γi

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t
+

1

m
F i(t, r, v). (347)

را زمان به نسبت مان یِ مئلف̃ها ِ دوم ِ مشتق نیرو، و جرم ِ معلوم-بودن با معادله، این میشود دیده

میدهد. سرعت و مان و زمان ِ حسب بر

نیرو ِِ فزونوری 24

اما دارد. ͳΎبست محیط به تاب΄ این و است. سرعت و مان و زمان از ی تاب΄ محیط Έی از ͳناش یِ نیرو

یِ دست̃بندی ِ شبیه ی چیز مΎر مینماید، ͳنشدن محیطها یِ همه یِ برا نیرو ِ شناختن و َند بیشمار محیطها

یِ نیرو که شود Έیتف سادِتر ͳی زیرمحیطها به محیط هر که است این راه Έی باشد. ممن محیطها

با محیط از ͳناش یِ نیرو یِ رابطه که ی شرط به است، مفید کار این است. مشخص آنها با متناظر

تعریف باید هم زیرمحیطها به محیط Έی ِ Έیتف البته و باشد. ساده زیرمحیطها از ͳناش یِ نیروها

شود.

از محیط این با ذره هر ِ برهمنش ͳیعن شده، تشیل 2 و 1 یِ زیرمحیطها از محیط Έی که این

مستقل زیرمحیط هر با ذره این ِ برهمنش و شده، تشیل 2 و 1 یِ زیرمحیطها با ذره این ِ برهمنش

ِ تعریف ِ مثل هم اینجا ندارند. اثر هم بر زیرمحیطها ͳیعن است. دیΎر ِ زیرمحیط ِ نبودن یا بودن از

اثر هم بر زیرمحیطها که این ِ (تشخیص) تعریف محیط، و ذره به برهمنش ِ Έیتف و آزاد یِ ذره

میزنم. مثال ست. ͳعملیات ندارند

یِ زیرمحیطها از محیط و است، a ِ فنر a ِ زیرمحیط شده. بسته (2 و 1) فنر دˇ به یΈذره اول: ِ مثال

ِ فنر ِ حرکت ِ مزاحم فنر Έی ِ حرکت مΎر ندارند، اثر هم بر (زیرمحیطها) فنرها شده. تشیل 2 و 1

باشد. دیΎر

باردار ِ Έکوچ ِ جسم دˇ ِ شامل ی محیط در (ذره) باردار ِ Έکوچ ِ جسم Έی دوم: ِ مثال

مقایسه در اندازِها که است این َند Έکوچ اجسام که این که این از منظور است. (2 و 1 یِ (زیرمحیطها

ِ بار نمیتوانند ͳبیرون ِ عوامل چون ندارند، اثر هم بر تقریبˆن زیرمحیطها هم اینجا َند. Έکوچ فاصل̃ها با

کنند. جا-به-جا زیاد را Έکوچ ِ جسم Έی

باردار یِ رسانا ِ جسم دˇ ِ شامل ی محیط در (ذره) باردار ِ Έکوچ ِ جسم Έی سوم: ِ مثال
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لزومˆن فاصل̃ها با مقایسه در اندازِها ͳیعن نیستند، Έکوچ لزومˆن اجسام است. (2 و 1 یِ (زیرمحیطها

بار ِ تُزی΄ 2 یا 1 ِ باردار ِ اجسام از Έی هر ِ وجود دارند: اثر هم بر زیرمحیطها اینجا نیستند. Έکوچ

از محیط که چنان کرد، بازتعریف را زیرمحیطها میشود هم اینجا اما میدهد. تغییر را دیΎر یِ رسانا در

ِ تُزی΄ هستند، هم با 2 و 1 یِ رساناها ی وقت ندارند: اثر هم بر که باشد شده تشیل 2 و 1 یِ زیرمحیطها

میدهم. نشان ρ′a با را دیΎر یِ رسانا ِ حضور در a یِ رسانا ِ ِ-بار تُزی΄- میند. تعییر کدام هر در بار

میشود است. ρ′a ِ ِ-بار تُزی΄- با متناظر a′ ِ زیرمحیط که شده، تشیل 2′ و 1′ یِ زیرمحیطها از محیط

اند. شده تثبیت ِ-بارها تُزی΄- چون ندارند، اثر هم بر زیرمحیطها این است. ρ′a ان هم a′ گفت

آن که است این منظور شده، تشیل زیرمحیط دسته Έی از محیط Έی میΎویم جا هر پس این از

محیط که است این منظور باشند، داشته اثر هم بر هم اولیه یِ زیرمحیطها اگر ندارند. اثر هم بر زیرمحیطها

شده. گرفته نظر در اثر این آنها در که شده تشیل ی جدید یِ زیرمحیطها از

محیط آن یِ سازنده یِ زیرمحیطها از ͳناش یِ نیروها با محیط Έی از ͳناش یِ نیرو یِ رابطه میمانَد

میشود: داده کسیم آ این با رابطه این ندارند). اثر هم بر زیرمحیطها ی (وقت

محیط آن از ͳناش یِ نیرو شده، تشیل ͳی زیرمحیطها از یΈمحیط اگر ͳیعن است. فزونور نیرو

است. سازنده یِ زیرمحیطها از ͳناش یِ نیروها ِ مجموع

است. چنین محیط) این از ͳناش یِ (نیرو F شده، تشیل 2 و 1 یِ زیرمحیطها از محیط Έی اگر

F = F1 + F2. (348)

است. a ِ زیرمحیط از ͳناش یِ نیرو Fa که

جرم ِِ فزونوری نیرو، ِ عس�العمل خُد-نیرو، 25

ِ مناب΄ یِ همه از تعریف ِ اساس بر چون نمیΎیرد، اثر ش) َ خُد احتمالَن (جز محیط از آزاد یِ ذره Έی

میرود. بین از مناب΄ این با ذره ِ برهمنش مادی ِ مناب΄ از دور-شدن با شده فرض و است دور مادی

این بر وارد یِ تنها-نیرو خُد-نیرو چون مینامم. خُد-نیرو را میند وارد ش َ خُد به ذره این که ͳی نیرو

است. صفر آزاد یِ ذره ِ شتاب اما آن. ِ جرم بر تقسیم خُد-نیرو میشود ذره این ِ شتاب است، آزاد ذره

ِ خُد (جز محیط به خُد-نیرو که مینم، اضافه فرض Έی است. صفر ذره این بر وارد یِ خُد-نیرو پس

میشود نتیجه نیست. وابسته ذره)
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است. صفر خُد-نیرو

نمیند. وارد نیرو ش َ خُد به ای ذره Ϳهی ͳیعن

که این ش اَ آرمانͳ-شده است، هم به Έنزدی همیشه شان ِ مان که َند چنان 2 و 1 یِ ذره دˇ

ذره Έی ِ مثل میشود را دˇ-ذره این ِ شامل ِ دستΎاه مینم فرض است. یسان همیشه شان ِ مان

که میشود این نتیجه است. دور مادی ِ مناب΄ از دستΎاه این که مینم ͳبررس را ی وضعیت اول گرفت.

که ͳی نیرو است. 2 و 1 ِ ذرات ِ خُد از ͳناش یِ نیروها میشود وارد دستΎاه این به که ͳی تنها-نیروها

ͳیعن است، صفر خُد-نیرو که این میدهم. نشان Fa→b با را میند وارد b یِ ذره به a یِ ذره

Fa→a = 0. (349)

هم (با هستند جا Έی 2 و 1 ِ ذرات چون میند. رفتار (m ِ جرم (با ذره Έی ِ مثل دستΎاه شد فرض

ذرات این از Έی هر ِ شتاب با هم دستΎاه ِ شتاب و است یسان ذرات این ِ شتاب مینند)، حرکت

دستΎاه به 2 و 1 ِ ذرات فقط َند، صفر خُد-نیروها که این از میدهم. نشان a با را شتاب این است. برابر

میشود نتیجه است، فزونور نیرو و مینند، وارد نیرو

F = F1→2 + F2→1. (350)

دستΎاه ِ کل به میشود وارد ذره هر به که ͳی نیرو شده فرض البته (و است دستΎاه بر وارد یِ نیرو F که

ترتیب، این به میشود). وارد هم

ma
ns
= F1→2 + F2→1. (351)

فرض باز است. صفر (F1→2 + F2→1) میشود نتیجه است. صفر a پس است. آزاد دستΎاه این اما

همیشه میشود نتیجه نیست. وابسته (2 و 1 ِ ذرات ِ خُد (جز محیط به Fa→b مینم

F1→2 + F2→1 = 0. (352)

ست ͳی نیرو یِ قرینه میند وارد اول یِ ذره به دوم یِ ذره که ͳی نیرو باشند، یΈجا ذره دˇ اگر

میند. وارد دوم یِ ذره به اول یِ ذره که

یِ ذره که ͳی (نیرو یΈعس�العمل میند) وارد دوم یِ ذره به اول یِ ذره که ͳی (نیرو عمل هر میΎویند

است. عمل یِ قرینه که دارد، میند) وارد اول یِ ذره به دوم
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هم به دستΎاه ِ ذرات که ͳی نیروها بر علاوه نیست، آزاد دˇ-ذره ِ شامل ِ دستΎاه که ͳکل ِ حالت در

a یِ ذره بر دستΎاه) ِ ذرات (جز محیط که ͳی نیرو میند. وارد نیرو ذرات به هم محیط مینند وارد

میشوند حرکت ِ معادلات میدهم. نشان ma با را a یِ ذره ِ جرم میدهم. نشان F ext
a با را میند وارد

m1 a1
ns
= F2→1 + F ext

1 . (353)

m2 a2
ns
= F1→2 + F ext

2 . (354)

(352) از استفاده با اند. a ان هم و َند برابر یدیΎر با a2 و a1 مینم. جم΄ هم با را معادلات این

میشود نتیجه

(m1 +m2) a
ns
= F ext

1 + F ext
2 . (355)

با رابطه این یِ مقایسه ترتیب، این به میشود. وارد دستΎاه که ست ͳی نیرو ِ کل راست ِ طرف

ma
ns
= F. (344)

میدهد نشان

m = m1 +m2. (356)

باشند: جا Έی ذره چند که داد گسترش ی حالت به را نتیجه این میشود ͳسادگ به

ش َ جرم که میند رفتار ای ذره ِ مثل ذرات این ِ شامل ِ دستΎاه باشند، یΈجا ذره چند اگر

است. فزونور جرم است: سازنده ِ ذرات ِ جرم ِ مجموع

بر مینند وارد یدیΎر به ذرات این که ͳی نیروها مینند، حرکت هم با که ی ذرات یِ برا علاوه، به

محیط که ͳی نیروها ِ مجموع با است برابر دستΎاه بر وارد یِ ͳکل یِ نیرو و ندارند اثر دستΎاه ِ حرکت

یدیΎر به دستΎاه ِ ذرات که ͳی نیروها به مینند. وارد دستΎاه ِ ذرات به دستΎاه) ِ خُد ِ ذرات (جز

دستΎاه ِ ذرات به دستΎاه) ِ خُد ِ ذرات (جز محیط که ͳی نیروها به و ،ͳداخل یِ نیروها مینند وارد

میΎویند. ͳخارج یِ نیروها مینند وارد

یِ نیرو و ندارند اثر دستΎاه ِ حرکت بر ͳداخل یِ نیروها همحرکتمینند، با ذراتیکه یِ برا

آن. بر وارد یِ ͳخارج یِ نیروها ِ مجموع با است برابر دستΎاه بر وارد یِ ͳکل
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نمیبوند، نیروها این اگر ندارند. ی اثر کلَن ͳداخل یِ نیروها که نیست این بالا یِ گزاره یِ ͳمعن البته

میشد. چنین ذره هر ِ شتاب

ma aa
ns
= F ext

a . (357)

نمیمانْد. یسان ذرات ِ مان و نمیشد یسان دستΎاه ِ ذرات ِ شتاب ͳکل ِ حالت در صورت این در

َند. لازم ͳداخل یِ نیروها بمانند هم ِ کنار دستΎاه ِ ذرات که این یِ برا

نیستند هم ِ Έنزدی ذرات وقتی 26

این هستند. یΈجا دستΎاه ِ ذرات که ست ی وضعیت به محدود ذرات، ِ دستΎاه یِ باره در بالا ِ بحث

ِ Έنزدی ذرات که است آن ͳآرمان ِ وضعیت این یِ (ͳتقریب البته (و ͳعمل ِ شل ست. ͳآرمان وضعیت

چنین اگر کرد. تُصیف مان Έی با به-تقریب، بشود را ذرات یِ همه ِ تحول که چنان بمانند، هم

میئاید؟ پیش ی مشل چه نباشد،

از َند. مماس یِ فضا در بردارها یِ همه پس ست. برداری یِ فضا Έی فضا نشده فرض اینجا تا

برداری یِ فضا Έی مماس یِ فضا ِ کل اما میند. مشخص هم را فضا از نقطه Έی بردار هر جمله،

ِ تفریق و (جم΄ برداری ِ عملیات یˆند. برداری یِ فضا که اند نقطه Έی بر مماس یِ فضاها نیست.

اند. نقطه Έی بر مماس یِ فضا در که است ممن ͳی بردارها یِ برا فقط بردارها)

چون کرد، جم΄ هم با میشود را مختلف یِ محیطها از ͳناش یِ نیروها ،ͳنقط̃ئ یِ ذره Έی یِ برا

فرق هم با شان ِ مان ذره دˇ اگر اما اَند. ذره ِ مان در مماس یِ فضا در ͳی بردارها نیروها این یِ همه

ست. ͳمعن-ͳب میشود وارد 2 یِ ذره به که ͳی نیرو و و میشود وارد 1 یِ ذره به که ͳی نیرو ِ مجموع کند،

دستΎاه، Έی بر وارد یِ نیرو ِ مفهوم ترتیب این به َند. مختلف ِ فضا-یِ-مماس دˇ در نیروها این چون

میرود. دست از نباشد ͳنقط̃ئ دستΎاه ی وقت

نباشد جا Έی دˇ-ذره اگر هم باشد) صفر شتابها ِ تفاضل ͳیعن) باشد یسان ذره دˇ ِ شتاب که این

باشند، متفات مانها اگر است. ذره ِ مان در مماس یِ فضا در هم ذره هر ِ شتاب چون میشود، ͳبیمعن

دستΎاه ِ شتاب ترتیب این به نشده. تعریف شان ِ تفاضل و َند متفاوت یِ فضا-یِ-برداری دˇ در شتابها

میشود. ͳبیمعن نباشد، ͳنقط̃ئ دستΎاه اگر هم،
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میشود: ͳبیمعن نباشد، یسان 2 و 1 ِ ذرات ِ مان اگر هم، است F1→2 یِ قرینه F2→1 که این

است. 2 یِ ذره ِ مان در مماس یِ فضا در F1→2 و است 1 یِ ذره ِ مان در مماس یِ فضا در F2→1

ͳبیمعن هم َند عس�العمل و عمل ِ شل به ͳدرون یِ نیروها که این نباشد، ͳنقط̃ئ دستΎاه اگر پس

میشود.

نشده تعریف کدام Ϳهی دستΎاه ِ شتاب و دستΎاه بر وارد یِ نیرو نباشد ͳنقط̃ئ دستΎاه اگر سرانجام،

میمانَد. تعریف-نشده هم دستΎاه ِ جرم پس اند.

باشد. تخت فضا ͳیعن باشد، صفر هموستار و باشد برداری یِ فضا Έی فضا اگر میشود، عوض وض΄

یِ برا بردارها) ِ تفریق و (جم΄ برداری ِ عملیات و یˆند فضا Έی در بردارها یِ همه صورت این در

ِ تفاضل ان هم با هم بردارها از مشتق-گیری است. بردار ذره هر ِ مان دارد. ͳمعن بردارها یِ همه

میشوند 2 و 1 ِ ذرات یِ برا حرکت ِ معادلات ست. مشتق-گیری ِ تعریف در معمول

F ext
1 + F2→1

ns
= m1 a1. (358)

F ext
2 + F1→2

ns
= m2 a2. (359)

کرد: جم΄ هم با میشود را اینها

F ext + (F2→1 + F1→2)
ns
= m1 a1 +m2 a2. (360)

که

F ext = F ext
1 + F ext

2 . (361)

مینم: قویتر را عمل-و-عس�العمل ِ فرض حالت ین در

یِ ذره به اول یِ ذره که ست ͳی نیرو یِ قرینه میند وارد اول یِ ذره به دوم یِ ذره که ͳی نیرو

میند. وارد دوم

-Έنزدی (به-تقریب، یΈ-جا-بودن ِ شرط اینجا که است این آمد قبلَن چه آن با گزاره این ِ تفاوت

هم، نیستند یΈ-جا که ی ذرات یِ برا ͳیعن شده. حذف ذرات ِ بودن)

F1→2 + F2→1 = 0. (352)
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ترتیب، این به

F ext ns
= m1 a1 +m2 a2. (362)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان rcm با را ِ-جرم مرکز- ِ مان ،2 و 1 ِ ذرات یِ برا

(m1 +m2) rcm = m1 r1 +m2 r2. (363)

میشود نتیجه مشتق-گیری با

(m1 +m2) acm = m1 a1 +m2 a2. (364)

میشود دیده است. زمان به نسبت rcm ِ دوم ِ مشتق ِ-جرم) مرکز- ِ (شتاب acm که

F ext ns
= (m1 +m2) acm. (365)

میند رفتار مجازی یِ ذره Έی ِ مثل ِ-جرم مرکز- است: ذره Έی یِ برا وشتاب نیرو یِ رابطه ِ شبیه این

ِ مجموع با است برابر آن ِ شتاب در ضرب ذره این ِ جرم است. ذرات ِ جرم ِ مجموع ش َ جرم که

ذرات. بر وارد یِ ͳخارج یِ نیروها

ِ ذرات یِ برا حرکت یِ معادله با مهم ِ تفاوت Έی مجازی یِ ذره این یِ برا حرکت یِ معادله اما

بر وارد یِ نیرو ،ͳذرِئ-Έت ِ دستΎاه هر یِ برا نیست. بسته ِ معادله-یِ-تحول Έی (365) دارد: ͳواقع

ِ دیفرانسیل یِ معادله Έی تحول یِ معادله ترتیب این به است. ذره آن ِ سرعت و مان و زمان، ِ تاب΄ ذره

ِ تاب΄ ذره هر بر وارد یِ نیرو ،ͳچند-ذرِئ یِ دستΎاهها یِ برا است. ذره آن ِ مان یِ برا مرتبه-یِ-دˇ

دیفرانسیل ِ معادلات ِ دستΎاه Έی تحول یِ معادله ترتیب این به است. ذرات ِ سرعت و مان و زمان،

ͳکل ِ حالت در ،ͳچند-ذرِئ ِ دستΎاه Έی بر وارد یِ ͳخارج یِ نیرو اما است. ذرات یِ مانها یِ برا

زمان، ِ تاب΄ ذرات از Έی هر بر وارد یِ ͳخارج یِ نیرو چون است، ذرات ِ سرعت و مان و زمان، ِ تاب΄

با ذرات ِ دستΎاه Έی بر وارد یِ ͳخارج یِ نیرو ،ͳکل ِ حالت در پس است. ذره آن ِ سرعت و مان و

ͳکل ِ حالت در ،(365) یِ رابطه ͳیعن این نمیشود. تعیین ِ-جرم مرکز- ِ سرعت و مان و زمان، فقط

یِ رابطه ͳکل ِ حالت در نیست. ِ-جرم مرکز- ِ مان یِ برا مرتبه-یِ-دˇ ِ معادله-یِ-دیفرانسیل Έی

نیست. ͳحل-شدن ͳبه-تنهای ͳیعن نیست، بسته اصولَن (365)
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صفر ͳخارج یِ نیروها ِ (مجموع باشد صفر ͳخارج یِ نیرو که است این خاص ِ وضعیت Έی

است: صفر ِ-جرم مرکز- ِ شتاب میشود نتیجه (365) یِ رابطه از صورت این در باشد).

acm
ns
= 0. (366)

در که است رˇشن است. آزاد یِ ذره Έی ِ مثل ِ-جرم مرکز- است: ثابت ِ-جرم مرکز- ِ سرعت ͳیعن این

میشود معادله ِ جواب است. بسته ِ-جرم مرکز- یِ برا حرکت یِ معادله وضعیت این

rcm(t) = rcm(0) + vcm t. (367)

است. ثابت vcm که

کرد: قویتر هم باز میشود را عمل-و-عس�العمل ِ فرض است، تخت و برداری فضا ی وقت

یِ ذره به اول یِ ذره که ست ͳی نیرو یِ قرینه میند وارد اول یِ ذره به دوم یِ ذره که ͳی نیرو

موازیست. دˇ-ذره ِ مان ِ تفاضل ِ بردار با نیروها این یΈاز هر و میند. وارد دوم

ͳیعن این

F1→2 = k2 1 (r2 − r1). (368)

F2→1 = k1 2 (r2 − r1). (369)

است: متقارن (2 و 1) ش یˆ شاخصها به نسبت که است عدد Έی k1 2 که

k2 1 = k1 2. (370)

میدهند. نتیجه هم را (352) یِ رابطه ،(370) با همراه ،(369) و (368) ِ روابط که است رˇشن

ست. ͳبدیه هم است ذره دˇ از بیش ِ شامل دستΎاه که ی وضعیت به اینها ِ گسترش

نیوتُن یِ قانونها 27

مینم: خلاصه نیوتُن یِ قانونها در را آمد ذرات ِ Έدینامی یِ باره در چه آن

است. آن ِ سرعت و مان ِ شامل ͳدˇتای Έی ذره Έی ِ حالت e0
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یسان دˇ-ذره این ِ جهان-خط باشد، یسان زمان Έی در آزاد یِ ذره دˇ یِ ِ-اولیه حالت- اگر e1-0

است. Έژى˙دزی آزاد ِ ذرات ِ جهان-خط است.

ست. موازی ذره آن ِ سرعت با آزاد یِ ذره هر ِ شتاب باشد، ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر e1-1

که هست آفین ِ زمان Έی باشد، فضا از مستقل زمان و ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر e1-2

است. صفر آزاد یِ ذره هر شتاب آن با و) است ذرات ِ جهان-خط از (مستقل

باشد، فضا از مستقل زمان و ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر پس،

آن با که هست مطلق) ِ (زمان خاص ِ زمان Έی و لخت) ِ (چارچوب خاص ِ چارچوب Έی e1

است. صفر آزاد یِ ذره هر شتاب

میΎویم. نیوتُن ِ اول ِ قانون e1 به و نیوتُن ِ صفرˇم ِ قانون e0 به

جرم. بر تقسیم نیرو با است برابر محیط، Έی در ذره Έی ِ شتاب e2-0

مستقل و دارد ͳΎبست ذره ِ خُد فقط به که است عدد Έی ذره هر ِ جرم است: ذره یِ ͳویژگ جرم e2-1

است، زمان و ذره ِ حالت از

ِ-بالا دست- و محیط، به که است بردار Έی ذره بر وارد یِ نیرو است. محیط یِ ͳویژگ نیرو e2-2

دارد. ͳΎبست ذره ِ حالت و زمان،

محیط آن از ͳناش یِ نیرو شده، تشیل ͳی زیرمحیطها از محیط Έی اگر است: فزونور نیرو e2-3

است. سازنده یِ زیرمحیطها از ͳناش یِ نیروها ِ مجموع

نمیند. وارد نیرو ش َ خُد به ذره است: صفر خُد-نیرو e2-4

رفتار ای ذره ِ مثل ذرات این ِ شامل ِ دستΎاه باشند، جا Έی ذره چند اگر است: فزونور جرم e2-5

است. سازنده ِ ذرات ِ جرم ِ مجموع ش َ جرم که میند

میΎویم. نیوتُن ِ دوم ِ قانون (e2-5 تا e2-0) e2 به

سرانجام،
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عس�العمل و عمل ِ شل به مینند وارد هم به دˇ-ذره این که ͳی نیروها باشند، یΈجا ذره دˇ اگر e3-0

به اول یِ ذره که ست ͳی نیرو یِ قرینه میند وارد اول یِ ذره به دوم یِ ذره که ͳی نیرو است:

میند. وارد دوم یِ ذره

میΎویم. نیوتُن ِ سوم ِ قانون ِ بسیار-ضعیف ِ شل e3-0 به

نیست: لازم ذرات ِ یΈ-جا-بودن ِ قید باشد، تخت و برداری فضا اگر

یِ ذره که ͳی نیرو است: عس�العمل و عمل ِ شل به مینند وارد هم به دˇ-ذره که ͳی نیروها e3-1

میند. وارد دوم یِ ذره به اول یِ ذره که ست ͳی نیرو یِ قرینه میند وارد اول یِ ذره به دوم

ست. موازی دˇ-ذره ِ مان ِ تفاضل ِ بردار با میند وارد دیΎر یِ ذره Έی به ذره Έی که ͳی نیرو e3-2

ِ سوم ِ قانون یِ قوی ِ شل هم) (با e3-2 و e3-1 به و نیوتُن، ِ سوم ِ قانون ِ ضعیف ِ شل e3-1 به

میΎویم. نیوتُن

ͳچند-ذرِئ یِ دستΎاهها و نیرو، زمان، 28

از مستقل که هست آفین ِ زمان Έی باشد، فضا از مستقل زمان و ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان اگر

ِ انتشار که باشد علامت Έی اگر است. صفر آزاد ِ ذرات ِ شتاب آن با و است ذرات ِ جهان-خط

زمان این نیست لازم کرد. تعریف زمان Έی میشود آن با که هست مطلق یِ ͳهمزمان Έی باشد، ͳآن آن

هر است. چنین میشود فرض ͳنانسبیت ِ Έانیم در اما باشد. آن فقط ِ تاب΄ یا باشد، آفین ِ زمان ان هم

آن با ͳهمزمان که است زمان Έی شده، تعریف مطلق یِ ͳهمزمان آن با که ی زمان از اکیدَن-ینوا ِ تاب΄

ِ Έانیم در ترتیب، این به است. آفین که میΎیرم ی آن را مطلق ِ زمان است. مطلق یِ ͳهمزمان ان هم

ِ ذرات یِ (مسیرها ژى˙دزیها یِ برا آفین ِ پارامتر مطلق ِ زمان این و هست، مطلق ِ زمان Έی ͳنانسبیت

Έی t1 اگر ͳیعن ست. یتا ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ Έی ِ حد تا ِ-مطلق، زمان- این است. آزاد)

اگر تنها و اگر است ِ-مطلق زمان- Έی هم t2 باشد، مطلق ِ زمان

t2 = a+ b t1. (371)

مثبت b اگر تنها و اگر است، یسان t2 و t1 یِ برا آینده ِ جهت است. ناصفر b و َند ثابت b و a که

باشد.
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ِ حالت در اما است. Έژى˙دزی Έی یِ برا ِ-آفین پارامتر- دˇ ِ بین یِ رابطه ان هم (371) یِ رابطه

ِ تبدیل خاطر ین هم به است. مربوط Έژى˙دزی آن ِ خُد به Έژى˙دزی Έی یِ برا آفین ِ پارامتر ͳکل

ِ دلبخاه یِ ِ-آفینها پارامتر- یِ برا (371) یِ رابطه اگر ͳیعن است، مربوط Έژى˙دزی به هم ِ-آفین پارامتر-

یِ برا (371) یِ رابطه در دارند. ͳΎبست Έژى˙دزی به ͳکل ِ حالت در b و a شود، نوشته ژى˙دزیها

َند. ثابت فضا-زمان ِ کل بر و َند Έژى˙دزی از مستقل b و a نیست: چنین ِ-مطلقها زمان-

ِ Έانیم در مطلق) یِ ͳهمزمان ِ وجود نتیجه در (و میشود منتشر ͳآن که علامتی ِ وجود ِ خاطر به

نوشت: بͳ-ابهام را ͳچند-ذرِئ یِ دستΎاهها یِ برا تحول یِ معادله میشود که ست ͳنانسبیت

ma aa(t)
ns
= Fa[t, r1(t), v1(t), r2(t), v2(t), · · · ]. (372)

ِ سرعت و t ِ زمان ان هم در ذرات یِ همه ِ مان و t ِ حسب بر را t ِ زمان در ذره هر ِ شتاب معادله این

ِ ذرات از a یِ ذره Έی که است ممن ی وقت فقط این میدهد. t ِ زمان ان هم در ذرات یِ همه

و میشود)، منتشر ͳآن که ͳعلامت ِ (وجود بΎیرد اثر ͳآن دارند) فاصله a یِ ذره با احتمالَن (که دیΎر

یِ ͳهمزمان ِ (وجود باشد خُش-تعریف میشود وارد ذرات ِ سرعت و مان در که ی زمان ِ یسان-بودن

مطلق).

نیست، خُش-تعریف ͳبه-تنهای ͳچند-ذرِئ یِ دستΎاهها ِ تحول ͳنسبیت ِ Έانیم در ترتیب، این به

،t از بزرگتر یِ زمانها در a یِ ذره ِ مان ِ تحول نمیشود: داده دیفرانسیل ِ معادلات با ِ-کم دست-

که ی اثر چون نمیشود، معلوم آنها یِ ͳزمان یِ مشتقها از ی محدود ِ تعداد و ذرات ِ مان ِ دانستن با

است. مربوط t از کوچتر ͳی زمانها در b یِ ذره ِ حالت به میΎیرد، b یِ ذره از t ِ زمان در a یِ ذره

ِ ِ-نور مخروط- بر [tb a, rb(tb a)] که است چنان tb a میدهم. نشان tb a با را زمانها این یِ بیشینه

است: [t, ra(t)] ِ رئس با گذشته

[tb a, rb(tb a)] ∈ M̃×−
ext [t, r(t)]. (373)

در شود. منتشر سرعت ِ ممن یِ بیشینه با دیΎر یِ ذره هر بر ذره هر ِ اثر است این ساده ِ حالت Έی

مربوط tb a ِ زمان در b یِ ذره ِ حالت به میΎیرد b یِ ذره از t ِ زمان در a یِ ذره که ی اثر صورت این

ِ شبیه ی چیز ،(372) ِ جایΎزین تحول، یِ معادله انتظار میرود انتظار ساده، ِ حالت این در حتا است.

باشد. این

ma aa(t)
ns
= Fa[t1 a, r1(t1 a), v1(t1 a), · · · ]. (374)
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t از غیر ͳی زمانها در راست ِ طرف یِ کمیتها نیست: دیفرانسیل یِ معادله Έی رابطه این که است رˇشن

اند. شده ظاهر

یِ معادله ِ عنوان به دیفرانسیل یِ معادله ِ حفظ بر بنا اگر ،ͳنسبیت ِ Έانیم در ترتیب این به

معمول ِ روش است. لازم هم ذرات جز ی چیز ͳچند-ذرِئ یِ دستΎاهها یِ ͳبررس یِ برا باشد، تحول

یِ معادله پس دیΎر. ِ ذرات نَ میند، وارد نیرو ذره هر به که است میدان است: میدان ِ وارد-کردن

وارد ذرات هم میدان ِ خُد ِ تحول یِ معادله در است. میدان و ذره ِ خُد فقط ِ شامل ذره هر ِ تحول

به میدانها و ذرات ِ ِ-تحول معادلات- و است، میدانها) (یا میدان و ذرات ِ شامل دستΎاه پس میشود.

یِ برا تحول یِ معادله نمیشوند. ظاهر دیΎر ِ ذرات ذره، هر ِ تحول یِ معادله در البته اند. شده جفت هم

میشود ذرات

ma aa(t)
ns
= Fa{t, ra(t), va(t), (DF)[t, ra(t)]}. (375)

ست. مشتق-گیری ِ شامل احتمالَن که ست ِ عملΎر D و است میدانها) (یا میدان یِ نماینده F که

است. چنین میدان یِ برا تحول یِ معادله

0
ns
= {E [t, r, r1(t), v1(t), r2(t), v2(t), · · · ]}(F). (376)

ِ حالت اما ست. ͳکل ِ عملΎر Έی E میشود. نوشته (t, r) یِ رویدادها یِ همه یِ برا رابطه این که

ِ خُد ازفقط ی تاب΄ بالا یِ رابطه ِ راست ِ طرف ͳیعن ست، ͳمˇضع عملΎر این که است این مهم ِ خاص

است. آن ِ مشتقات از ی محدود ِ تعداد و میدان

ͳی نیرو ِ مفهوم که است این نیست، ͳآن هم بر ذرات ِ اثر ͳنسبیت ِ Έانیم در که این ِ پیامد Έی

ͳبه-سادگ لزومˆن را (375) ِ راست ِ طرف نیست: مفید میند وارد دیΎر یِ ذره Έی به ذره Έی که

ِ ذرات از ی Έی و a یِ ذره ِ حالت فقط ِ تاب΄ ش اَ جمله هر که دراورد ی مجموع ِ شل به نمیشود

مفید میند وارد دیΎر یِ ذره Έی به ذره Έی که ͳی نیرو ِ مفهوم که این است. t ِ زمان در هر-دˇ دیΎر،

میرود. دست از نیوتُن ِ سوم ِ قانون که مینجامد این به جمله از نیست،

ممن هم ͳنانسبیت ِ Έانیم در شود، نوشته جفت-شده ِ معادلات میدانها و ذرات یِ برا که این

یِ برا ی معادله-یِ-تحول و کرد حذف را میدانها بشود است ممن ͳنانسبیت ِ Έانیم در ͳول است.

نیست. ͳشدن کار این ͳنسبیت ِ Έانیم در است. دیفرانسیل یِ معادله که آورد، دست به ذرات فقط
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ِ معادله-یِ-حرکت تخت) یِ سه-بˇعدی یِ فضا (در است. هم با باردار ِ ذرات ِ برهمنش مثال Έی

است. چنین ذرات یِ برا ͳنسبیت

ma
d [(γ v)a(t)]

d t

ns
= qa {E[t, ra(t)] + va(t)×B[t, ra(t)]}. (377)

که

γ = (1− c−2 v · v)−1/2. (378)

ِ تاب΄ Έی اما نیست، جرم-ضرب-در-شتاب (377) یِ معادله ِ چپ ِ طرف است. نور ِ سرعت c و

است: آن از ͳخط

d [(γ v)(t)]

d t
= T [a(t)]. (379)

که

T x = γ

[
γ2 − 1

v · v
v (v · x) + x

]
. (380)

راست: ِ طرف بر ͳخط ِ تاب΄ این ِ وارون ِ اثر میشود جرم-ضرب-در-شتاب

ma aa(t)
ns
= qa T

−1 {E[t, ra(t)] + va(t)×B[t, ra(t)]}. (381)

برمیئاورند: را مˆسوِل ِ معادلات میدانها این یˆند. ͳمغناطیس و ͳتریال ِ میدان ترتیب، به هم، B و E

∇ ·B ns
= 0. (382)

∇× E +
∂ B

∂ t

ns
= 0. (383)

∇ · E ns
= ε−1

0 ρ. (384)

∇×B − c−2 ∂ E

∂ t

ns
= µ0 J. (385)

و َند ͷخل یِ ͳمغناطیس یِ ͳتراوای و یِ ͳتریال یِ ͳگذرده ترتیب، به ،µ0 و ε0

ε0 µ0 = c−2. (386)
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میشوند: ساخته باردار ِ ذرات با اینها َند. جریان و بار یِ ͳالΎچ ترتیب، به هم، J و ρ

ρ(t, r) =
∑
a

qa δ[r − ra(t)]. (387)

J(t, r) =
∑
a

qa va(t) δ[r − ra(t)]. (388)

میشوند (385) و (384) معادلات ترتیب این به

∇ · E ns
= ε−1

0

∑
a

qa δ[r − ra(t)]. (389)

∇×B − c−2 ∂ E

∂ t

ns
= µ0

∑
a

qa va(t) δ[r − ra(t)]. (390)

(383) و (382) ِ روابط است. ذرات یِ برا تحول یِ معادله ،(381) آن با همئرز یا ،(377) یِ رابطه

هم به میدانها و ذرات یِ برا تحول ِ معادلات یˆند. میدانها یِ برا ِ تحول ِ معادلات (390) و (389) و

َند. خُد-گردان هم با اما اند، شده جفت

ِ میدان است، نور ِ سرعت از کمتر بسیار ذرات ِ سرعت معادلات، این یِ ͳنانسبیت ِ شل Έی در

برمیئاورˆد: را ایستاوار ِ معادلات هم ͳتریال ِ میدان و نیست، ͳمغناطیس

ma aa(t)
ns
= qaE[t, ra(t)]. (391)

∇× E ns
= 0. (392)

∇ · E ns
= ε−1

0

∑
a

qa δ[r − ra(t)]. (389)

ِ مشتق میدان ِ معادلات اینجا اما اند. شده جفت هم به میدانها و ذرات بر حاکم ِ معادلات هم اینجا

دارد: ساده ی شل ذرات ِ حسب بر ͳتریال ِ میدان و ندارند را ͳتریال ِ میدان یِ ͳزمان

E(t, r)
ns
= (4π ε0)

−1
∑
a

qa [r − ra(t)]
|r − ra(t)|3

. (393)

میشود (391) آن با که است، (389) و (392) ِ معادلات ِ جواب این

ma aa(t)
ns
= (4π ε0)

−1 qa
∑
b

′ qb [ra(t)− rb(t)]
|ra(t)− rb(t)|3

. (394)
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با که میشوند وارد ͳی ها b فقط جم΄-بندی این در که است این یِ ͳمعن به بالا یِ جم΄-بندی در پریم

میئاید. در شل این به بالا یِ رابطه نیستند. برابر a با

ma aa(t)
ns
=
∑
b

′
Fb→a, (395)

که

Fb→a = (4π ε0)
−1 qa qb [ra(t)− rb(t)]

|ra(t)− rb(t)|3
. (396)

است. t ِ زمان ان هم در ذرات ِ حالت ِ تاب΄ ،t ِ زمان در ذره هر بر وارد یِ نیرو میشود دیده

خُد- ِ حذف یِ ͳمعن به نیست، b = a یِ جمله (395) یا (394) ِ راست ِ طرف در که این

مینند، وارد هم به ذره دˇ که شود گرفته ͳی نیروها ِ شل ِ مثل خُد-نیرو ِ شل اگر اینجا البته ست. نیرو

نیست. خُش-تعریف ش َ جهت و نیست محدود ش َ مقدار نمیشود: خُش-تعریف خُد-نیرو

میدانها (390) و (389) و (383) و (382) ِ روابط از میشود عل�ͳالاصول هم ͳنسبیت ِ شل در

ِ زمان در میدانها مهمتر آن از و نیست، (393) یِ ͳسادگ به نتیجه اما آورد. دست به ذرات ِ حسب بر را

t ِ زمان در ذره هر بر وارد یِ نیرو پس میشوند. مربوط t از کوچتر ͳی زمانها در ذرات ِ وضعیت به t

ان هم در آن، یِ ͳزمان ِ مشتقات از ی محدود ِ تعداد و ذرات یِ مانها از ی تاب΄ ِ شل به نمیشود را

دیفرانسیل ِ معادلات شوند حذف میدانها ی وقت ذرات، یِ برا تحول ِ معادلات ͳیعن نوشت. ،t ِ زمان

نیستند.

لخت یِ چارچوبها یا لخت ِ چارچوب 29

ست چارچوبی لخت ِ چارچوب ست. فضا از مستقل زمان و ست ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان گیرم

ِ-مختصات ِ-چارچوبیΈتبدیل- تبدیل- است. صفر آزاد یِ ذره هر ِ شتاب مطلق، ِ زمان با و آن با که

این میشود. داده نسبت (t, r1, . . . ) ِ مختصات فضا-زمان از نقطه هر به چارچوب، Έی در است.

(t′, r′1, . . . ) ِ مختصات رویداد ان هم به دیΎر ِ چارچوب Έی در میΎیرم. استاندارد را مختصات

که مینم ͳبررس را ی حالت یˆند. ها rβ ِ تاب΄ ها r′α از Έی هر ،ͳکل ِ حالت در میشود. داده نسبت

همچنان ها r′i البته نمیشود. عوض زمان آن در که ست ی ِ-چارچوب تبدیل- این است. t ان هم t′
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مستقل-از-زمان نمیشود عوض زمان آن در که ی ِ-چارچوب تبدیل- باشند. هم t ِ تاب΄ است ممن

است، لخت میΎویم را ِ-چارچوب تبدیل- Έی باشد. ها rj فقط ِ تاب΄ ها r′i از Έی هر اگر است،

ͳیعن این کند. تبدیل لخت ِ چارچوب Έی به را لخت ِ چارچوب هر ِ-چارچوب تبدیل- آن اگر

میΎردم ی شرط ِ دنبال کند. تبدیل صفر ِ شتاب به را صفر ِ شتاب که باشد چنان ِ-چارچوب تبدیل-

باشد. لخت چارچوب ِ تبدیل که

میشود دیده

d r′i

d t
=
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rj
d rj

d t
. (397)

d2 r′i

d t2
=
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ rj ∂ t

d rj

d t
+

∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t
+
∂ r′i

∂ rl
d2 rl

d t2
. (398)

نوشت. چنین میشود را اینها

v′i
′
=
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rj
vj . (399)

b′i
′
=
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ rj ∂ t
vj +

∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
vj vk +

∂ r′i

∂ rl
bl. (400)

مینویسم: a ِ حسب بر را (400) یِ رابطه

a′i
′
=
∂2 r′i

∂ t2
+ 2

∂2 r′i

∂ rj ∂ t
vj +

∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
vj vk

+
∂ r′i

∂ rl
(al − Γl

j k v
j vk) + Γ′i′

m′ n′ v′m
′
v′n

′
. (401)

َند. مربوط هم به شل این به ِ-پریم بدون- و پریم-دار ِ هموستار و پایه

ek =
∂ r′n

∂ rk
e′n. (402)

∂ r′i

∂ rl
Γl

j k =
∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
+
∂ r′m

∂ rj
∂ r′n

∂ rk
Γ′i′

m′ n′ . (403)

میشود نتیجه ،(403) و (399) از استفاده با ترتیب، این به

a′i
′
=
∂2 r′i

∂ t2
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ t

∂ r′n

∂ t

+ 2

(
∂2 r′i

∂ rj ∂ t
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ rj
∂ r′n

∂ t

)
vj +

∂ r′i

∂ rl
al. (404)
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-ِ تبدیل- اگر تنها و اگر اند، a و v ان هم اینها َند. پریم-دار ِ چارچوب در شتاب و سرعت a′ و v′

یِ پایه در میشود را پریم-دار یا ِ-پریم بدون- ِ شتاب و سرعت اما باشد. مستقل-از-زمان چارچوب

شود، نوشته پریم-دار یِ پایه در چیز همه اگر نوشت. پریم-دار یا ِ-پریم بدون-

v′i
′
=
∂ r′i

∂ t
+ vi

′
. (405)

a′i
′
=
∂2 r′i

∂ t2
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ t

∂ r′n

∂ t

+ 2

(
∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′n

∂ t

)
vm

′
+ ai

′
. (406)

نوشت. هم چنین میشود را اخیر یِ رابطه البته و

a′i
′
=
∂2 r′i

∂ t2
− Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ t

∂ r′n

∂ t
− 2

∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
∂ r′m

∂ t

+ 2

(
∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′n

∂ t

)
v′m

′
+ ai

′
. (407)

باشد، مستقل-از-زمان ِ-چارچوب تبدیل- اگر میشود دیده

v′ = v. (408)

a′ = a. (409)

صفر -پریم بدون- ِ شتاب اگر مستقل-از-زمان، یِ ِ-چارچوبها تبدیل- یِ برا که است معلوم جمله از

در َند. لخت حتمˆن مستقل-از-زمان یِ ِ-چارچوبها تبدیل- پس است. صفر هم پریم-دار ِ شتاب باشد

که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط نیست، مستقل-از-زمان لزومˆن ِ-چارچوب تبدیل- که ،ͳکل ِ حالت

سرعت ِ ضریب و اول ِ سطر (406) ِ راست ِ طرف در که است این باشد لخت ِ-چارچوب تبدیل-

شوند: صفر

0 =
∂2 r′i

∂ t2
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ t

∂ r′n

∂ t
. (410)

0 =
∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′n

∂ t
. (411)

مینم. تعریف چنین را w یِ برداری ِ میدان

wi′ =
∂ r′i

∂ t
. (412)
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میشود دیده

∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′n

∂ t
=
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′
. (413)

یا،

∂2 r′i

∂ rj ∂ t

∂ rj

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′n

∂ t
=

(
∂ w

∂ r′m

)i′

. (414)

نسبت w یِ ͳپارِئ ِ مشتق است. ثابت) ِ زمان (در w یِ هموردا ِ مشتق ِ m′ یِ مئلفه راست، ِ طرف

میشود. چنین زمان به

(
∂ w

∂ t

)i′

=
∂ wi′

∂ t
+ wm′

(
∂ e′m
∂ t

)i′

. (415)

َند. ثابت ِ-پریم) (بدون- استاندارد ِ مختصات که است این زمان به نسبت ͳپارِئ ِ مشتق از منظور اینجا

(402) یِ ِ-پایه رابطه-یِ-تبدیل- زمان، به نسبت پریم-دار یِ ِ-پایِها بردار- ِ مشتق یِ محاسبه یِ برا

دیده است. صفر زمان به نسبت ِ-پریم بدون- یِ ِ-پایِها بردار- ِ مشتق که این با همراه میبرم، کار به را

میشود

0 =
∂ ej
∂ t

,

=
∂2 r′n

∂ t ∂ rj
e′n +

∂ r′n

∂ rj
∂ e′n
∂ t

. (416)

پس،

∂ e′m
∂ t

= − ∂ rj

∂ r′m
∂ wn′

∂ rj
e′n. (417)

یا،

∂ e′m
∂ t

= −∂ w
n′

∂ r′m
e′n. (418)
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ترتیب، این به

(
∂ w

∂ t

)i′

=
∂ wi′

∂ t
− ∂ wi′

∂ r′m
wm′

,

=

(
∂ wi′

∂ t
+ Γ′i′

m′ n′ wm′
wn′

)

−

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
wm′

. (419)

یا،

(
∂ w

∂ t
+ ∂w w

)i′

=
∂ wi′

∂ t
+ Γ′i′

m′ n′ wm′
wn′

. (420)

ترتیب، این به

∂2 r′i

∂ t2
+ Γ′i′

m′ n′
∂ r′m

∂ t

∂ r′n

∂ t
=

(
∂ w

∂ t
+ ∂w w

)i′

. (421)

میشوند ترتیب، به ،(411) و (410) ِ معادلات پس

0 =
∂ w

∂ t
+ ∂w w. (422)

0 = ∂ w. (423)

و (423) با َند همئرز دˇ-معادله این

0 =
∂ w

∂ t
. (424)

یِ همردا ِ مشتق و زمان، به نسبت w یِ ͳپارِئ ِ مشتق اگر تنها و اگر است، لخت ِ-چارچوب تبدیل-

باشند. صفر هر-دˇ ،w

میشود. چنین (405) یِ معادله مینویسم. w ِ حسب بر را شتاب و سرعت ِ تبدیل ِ روابط

v′ = w + v. (425)
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در البته گذاشت. پریم-دار ِ چارچوب به نسبت ِ-پریم بدون- ِ چارچوب ِ سرعت را w ِ اسم میشود

میشود (406) یِ معادله است. مان و زمان ِ تاب΄ سرعت این ͳکل ِ حالت

a′i
′
=
∂ wi′

∂ t
+ Γ′i′

m′ n′ wm′
wn′

+ 2

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
vm

′
+ ai

′
. (426)

یا،

a′i
′
=

(
∂ wi′

∂ t
− ∂ wi′

∂ r′m
wm′

)
+

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
wm′

+ 2

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
vm

′
+ ai

′
. (427)

ترتیب، این به

a′ =
∂ w

∂ t
+ ∂w w + 2 ∂v w + a. (428)

میشود (407) یِ معادله

a′i
′
=
∂ wi′

∂ t
− Γ′i′

m′ n′ wm′
wn′
− 2

∂ wi′

∂ r′m
wm′

+ 2

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
v′m

′
+ ai

′
. (429)

یا،

a′i
′
=

(
∂ wi′

∂ t
− ∂ wi′

∂ r′m
wm′

)
−

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
wm′

+ 2

(
∂ wi′

∂ r′m
+ Γ′i′

m′ n′ wn′

)
v′m

′
+ ai

′
. (430)

ترتیب، این به

a′ =
∂ w

∂ t
− ∂w w + 2 ∂v′ w + a. (431)
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به نسبت بردار Έی یِ ͳزمان ِ مشتق یِ رابطه از َند خاص ͳی حالتها (431) و (428) ِ معادلات

بردار Έی u گیرم ِ-پریم. بدون- ِ چارچوب به نسبت بردار آن یِ ͳزمان ِ مشتق با پریم-دار ِ چارچوب

میشود. چنین ِ-پریم بدون- ِ چارچوب در زمان به نسبت u یِ ͳپارِئ ِ مشتق است. مان و زمان ِ تاب΄

∂ u

∂ t
=
∂ ui

∂ t
ei. (432)

ِ چارچوب در زمان به نسبت مشتق-گیری یˆند. ها ri و t مستقل یِ متغیرها ͳیعن مشتق-گیری این

میدهم: نشان پریم با را پریم-دار

∂′ u

∂ t
=
∂′ uj

′

∂ t
e′j . (433)

میشود دیده w ِ تعریف از یˆند. ها r′j و t مستقل یِ متغیرها ͳیعن پریم-دار یِ مشتق-گیری

d r′j = wj′ d t+
∂ r′j

∂ ri
d ri. (434)

ترتیب، این به

∂′ ri

∂ t
= − ∂ r

i

∂ r′j
wj′ . (435)

یا،

∂′ ri

∂ t
= −wi. (436)

همچنین،

∂ ui

∂ t
=
∂′ ui

∂ t
+
∂ ui

∂ r′j
∂ r′j

∂ t
,

=
∂′ ui

∂ t
+
∂ ui

∂ r′j
wj′ ,

=
∂′

∂ t

(
∂ ri

∂ r′j
uj

′
)
+
∂ ui

∂ r′j
wj′ ,

=
∂ ri

∂ r′j
∂′ uj

′

∂ t
+

[
∂′

∂ t

(
∂ ri

∂ r′j

)]
uj

′
+
∂ ui

∂ r′j
wj′ . (437)



ذرات ِ Έدینامی ١٠٨

و،

∂′

∂ t

(
∂ ri

∂ r′j

)
=

∂

∂ r′j

(
∂′ ri

∂ t

)
,

= −∂ w
i

∂ r′j
. (438)

ترتیب، این به

∂ ui

∂ t
=

∂ ri

∂ r′j
∂′ uj

′

∂ t
− uj

′ ∂ wi

∂ r′j
+ wj′ ∂ u

i

∂ r′j
. (439)

پس،

∂ ui

∂ t
ei =

∂′ uj
′

∂ t
e′j +

(
wj′ ∂ u

i

∂ r′j
− uj

′ ∂ wi

∂ r′j

)
ei. (440)

میشود (440) میدهم. نشان x ⋄ y با را y یِ برداری ِ میدان با x یِ برداری ِ میدان ِ جا-به-جاگر

∂ u

∂ t
=
∂′ u

∂ t
+ w ⋄ u. (441)

یا،

∂′ u

∂ t
=
∂ u

∂ t
− w ⋄ u. (442)

نوشت. چنین میشود را (440) همچنین،

∂′ ui

∂ t
ei =

∂′ uj
′

∂ t
e′j

+

[
wj

(
∂ ui

∂ rj
+ Γi

j k u
k

)
− uj

′
(
∂ wi

∂ r′j
+ Γi

j k w
k

)]
ei. (443)

پس،

∂ u

∂ t
=
∂′ u

∂ t
+ ∂w u− ∂u w. (444)

یا،

∂′ u

∂ t
=
∂ u

∂ t
− ∂w u+ ∂u w. (445)
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میشود دیده جمله از

∂ w

∂ t
=
∂′ w

∂ t
. (446)

∂′ ei
∂ t

=
∂ wj

∂ ri
ej . (447)

میشود. چنین ِ-پریم، بدون- ِ چارچوب در خم)، Έی (بر u ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق

d u

d t
=
∂ u

∂ t
+ ∂v u. (448)

میدهم: نشان پریم با هم را پریم-دار ِ چارچوب در کامل یِ ͳزمان ِ مشتق

d′ u

d t
=
∂′ u

∂ t
+ ∂v′ u. (449)

میشود (448) یِ معادله ،(444) از استفاده با

d u

d t
=
∂′ u

∂ t
+ ∂w u− ∂u w + ∂v u. (450)

میشود (425) از استفاده با هم، این

d u

d t
=
∂′ u

∂ t
+ ∂v′ u− ∂u w. (451)

،(449) از استفاده با و

d u

d t
=

d′ u

d t
− ∂u w. (452)

یا،

d′ u

d t
=

d u

d t
+ ∂u w. (453)

-ِ بدون- ِ چارچوب در شتاب با پریم-دار ِ چارچوب در شتاب یِ رابطه ِ به-دست-آوردن یِ برا

میΎیرم: مشتق زمان به نسبت (425) از پریم،

d v′

d t
=

dw

d t
+

d v

d t
. (454)
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d′ v′

d t
=

dw

d t
+

d v

d t
+ ∂v′ w. (455)

اما

dw

d t
=
∂ w

∂ t
+ ∂v w. (456)

پس،

d′ v′

d t
=

(
∂ w

∂ t
+ ∂v w + ∂v′ w

)
+

d v

d t
. (457)

میشود دیده (425) از

∂v′ w = ∂w w + ∂v w. (458)

(428) ِ راست ِ طرف در اول یِ سه-جمله ِ مجموع با برابر (457) ِ راست ِ طرف در اول یِ جمله پس

است: (431) ِ راست ِ طرف در اول یِ سه-جمله ِ مجموع یا

∂ w

∂ t
+ ∂v w + ∂v′ w =

∂ w

∂ t
+ 2 ∂v w + ∂w w. (459)

ِ چارچوب به نسبت پریم-دار ِ چارچوب در سرعت یِ ͳزمان ِ مشتق پریم-دار ِ چارچوب در شتاب

است: پریم-دار

a′ =
d′ v′

d t
. (460)

a′ =

(
∂ w

∂ t
+ ∂v w + ∂v′ w

)
+ a. (461)

یِ ͳپارِئ ِ مشتق که است این باشد، لخت ِ-چارچوب تبدیل- Έی که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

گفت میشود باشند. صفر هر-دˇ ،ͳنسب-ِ سرعت- یِ هموردا ِ مشتق و زمان، به نسبت ͳنسب-ِ سرعت-

باشد. ثابت ͳنسب ِ سرعت که است این باشد لخت ِ-چاروب تبدیل- Έی که این یِ برا ͳکاف و ِ شرط

ِ چارچوب در یا ِ-پریم بدون- ِ چارچوب در میشود را زمان به نسبت ͳنسب-ِ سرعت- یِ ͳپارِئ ِ مشتق

که این ِ شرط َند. برابر هم با ͳنسب-ِ سرعت- یِ برا اینها میشود دیده (446) از کرد. حساب پریم-دار
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یِ ͳزمان ِ مشتق که است این باشد، صفر ِ-پریم بدون- ِ چارچوب در زمان به نسبت w یِ ͳپارِئ ِ مشتق

باشد: صفر ها wi ِ ِ-پریم بدون-

∂ wi

∂ t
= 0. (462)

ِ مشتق که است این باشد، صفر پریم-دار ِ چارچوب در زمان به نسبت w یِ ͳپارِئ ِ مشتق که این ِ شرط

باشد: صفر ها wi′ ِ پریم-دار یِ ͳزمان

∂′ wi′

∂ t
= 0. (463)

و t از ͳی تابعها ِ شل به ،(412) یِ رابطه با ها wi′ که شود توجه نیست بد َند. همئرز این-دˇ البته

به نسبت پریم-دار یِ مشتق-گیری (463) یِ رابطه در اما اند. شده تعریف ِ-پریم بدون- ِ مختصات

ترتیب، ین هم به پریم-دار. ِ مختصات ِ ثابت-گرفتن با زمان نسبت مشتق-گیری ͳیعن شده، ظاهر زمان

در اما اند. شده ظاهر پریم-دار ِ مختصات و t از ͳی تابعها ِ شل به (436) یِ رابطه در در ها wi

زمان نشسبت مشتق-گیری ͳیعن شده، ظاهر زمان به نسبت ِ-پریم بدون- یِ مشتق-گیری (462) یِ رابطه

َند. چنین ترتیب، به ،(463) و (462) ِ روابط مفصلتر، ِ-پریم: بدون- ِ مختصات ِ ثابت-گرفتن با

(
∂ wi

∂ t

)
r

= 0. (464)(
∂ wi′

∂ t

)
r′

= 0. (465)

است. چنین ِ-پریم بدون- ِ مختصات با پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه ِ مفصل ِ شل

∂ [r′i(t, r)]

∂ t
= wi′ [r′(t, r)]. (466)

ترتیب، ین هم به

∂ [ri(t, r′)]

∂ t
= −wi[r(t, r′)]. (467)

و است. پریم-دار ِ مختصات و ِ-پریم بدون- ِ مختصات ترتیب، به ،r′ و r از منظور روابط، این در

است. صفر هم w یِ هموردا ِ مشتق البته
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آورم. دست به را تخت یِ یΈفضا یِ برا لخت یِ ِ-چارچوبها تبدیل- میخاهم مثال، Έی ِ عنوان به

است: صفر هموستار ،ͳدِکَرت ِ مختصات با تخت، یِ فضا در

Γ = 0. (468)

ترتیب، این به میبˆرم. کار به را ͳدِکَرت ِ مختصات پریم-دار، ِ چارچوب یِ برا

∂ w

∂ r′j
=
∂ wi′

∂ r′j
e′i. (469)

پس، است. صفر بالا یِ معادله ِ چپ ِ طرف میشود نتیجه (423) از

∂ wi′

∂ r′j
= 0. (470)

ِ انتΎرال ترتیب این به َند. ثابت پس بودند، هم زمان از مستقل ها wi′ َند. مان از مستقل ها wi′ ͳیعن

میشود. چنین زمان به نسبت (466)

r′i = wi′ t+Ri(r). (471)

ِ مختصات ِ-پریم بدون- ِ چارچوب یِ برا اگر ترتیب، ین هم به است. دلبخاه یِ ͳوابرریخت Έی R

میشود. چنین زمان به نسبت (467) ِ انتΎرال و میشوند ثابت ها wi رود کار به ͳدِکَرت

ri = −wi t+Si(r). (472)

است. دلبخاه یِ ͳوابرریخت Έی S که

از َند. صفر هر-دˇ Γ′ و Γ یِ مئلف̃ها رود، کار به ͳدِکَرت ِ مختصات هر-دˇ-چارچوب یِ برا اگر

میشود دیده (403)

∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
= 0. (473)

ست: ͳخط ِ-بالا دست- ها rj به نسبت r′i پس

Ri(r) = r′i + Ui′
j r

j . (474)
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ترتیب، این به َند. ثابت ها Ui′
j و ها r′i که

r′i = r′i + wi′ t+ Ui′
j r

j . (475)

جمله، از

∂ r′i

∂ rj
= Ui′

j . (476)

ej = Ui′
j e

′
i. (477)

wi′ = Ui′
j w

j . (478)

ترتیب، این به

r′i = r′i + Ui′
j (w

j t+ rj). (479)

البته، و

rj = −rj − wi t+ (U−1)ji′ r
′i. (480)

که

rj = (U−1)ji′ r
′i. (481)

که است این خاصتر ِ انتخاب Έی

Ui′
j = δij . (482)

میدهد نتیجه انتخاب این

e′ = e. (483)

میرود: بین از ِ-پریم بدون- و پریم-دار یِ شاخصها ِ بین ِ تمایز انتخاب، این با

r′i = ri + wi t+ ri. (484)



ذرات ِ Έدینامی ١١۴

آزاد یِ ذره ِ حرکت یِ تقارنها 30

ست چارچوبی لخت ِ چارچوب ست. فضا از مستقل زمان و ست ͳهموستار-جداشدن فضا-زمان گیرم

عوض را زمان که فضا-زمان، بر ی تبدیل است. صفر آزاد یِ ذره هر ِ شتاب مطلق، ِ زمان با و آن با که

میشود: داده فضا به فضا-زمان از f ِ تاب΄ Έی با نند،

s = f(t, r). (485)

شاخص، با

si = fi(t, r). (486)

وارون-پذیر f(t, �) ِ تاب΄ ها، t یِ همه یِ ازا به ͳیعن است. وارون-پذیر ثابت ِ زمان هر به f ِ تحدید که

است.

که باشد فضا به زمان از ی تاب΄ r اگر ͳیعن باشد، آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن تبدیل این که این

است: صفر ش َ دوم ِ مشتق

0
ns
=

d2 r

d t2
, (487)

است. صفر s (ِ (کامل ِ دوم ِ مشتق آنΎاه

0
ns
=

d2 s

d t2
. (488)

چنین (488) و (487) یِ ͳمئلف̃ئ ِ شل میشود: ظاهر هموستار s یا r ِ دوم ِ مشتق یِ محاسبه در البته

است.

0
ns
=

d2 ri

d t2
+ [Γi

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t
. (489)

0
ns
=

d2 si

d t2
+ [Γi

j k(s)]
d sj

d t

d sk

d t
. (490)

است: زمان از مستقل f گیرم

s = f(r). (491)
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میشود دیده

∂ si

∂ t
= 0. (492)

d si

d t
=
∂ si

∂ rj
d rj

d t
. (493)

d2 si

d t2
=

∂2 si

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t
+
∂ si

∂ rl
d2 rl

d t2
. (494)

میدهد نتیجه (489) ِ معادله-یِ-حرکت پس

d2 si

d t2
ns
=

∂2 si

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t
− ∂ si

∂ rl
[Γl

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t
. (495)

با است همئرز (490) ِ معادله-یِ-حرکت

d2 si

d t2
ns
= − [Γi

mn(s)]
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
d rj

d t

d rk

d t
. (496)

اگر تنها و اگر میدهد، نتیجه را (490) ِ معادله-یِ-حرکت (489) ِ معادله-یِ-حرکت ترتیب این به

∂ si

∂ rl
[Γl

j k(r)] =
∂2 si

∂ rj ∂ rk
+ [Γi

mn(s)]
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
. (497)

چنین e یِ میدان-پایه بر (f ِ (پیشران f∗ ِ اثر کرد. بیان پیشران ِ حسب بر میشود را (497) ِ شرط

است.

(f∗ ej)(s) =
∂ sm

∂ rj
em(s). (498)

-ِ مشتق- این است. f∗(Γ) آن با متناظر ِ هموستار که مینم تعریف ِ-هموردا مشتق- Έی با را f∗(Γ)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم، نشان پریم با را هموردا

∂′(f∗ ej)(s)
[(f∗ ek)(s)] = [Γi

j k(r)] (f∗ ei)(s). (499)

نوشت: f∗(Γ) ِ حسب بر میشود را این

∂′em(s) en(s) = {[f∗(Γ)]
i
mn(s)} ei(s). (500)
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پس،

∂′(f∗ ej)(s)
[(f∗ ek)(s)] =

∂ sm

∂ rj
∂′em(s)

[
∂ sn

∂ rk
en(s)

]
,

=
∂ sm

∂ rj

[
∂

∂ sm

(
∂ sn

∂ rk

)]
en(s) +

∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
∂′em(s) en(s),

=
∂2 sn

∂ rj ∂ rk
en(s) +

∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
{[f∗(Γ)]imn(s)} ei(s). (501)

میدهد نتیجه که

∂′(f∗ ej)(s)
[(f∗ ek)(s)] =

(
∂2 si

∂ rj ∂ rk
+
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
{[f∗(Γ)]imn(s)}

)
ei(s). (502)

میشود چنین (499) یِ رابطه ،(498) از استفاده با

∂′(f∗ ej)(s)
[(f∗ ek)(s)] = [Γl

j k(r)]
∂ si

∂ rl
ei(s). (503)

پس

[Γl
j k(r)]

∂ si

∂ rl
=

∂2 si

∂ rj ∂ rk
+
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
{[f∗(Γ)]imn(s). (504)

اگر تنها و اگر است، برقرار (497) میشود دیده این از

f∗(Γ) = Γ. (505)

چنین Γ ِ هموستار با (f∗ ej) یِ هموردا ِ مشتق است. چنین رابطه این به رسیدن ِ دیΎر ِ راه Έی

میشود.

∂(f∗ ej)(s) [(f∗ ek)(s)] =
∂ sm

∂ rj
∂em(s)

[
∂ sn

∂ rk
en(s)

]
,

=
∂ sm

∂ rj

[
∂

∂ sm

(
∂ sn

∂ rk

)]
en(s) +

∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
∂em(s) en(s),

=
∂2 sn

∂ rj ∂ rk
en(s) +

∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
[Γi

mn(s)] ei(s). (506)

میدهد نتیجه که

∂(f∗ ej)(s) [(f∗ ek)(s)] =

{
∂2 si

∂ rj ∂ rk
+
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
[Γi

mn(s)]

}
ei(s). (507)
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اگر تنها و اگر است، برقرار (497) میشود دیده (507) و (503) از

∂′(f∗ ej)(s)
[(f∗ ek)(s)] = ∂(f∗ ej)(s) [(f∗ ek)(s)]. (508)

مختصرتر، یا،

∂′ = ∂. (509)

است. (505) ان هم این که است رˇشن

ͳیعن باشد. برقرار (505) اگر تنها و اگر میدهد، نتیجه را (490) یِ رابطه (489) یِ رابطه پس

هموستار ِ تقارن Έی f اگر تنها و اگر است، آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن f ِ مستقل-از-زمان ِ تبدیل

باشد.

میشوند. تبدیل اینها به (494) و (493) و نیست برقرار (492) نباشد، مستقل-از-زمان f اگر

d si

d t
=
∂ si

∂ t
+
∂ si

∂ rj
d rj

d t
. (510)

d2 si

d t2
=
∂2 si

∂ t2
+ 2

∂2 si

∂ rj ∂ t

d rj

d t
+

∂2 si

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t
+
∂ si

∂ rl
d2 rl

d t2
. (511)

میدهد نتیجه (489) ِ معادله-یِ-حرکت

d2 si

d t2
ns
=
∂2 si

∂ t2
+ 2

∂2 si

∂ rj ∂ t

d rj

d t
+

∂2 si

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t

− ∂ si

∂ rl
[Γl

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t
. (512)

اگر تنها و اگر میدهد، نتیجه را (490) ِ معادله-یِ-حرکت (489) ِ معادله-یِ-حرکت پس

0 =
∂2 si

∂ t2
+ 2

∂2 si

∂ rj ∂ t

d rj

d t
+

∂2 si

∂ rj ∂ rk
d rj

d t

d rk

d t

− ∂ si

∂ rl
[Γl

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t

+ [Γi
mn(s)]

(
∂ sm

∂ t
+
∂ sm

∂ rj
d rj

d t

) (
∂ sn

∂ t
+
∂ sn

∂ rk
d rk

d t

)
. (513)

و Έی و صفر یِ درجِها از ِ جملات یِ ضریبها پس باشد. برقرار سرعتها یِ همه یِ ازا به باید رابطه این

باشند: صفر Έت-Έت باید سرعت به نسبت دˇ

0 =
∂2 si

∂ t2
+ [Γi

mn(s)]
∂ sm

∂ t

∂ sn

∂ t
. (514)



ذرات ِ Έدینامی ١١٨

0 =
∂2 si

∂ rj ∂ t
+ [Γi

mn(s)]
∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ t
. (515)

0 =
∂2 si

∂ rj ∂ rk
− ∂ si

∂ rl
[Γl

j k(r)] + [Γi
mn(s)]

∂ sm

∂ rj
∂ sn

∂ rk
. (516)

نسبت r ِ مشتق ِ ماتریس ِ اثر-دادن با ،(515) یِ رابطه است. (497) یِ رابطه ان هم (516) یِ رابطه

میشود. چنین آن، بر s به

0 =
∂

∂ sl

(
∂ si

∂ t

)
+ [Γi

l n(s)]
∂ sn

∂ t
. (517)

مینم. تعریف چنین را u یِ برداری ِ میدان

ui(t, s) =
∂ si

∂ t
. (518)

میشود (517) یِ رابطه

0 =
∂ ui

∂ sl
+ [Γi

l n(s)]u
n. (519)

میشود دیده همچنین، است. صفر u یِ برداری ِ میدان یِ هموردا ِ مشتق ͳیعن

∂2 si

∂ t2
=
∂ ui

∂ t
+
∂ ui

∂ sm
∂ sm

∂ t
,

=
∂ ui

∂ t
+
∂ ui

∂ sm
um. (520)

میشود (514) ترتیب این به

0 =
∂ ui

∂ t
+

{
∂ ui

∂ sm
+ [Γi

mn(s)]u
n

}
um. (521)

میدهند نتیجه (519) و این

0 =
∂ ui

∂ t
. (522)

میاورˆد. در شل این به را (518) یِ رابطه این است. s فقط ِ طریق از زمان، به u یِ ͳΎبست ͳیعن

∂ si

∂ t
= ui(s). (523)
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است. u یِ برداری ِ میدان ِ شارش f ͳیعن

اگر تنها و اگر است، آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن f ِ تبدیل پس

باشد، زمان ِ پارمتر با u یِ برداری ِ میدان Έی ِ شارش f

باشد، صفر u یِ برداری ِ میدان یِ هموردا ِ مشتق

باشد. هموستار ِ تقارن Έی t هر یِ ازا به f(t, �) و

باشد صفر u یِ برداری ِ میدان Έی یِ هموردا ِ مشتق که این باشد، متریΈ-دار فضا-زمان اگر

اگر است. هموستار تقارن Έی u ِ شارش ͳیعن است، Ίکیلین یِ برداری ِ میدان Έی u میدهد نتیجه

هم ل̃وی-چیویتا) ِ ) هموستار ِ تقارن f کند) حفظ را طول ͳیعن) باشد Έمتری ِ تقارن f ِ تاب΄ Έی

ͳدِکَرت ِ مختصات با هموستار تخت، یِ فضا در مثلَن نیست. درست لزومˆن گزاره این ِ عس اما هست.

است، هموستار ِ تقارن پس میدارد، نΎه صفر را هموستار باشد ͳبالا-خط-ِ دست- که f هر است. صفر

شرط متریΈ-دار، ِ فضا-زمان در نیست. Έمتری ِ تقارن لزمˆن باشد ͳبالا-خط-ِ دست- که f هر اما

یِ فاصله و شود، تبدیل Έژى˙دزی به Έژى˙دزی هر که این مینم: قویتر را آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن بر

تعریف، این با بماند. ثابت هم زمان) Έی (در دˇ-نقطه هر

اگر تنها و اگر است، آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن f ِ تبدیل متریΈ-دار، ِ فضازمان در

باشد، زمان ِ پارمتر با u یِ برداری ِ میدان Έی ِ شارش f

باشد، صفر u یِ برداری ِ میدان یِ هموردا ِ مشتق

باشد. Έمتری ِ تقارن Έی t هر یِ ازا به f(t, �) و

فضا اگر تنها و اگر دارند، وجود ذره-یِ-آزاد ِ حرکت یِ ͳنابدیه یِ تقارنها میشود دیده جمله از

وابسته-به-زمان، یِ ͳنابدیه یِ تقارنها ِ وجود یِ برا باشد. داشته (Έمتری یا هموستار (یِ ͳنابدیه ِ تقارن

است. صفر ش یˆ هموردا ِ مشتق که باشد ͳی برداری ِ میدان است لازم این جز

صفر هموستار ،ͳدِکَرت ِ مختصات با صورت، این در است. تخت فضا گیرم مثال، Έی ِ عنوان به

است:

Γ = 0. (524)
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و مینم تعریف (485) با را s َند. آزاد یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن که آورم دست به را ͳی ها f میخاهم

میشود دیده (497) از میبرم. کار به را ͳدِکَرت ِ مختصات s و r یِ برا

∂2 si

∂ rj ∂ rk
= 0. (525)

ست: ͳخط ِ-بالا دست- r به نسبت ،f(t, r) میدهد نتیجه این

f(t, r) = s(t) + [R(t)] r. (526)

است. وارون-پذیر R ͳیعن باشد، وارون-پذیر f(t, �) که این است. ماتریس R و َند بردار s و r که

ͳیعن (526) یِ رابطه

s = s+R r. (527)

،ͳمئلفیِئ

fi(t, r) = si(t) + [Ri
j(t)] r

j . (528)

یا،

si = si(t) + [Ri
j(t)] r

j . (529)

میشود دیده ،(518) با u ِ تعریف از

ui =
d si

d t
+

dRij
d t

rj . (530)

بسته،

u =
d s

d t
+

dR

d t
r. (531)

یا،

u =
d s

d t
− dR

d t
R−1 s+

dR

d t
R−1 s. (532)
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میشود نتیجه (524) و (519) از

0 =
∂ ui

∂ sl
. (533)

ترتیب، این به

0 =
dR

d t
R−1. (534)

میدهد نتیجه که

0 =
dR

d t
. (535)

و است ثابت R پس

u =
d s

d t
. (536)

میشود نتیجه (522) از ترتیب، این به

0 =
d2 s

d t2
. (537)

پس،

s = a+ v t. (538)

که این نتیجه َند. ثابت ی بردارها v و a که

f(t, r) = a+ v t+R r. (539)

است. ثابت r و t جز چیز همه راست، ِ طرف در که

یِ ذره ِ حرکت ِ تقارن اند (539) ِ شل به که ͳی ها f یِ همه نباشد، متریΈ-دار فضا اگر

حفظ را طول f(t, �) که این است: لازم هم دیΎر ِ شرط Έی باشد، متریΈ-دار فضا اگر اما َند. آزاد
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از r2 و r1 یِ فاصله و َند، ثابت Έمتری یِ مئلف̃ها یˆند، ͳدِکَرت مختصات و است تخت فضا چون کند.

که است، |r2 − r1| هم

|r2 − r1| =
√

(r2 − r1) · (r2 − r1). (540)

،ͳیعن

|r2 − r1| =
√
g(r2 − r1, r2 − r1). (541)

میشود دیده ست. فضا ِ Έمتری g که

s2(t)− s1(t) = R [r2(t)− r1(t)]. (542)

،x ِ بردار هر یِ ازا به که است این بماند ثابت نقطه دˇ یِ فاصله f(t, �) ِ تحت که این ِ شرط پس

(Rx) · (Rx) = x · x. (543)

ͳیعن

g(Rx,Rx) = g(x, x). (544)

باشد. متعامد ͳیعن دارد، نΎه ثابت را طول R ͳیعن این
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ͳجنبش یِ انرژی 31

لخت، ِ چارچوب Έی در را، آن و میدهم نشان K با را ͳجنبش یِ انرژی است. متریΈ-دار فضا گیرم

مینم. تعریف چنین m ِ جرم به ͳنانسبیت ای ذره یِ برا

K =
1

2
mv · v. (545)

،ͳمئلف̃ئ

K =
1

2
mgi j v

i vj . (546)

یِ انرژی ترتیب این به َند. مان ِ تاب΄ ͳکل ِ حالت در ،Έمتری یِ مئلف̃ها ست. فضا ِ Έمتری g که

جمله، از میشود. سرعت یِ مئلف̃ها و مان یِ مئلف̃ها ِ تاب΄ ͳجنبش

∂ K

∂ vj
= mgi j v

i. (547)
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یا،

∂ K

∂ vj
= mvj . (548)

است. چنین ذره ِ حرکت یِ معادله میند. حرکت F یِ نیرو ِ تحت m ِ جرم به ذره Έی

m

{
d2 ri

d t2
+ [Γi

j k(r)]
d rj

d t

d rk

d t

}
ns
= F i(t, r, v). (346)

پس میند. صفر را r در Έمتری یِ مئلف̃ها ِ مشتق که هست ی مختصات ،r یِ نقطه هر با متناظر

با متناظر ذره، ِ مسیر از r0 یِ نقطه Έی یِ برا میشوند. صفر r در هم ل̃وی-چیویتا ِ هموستار یِ مئلف̃ها

میشود نتیجه میبرم. کار به را مختصات این ،t0 ِ زمان

m
d2 ri

d t2
ns
= F i, t = t0. (549)

یا،

m
d vi

d t

ns
= F i, t = t0. (550)

میشود دیده

d gi j
d t

=
∂ gi j
∂ rk

d rk

d t
. (551)

میشود را (550) پس است. صفر t0 در زمان، به نسبت Έمتری یِ مئلف̃ها ِ کامل ِ مشتق ترتیب این به

نوشت. چنین

m
d (gi j v

i)

d t

ns
= gi j F

i, t = t0. (552)

یا،

m
d vj
d t

ns
= Fj , t = t0. (553)

میشود (548) از استفاده با هم، این

d

d t

(
∂ K

∂ vj

)
ns
= Fj , t = t0. (554)
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مستقل که بنویسم ی شل به را آن میخاهم است. برقرار خاص ی مختصات در (554) یِ معادله

میΎیرم، ِ-پریم بدون- ِ مختصات و زمان از هموار ی تاب΄ را پریم-دار ِ مختصات باشد. مختصات از

میشود دیده است. پریم-دار ِ مختصات و زمان از هموار ی تاب΄ هم ِ-پریم بدون- ِ مختصات که چنان

∂ r′i

∂ vj
= 0. (555)

v′i =
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rj
vj . (556)

پس، َند. مان و زمان فقط ِ تاب΄ سرعت یِ مئلف̃ها یِ ضریبها و اول یِ جمله راست، ِ طرف در

∂ v′i

∂ vj
=
∂ r′i

∂ rj
. (557)

همچنین،

∂ v′i

∂ t
=
∂2 r′i

∂ t2
+

∂2 r′i

∂ t ∂ rj
vj . (558)

∂ v′i

∂ rj
=

∂2 r′i

∂ rj ∂ t
+

∂2 r′i

∂ rj ∂ rk
vk. (559)

ِ مختصات و زمان فقط ِ تاب΄ ِ-پریم، بدون- ِ مختصات یا زمان به نسبت پریم-دار ِ مختصات ِ مشتق

پس، است. ِ-پریم بدون-

d

d t

(
∂ r′i

∂ t

)
=
∂2 r′i

∂ t2
+

∂2 r′i

∂ rj ∂ t
vj . (560)

میدهد نشان که

d

d t

(
∂ r′i

∂ t

)
=
∂ v′i

∂ t
. (561)

همچنین،

d

d t

(
∂ r′i

∂ rj

)
=

∂2 r′i

∂ t ∂ rj
+

∂2 r′i

∂ rk ∂ rj
vk. (562)

میدهد نشان که

d

d t

(
∂ r′i

∂ rj

)
=
∂ v′i

∂ rj
. (563)
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ِ-پریم بدون- یِ متغیرها به نسبت تاب΄ این یِ مشتقها است. سرعت و مان و زمان از ی تاب΄ X گیرم

مینویسم: پریم-دار یِ متغیرها به نسبت آن یِ مشتقها ِ برحسب را

∂ X

∂ rj
=

∂ X

∂ r′i
∂ r′i

∂ rj
+

∂ X

∂ v′i
∂ v′i

∂ rj
. (564)

همچنین،

∂ X

∂ vj
=

∂ X

∂ v′i
∂ v′i

∂ vj
. (565)

میشود (557) از استفاده با که

∂ X

∂ vj
=

∂ X

∂ v′i
∂ r′i

∂ rj
. (566)

ترتیب، این به

d

d t

(
∂ X

∂ vj

)
=

[
d

d t

(
∂ X

∂ v′i

)]
∂ r′i

∂ rj
+
∂ X

∂ v′i
d

d t

(
∂ r′i

∂ rj

)
. (567)

میشود (563) از استفاده با که

d

d t

(
∂ X

∂ vj

)
=

[
d

d t

(
∂ X

∂ v′i

)]
∂ r′i

∂ rj
+
∂ X

∂ v′i
∂ v′i

∂ rj
. (568)

فقط ِ حسب بر نمیشود را ِ-پریم بدون- ِ مختصات به نسبت X ِ مشتق میشود دیده (564) یِ رابطه از

(568) یِ رابطه از نوشت. ِ-مختصات تغییر- ِ معادلات و پریم-دار ِ مختصات به نسبت X ِ مشتق

ِ حسب بر نمیشود را ِ-پریم بدون- ِ سرعت به نسبت X ِ مشتق ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق میشود دیده هم

ِ-مختصات تغییر- ِ معادلات و پریم-دار ِ سرعت به نسبت X ِ مشتق ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق فقط

میشود دیده روابط ین هم از اما نوشت.

∂ X

∂ rj
− d

d t

(
∂ X

∂ vj

)
=

[
∂ X

∂ r′i
− d

d t

(
∂ X

∂ v′i

)]
∂ r′i

∂ rj
. (569)

چنین را آن و میدهم نشان e∂ با را گسترش-یافته ِ مشتق سرعت، و مان و زمان از تاب΄ Έی یِ برا

مینم. تعریف

e∂i X =
∂ X

∂ ri
− d

d t

(
∂ X

∂ vi

)
. (570)
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میشود (569) ترتیب این به

e∂j X = (e∂i′ X)
∂ r′i

∂ rj
. (571)

ِ مشتق که ͳی جا است. (546) ِ شل به لخت، ِ چارچوب Έی در ذره یِ ͳجنبش یِ انرژی

ِ مختصات به نسبت ͳجنبش یِ انرژی ِ مشتق باشند، صفر فضا ِ مختصات به نسبت Έمتری یِ مئلف̃ها

ذره ِ مسیر از r0 یِ نقطه در را Έمتری یِ مئلف̃ها ِ مشتق که ی مختصات با پس میشود. صفر هم فضا

مینند، صفر (t0 ِ زمان با (متناظر

∂ K

∂ rj
= 0, t = t0. (572)

نوشت. چنین میشود را (554) یِ معادله ترتیب این به

−
[
∂ K

∂ rj
− d

d t

(
∂ K

∂ vj

)]
ns
= Fj , t = t0. (573)

یا،

−e∂j K
ns
= Fj , t = t0. (574)

،(571) از استفاده با مینویسم. پریم-دار (ِ (دلبخاه ِ مختصات ِ حسب بر را معادله این

−(e∂i′ K)
∂ r′i

∂ rj
ns
= Fj , t = t0. (575)

ِ-مختصات، تغییر- ِ مشتق ِ ماتریس ِ وارون در دˇ-طرف ِ ضرب با یا،

−e∂i′ K
ns
= Fj

∂ rj

∂ r′i
, t = t0. (576)

است: پریم-دار ِ مختصات با متناظر یِ ͳمختصات یِ پایه در نیرو یِ مئلفه راست، ِ طرف

Fj
∂ rj

∂ r′i
= Fi′ . (577)

میشود چنین (576) یِ معادله پس

−e∂i′ K
ns
= Fi′ , t = t0. (578)
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نمینند). صفر را Έمتری یِ مئلف̃ها ِ مشتق ͳی جا لزومˆن (مثلَن نیستند خاص پریم-دار ِ مختصات

(578) ِ شل به ی زمان هر یِ برا و دلبخاه ِ مختصات با میشود را حرکت یِ معادله ترتیب، این به

میشود حرکت یِ معادله برمیدارم. مختصات از هم را پریم ِ شاخص نوشت.

0
ns
= e∂iK + Fi. (579)

مفصلتر،

0
ns
=

[
∂ K

∂ ri
− d

d t

(
∂ K

∂ vi

)]
+ Fi. (580)

کار 32

ِ تعریف یِ برا میΎویم. C ِ مسیر بر نیرو ِ کار آن به و میدهم WCنشان با را C ِ مسیر بر نیرو ِ انتΎرال

است: لازم ͳدرون ِ ضرب نیرو، ِ بردار ِ حسب بر مسیر بر نیرو ِ انتΎرال

WC =

∫ t2

t1

(d t) [v(t)] · {F [t, r(t), v(t)]}. (581)

بسته،

WC =

∫
C
(d r) · F. (582)

نیست: لازم ͳدرون ِ ضرب دیΎر صورت آن در که نوشت، نیرو ِ همبردار ِ حسب بر میشود را انتΎرال این

WC =

∫ t2

t1

(d t) [vi(t)]Fi[t, r(t), v(t)]. (583)

بسته،

WC =

∫
C
(d ri)Fi. (584)
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به و نیست مسیر بر انتΎرال Έی واقعˆن کار است، سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ نیرو که ͳکل ِ حالت در

نیرو اگر اما نیست. مسیر ِ پارامترش از مستقل کار جمله، از دارد. ͳΎبست هم مسیر ِ پیمایش ِ شل

ِ پارامترش از مستقل جمله از و است مسیر بر انتΎرال Έی واقعˆن کار باشد، سرعت و زمان از مستقل

است. مسیر

چنین لخت، ِ چارچوب Έی در ،F یِ نیرو ِ تحت m ِ جرم به ی جسم یِ برا حرکت یِ معادله

است.

m
d v

d t

ns
= F. (585)

مینم: ͳدرون ِ ضرب سرعت در را این

m
d v

d t
· v ns

= F · v. (586)

زمان به نسبت نیرو ِ کار ِ مشتق راست ِ طرف و زمان، به نسبت ͳجنبش یِ انرژی ِ مشتق چپ ِ طرف

است:

dK

d t

ns
=

dW

d t
. (587)

میدهم: نشان P با را آن و میΎویم، توان زمان به نسبت کار ِ مشتق به

dK

d t

ns
= P. (588)

ِ شل برابری این به ست. نیرو ِ توان زمان به نسبت ͳانرژی-یِ-جنبش ِ مشتق ͳیعن (588) یِ معادله

میΎیرم: انتΎرل زمان نسبت (587) دˇ-طرف از میΎویند. ͳکار-انرژی-یِ-جنبش یِ قضیه یِ ͳدیفرانسیل

∆K
ns
=W. (589)

ِ شل (یا ͳکار-انرژی-یِ-جنبش یِ قضیه این به ست. نیرو ِ کار با برابر ͳجنبش یِ انرژی ِ تغییر ͳیعن

میΎویند. (ͳکار-انرژی-یِ-جنبش یِ قضیه یِ ͳرالΎانت



لΎَرانژ یِ فرمول-بندی ١٣٠

پایستار یِ نیرو 33

باشد) نداشته ͳΎبست سرعت و زمان (به باشد مان فقط ِ تاب΄ F اگر است، پایستار F یِ نیرو میΎویند

،L یِ حلقه هر با متناظر ͳیعن شود. صفر فضا در حلقه هر بر آن ِ انتΎرال و

WL = 0. (590)

فقط ِ تاب΄ C ِ مسیر بر نیرو ِ انتΎرال که این با است همئرز شود، صفر حلقه هر بر نیرو ِ انتΎرال که این

شان یِ انتها و یسان شان یِ ابتدا که C2 و C1 ِ دˇ-مسیر هر با متناظر ͳیعن باشد. مسیر یِ انتها و ابتدا

باشد، یسان

WC2 =WC1 . (591)

مسیر هر بر ش َ انتΎرال ا (یا شود صفر حلقه هر بر ش َ انتΎرال و باشد مان فقط ِ تاب΄ نیرو که این

نیرو که هست مان فقط از تاب΄ Έی که این با است همئرز باشد)، مسیر یِ انتها و ابتدا فقط ِ تاب΄

که هست مان از U ِ تاب΄ Έی ͳیعن است. آن ِ مشتق

Fi = −
∂ U

∂ ri
. (592)

مشخص ͳجمع ِ ثابت Έی ِ حد تا را پتانسیل یِ انرژی بالا یِ رابطه میΎویند. پتانسیل یِ انرژی U به

را بالا یِ رابطه همچنان نتیجه و افزود، ثابت Έی میشود براورˆد را بالا یِ رابطه که U هر به میند:

را انرژی-یِ-پتانسیل میشد دارد: ͳتاریخ ِ نقش فقط و ندارد ی اهمیت هم ͳمنف ِ علامت برمیئاورˆد.

بوده. ͳمنف ِ علامت با اولیه ِ قرارداد اما کرد، تعریف ͳمنف ِ علامت ِ بدون

دیده (584) از نوشت. پتانسیل یِ انرژی ِ حسب بر میشود را نیرو ِ کار باشد، پایستار نیرو اگر

میشود

WC = −
∫
C
(d ri)

∂ U

∂ ri
. (593)

میدهد نتیجه که

W = −∆U. (594)
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میشود نتیجه هم (589) با این ِ ترکیب از

∆K +∆U
ns
= 0. (595)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان H با را ͳانیم یِ انرژی

H = K + U. (596)

میشود (595) یِ رابطه

∆H
ns
= 0. (597)

یِ انرژی ذره) ِ (حرکت تحول با باشد، پایستار نیرو اگر میΎویند: ͳانیم یِ انرژی یِ ͳΎپایست این به

میمانَد. ثابت ͳانیم

میشود میشود: تعریف ͳجمع ِ ثابت Έی ِ حد تا پتانسیل، یِ انرژی ِ مثل هم، ͳانیم یِ انرژی

نمیشود. عوض ͳانیم یِ انرژی یِ ͳΎپایست جمله از و افزود، ثابت Έی ͳانیم یِ انرژی به

هر بر آن ِ انتΎرال و باشد مان فقط ِ تاب΄ نیرو از ی بخش ͳیعن باشد، پایستار نیرو از ی بخش اگر

گیرم کرد. تعریف پتانسیل یِ انرژی میشود نیرو از بخش آن یِ برا باشد، صفر حلقه

F = Fc + Fn, (598)

و است مان فقط ِ تاب΄ که هست U Έی پس است. پایستار Fc که

Fc i = −
∂ U

∂ ri
. (599)

میشود دیده

W = −∆U +Wn. (600)

به میشود تبدیل (595) یِ رابطه ترتیب این به است. Fn یِ نیرو با متناظر ِ Wnکار که

∆K +∆U
ns
=Wn. (601)
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به میشود تبدیل (597) یِ رابطه مینم. تعریف (596) با همچنان را ͳانیم یِ انرژی

∆H
ns
=Wn. (602)

ِ Έیتف البته نشده. انرژی-یِ-پتانسیل ِ وارد که نیرو از ی بخش ِ کار با است برابر انرژی ِ تغییر ͳیعن

ِ بخش در و برداشت پایستار ِ بخش از ی چیز میشود نیست. یتا ناپایستار و پایستار یِ بخشها به نیرو

نتیجه در و (ͳجمع ِ ثابت Έی با فقط (نَ میشود عوض پتانسیل یِ انرژی کار این با گذاشت. پایستار

از Έی Ϳهی ی، تغییر چنین .(ͳجمع ِ ثابت Έی با فقط نَ (باز، میشود عوض هم ͳانیم یِ انرژی

را (602) و (601) ِ معادلات ِ دˇ-طرف از Έی هر اما نمیند، عوض را (600) یِ معادله ِ دˇ-طرف

َند. برقرار همچنان (602) و (601) ِ معادلات که ی شل به البته میند، عوض

لΎَرانژی 34

درامد. شل این به حرکت یِ معادله

0
ns
=

[
∂ K

∂ ri
− d

d t

(
∂ K

∂ vi

)]
+ Fi. (580)

نوشت: انرژی-یِ-پتانسیل ِ حسب بر را نیرو میشود (580) در باشد، پایستار نیرو اگر

0
ns
=

[
∂ K

∂ ri
− d

d t

(
∂ K

∂ vi

)]
− ∂ U

∂ ri
. (603)

با است همئرز بالا یِ معادله بود، سرعت از مستقل انرژی-یِ-پتانسیل چون

0
ns
=

[
∂ K

∂ ri
− d

d t

(
∂ K

∂ vi

)]
−
[
∂ U

∂ ri
− d

d t

(
∂ U

∂ vi

)]
. (604)

مینم: تعریف پتانسیل یِ انرژی یِ منها ͳجنبش یِ انرژی را آن و میدهم نشان L با را لΎَرانژی

L = K − U. (605)

میشود حرکت یِ معادله

0
ns
=
∂ L

∂ ri
− d

d t

(
∂ L

∂ vi

)
. (606)
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مختصرتر،

0
ns
= e∂i L. (607)

با را لΎَرانژی میشود همچنان آورد، دست به انرژی-یِ-پتانسیل از بشود را نیرو از ی بخش فقط اگر

میشود. حرکت یِ معادله کرد. نعریف (605)

0
ns
=

[
∂ L

∂ ri
− d

d t

(
∂ L

∂ vi

)]
+ Fn i. (608)

مختصرتر،

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)

نشده. انرژی-یِ-پتانسیل ِ وارد که ست نیرو از ی بخش Fn که

گسترش- ِ مشتق یِ) ͳمنف) F یِ نیرو که باشد سرعت و مان و زمان از U ِ تاب΄ Έی است ممن

باشد: U یِ یافته

Fi = −
[
∂ U

∂ ri
− d

d t

(
∂ U

∂ vi

)]
. (610)

مختصرتر،

Fi = −e∂i U. (611)

تبدیل (607) مختصرتر یا ،(606) یِ معادله به ،(580) یِ معادله حرکت، یِ معادله هم صورت این در

حرکت یِ معادله باشد، U یِ گسترش-یافته ِ مشتق یِ) ͳمنف) نیرو از ی بخش اگر همچنین، میشود.

ِ وارد که ست نیرو از ی بخش Fn که میشود، تبدیل (609) مختصرتر یا ،(608) یِ معادله ِ شل به

نشده. U

نوشته نیرو) از ی بخش احتمالَن (و لΎَرانژی Έی با عملَن حرکت یِ معادله موارد، این یِ همه در

و مان و زمان از تاب΄ Έی L یِ لΎَرانژی باشند. معلوم Έت-Έت U و K نیست ی نیاز و میشود

سرعت به نسبت که (ͳجنبش یِ (انرژی K است: تاب΄ دˇ ِ تفاضل ش اَ ساده ِ شل در که است، سرعت
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ِ شل در لΎَرانژی از ترتیب، این به است. سرعت از مستقل که پتانسیل) یِ (انرژی U و ست، مجذوری

کرد: استخراج را پتانسیل یِ انرژی و ͳجنبش یِ انرژی میشود ش اَ ساده

K =
1

2
vi vj

∂2 L

∂ vi ∂ vj
. (612)

U = L−K. (613)

پریم- ِ مختصات اگر ست. مجذوری سرعت به نسبت ͳجنبش یِ انرژی که است لخت ِ چارچوب در اما

ِ-پریم بدون- ِ مختصات به وابسته-به-زمان ِ تبدیل Έی با و باشند لخت ِ چارچوب Έی با متناظر دار

باشند، مربوط

K =
1

2
mgi′ j′

d r′i

d t

d r′j

d t
. (614)

پس،

K =
1

2
mgi′ j′

(
∂ r′i

∂ t
+
∂ r′i

∂ rk
d rk

d t

) (
∂ r′j

∂ t
+
∂ r′j

∂ rl
d rl

d t

)
. (615)

و مستقل-از-سرعت ِ جملات است ممن ͳجنبش یِ انرژی دلبخاه، ِ یΈچارچوب در میدهد نشان که

یِ انرژی باشد. ͳنانسبیت ذره که ست ی وقت اینها یِ همه تازه باشد. داشته هم خطͳ-نسبت-به-سرعت

باشد. داشته ͳΎبست سرعت به است ممن بیاید، آن از نیرو از ی بخش یا نیرو است قرار که هم، پتانسیل

یِ برا اما نیست، ͳبدیه پتانسیل یِ انرژی و ͳجنبش یِ انرژی به لΎَرانژی ِ Έیتف وضعیتها، این در

نیست. هم لازم حرکت یِ معادله ِ نوشتن

ِ حسب بر را حرکت ِ معادلات مشابه، ی شل به میشود هم ذره چند ِ شامل ی سیستم یِ برا

مینم: تعریف ذرات یِ انرژی-یِ-جنبشیها ِ مجموع را کل ی ͳانرژی-یِ-جنبش نوشت. لΎَرانژی

K =
∑
a

Ka. (616)

ِ سرعت و مان و زمان، ِ تاب΄ a یِ ذره ͳانرژی-یِ-جنبش و است، a یِ ذره با متناظر a ِ شاخص که

میشود a یِ ذره یِ برا حرکت یِ معادله است. a یِ ذره

0
ns
= e∂a iK + Fa i. (617)
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میئاید: انرژی-یِ-پتانسیل Έی از نیرو از ی بخش گیرم

Fa i = Fa c i + Fa n i. (618)

Fa c i = −e∂a i U. (619)

میشود حرکت یِ معادله

0
ns
= e∂a i L+ Fa n i. (620)

وارد یِ نیرو در لابد دارند، برهمنش هم با ذرات ی وقت است. (K − U) همان (لΎَرانژی) L که

ی مجموع ِ شل به نمیشود را U وضعیت این در میشود. ظاهر هم دیΎر ِ ذرات ِ حالت a یِ ذره بر

هم را L یِ لΎَرانژی پس باشند. ذره Έی فقط ِ حالت و زمان ِ تاب΄ کدام هر که نوشت ی جملات از

ذره Έی فقط ِ حالت و زمان ِ تاب΄ کدام هر (که تΈ-ذرات یِ لΎَرانژیها ِ مجموع ِ شل به نمیشود

انرژی- و ͳانرژی-یِ-جنبش به آن ِ Έیتف که باشد چنان لΎَرانژی ممن این، بر علاوه نوشت. اند)

یِ مختصه هر که شوند نوشته ی مختصات ِ حسب بر معادلات است ممن و نباشد. ͳبدیه یِ-پتانسیل

به ͳانرژی-یِ-جنبش ِ Έیتف صورت، این در باشد. ذره چند ِ مختصات و زمان از یِ تاب΄ جدید

میشود. حفظ حرکت یِ معادله یِ ͳکل ِ شل اما میرود. دست از هم تΈ-ذرات یِ ͳانرژی-یِ-چنبش

ِ شاخص Έی ،ͳفضای یِ مئلفه و ذره ِ ِ-شاخص زُج- یِ جا به و میدهم نشان ها qi با را مختصات

نشان q̇ با را q ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق میΎویم. پیربندی یِ فضا ها q یِ مجموعه به میبˆرم. کار به ͳکل

میدهم:

q̇ =
d q

d t
. (621)

است: مقدم مشتق-گیری بر شاخص مینم قرارداد و

q̇i =
d qi

d t
. (622)

ͳیعن که

q̇i =
d (qi)

d t
. (623)
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میشود حرکت یِ معادله

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)

که

e∂i X =
∂ X

∂ qi
− d

d t

(
∂ X

∂ q̇i

)
. (624)

باشد، صفر ͳاضاف یِ نیرو اگر میΎویم. ͳاضاف یِ نیرو نشده، لΎَرانژی ِ وارد که نیرو از بخش آن ،Fn به

میشود ِ معادله-یِ-حرکت

0
ns
= e∂i L. (607)

سرعت و مان ترتیب، به هم، q̇ و q به ،ͳکل ِ طُر به میΎویند. (L یِ (برا اُیل̃ر-لΎَرانژ یِ معادله این، به

میΎویم.

میشود ِ-گسترش-یافته مشتق- ِ تعریف یِ باز-شده

e∂i X =
∂ X

∂ qi
− ∂2 X

∂ t ∂ q̇i
− ∂2 X

∂ qj ∂ q̇i
q̇j − ∂2 X

∂ q̇j ∂ q̇i
q̈j . (625)

که q̈j جز است، سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ تاب΄ چیز همه ،(625) ِ راست ِ طرف در

نسبت سرعت، و مان و زمان از تاب΄ Έی یِ ِ-گسترش-یافته مشتق- پس است. q̇j یِ ͳزمان ِ مشتق

،(609) ِ معادلات ِ-حرکت، معادلات- جمله از ست. ͳخط ِ-بالا دست- سرعت یِ مئلف̃ها ِ مشتق به

مینم. تعریف چنین را M ِ ماتریس اند. دˇ ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ͳی معادله-یِ-دیفرانسیلها

Mi j =
∂2 L

∂ q̇j ∂ q̇i
. (626)

میشوند. چنین (609) ِ معادلات

Mi j q̈
j ns
= Fi. (627)

بسته،

M b
ns
= F. (628)
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که

bi = q̈i. (629)

Fi =
∂ L

∂ qi
− ∂2 L

∂ t ∂ q̇i
− ∂2 L

∂ qj ∂ q̇i
q̇j + Fn i. (630)

میشوند. حرکت ِ معادلات باشد، وارون-پذیر M اگر است. سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ F

b
ns
= M−1 F. (631)

مفصلتر،

bi
ns
= (M−1)i j Fj . (632)

سرعت و مان و زمان ِ حسب بر را سرعت ِ مشتق حرکت ِ معادلات باشد، وارون-پذیر M اگر پس

حرکت ِ معادلات نباشد، Mوارون-پذیر ِ ماتریس اگر است. دˇ حرکت ِ معادلات یِ مرتبه ͳیعن میدهند،

حرکت ِ معادلات پس نمیدهند. سرعت و مان و زمان ِ حسب بر را سرعت یِ مئلف̃ها یِ همه ِ اول ِ مشتق

وارون-پذیر سرعت) به نسبت لΎَرانژی ِ دوم ِ (مشتق M ِ ماتریس اگر تنها و اگر اند، دˇ یِ مرتبه از

باشد.

تانه 35

Έی در و لخت ِ چارچوب Έی در ،F یِ نیرو ِ تحت m ِ جرم به جسم Έی یِ برا حرکت یِ معادله

نوشت. چنین میشود را است، صفر Έمتری یِ مئلف̃ها ِ مشتق آن در که مسیر از نقطه

0
ns
= − d (mvi)

d t
+ Fi. (633)

رابطه این آن، ِ سرعت در در ضرب جسم ِ ِجرم شل به جسم Έی یِ ͳانیم یِ تانه ِ تعریف با

میشود

0
ns
= − ṗi + Fi. (634)
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است: تانه p که

p = mv. (635)

ضمنَن، حالت این در

∂ K

∂ vi
= mvi. (548)

حالت، این در پس ست. ͳجنبش یِ انرژی K که

pi =
∂ K

∂ vi
. (636)

به میشود تبدیل (634) یِ معادله کلیتر، یِ چارچوبها و مختصات، دستΎاهها، یِ برا

0
ns
=
∂ K

∂ qi
− d pi

d t
+ Fi. (637)

شده. تعریف چنین p آن در که

pi =
∂ K

∂ q̇i
. (638)

میشود (637) یِ معادله بیاید، U ِ انرژی-یِ-پتانسیل از نیرو از ی بخش اگر

0
ns
=
∂ K

∂ qi
− ṗi −

∂ U

∂ qi
+

d

d t

(
∂ U

∂ q̇i

)
+ Fn i. (639)

یا،

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− ṗi +

d

d t

(
∂ U

∂ q̇i

)
+ Fn i. (640)
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یِ برا ی رˇشن ِ راه ͳکل ِ حالت در شد معلوم اما شده. تعریف (K − L) با برابر L یِ لΎَرانژی که

معادله-یِ-حرکت ِ نوشتن یِ برا نیست. انرژی-یِ-پتانسیل و ͳانرژی-یِ-جنبش به لΎَرانژی ِ Έیتف

انرژی-یِ-پتانسیل به (638) ِ شل به تانه ِ تعریف اما است. لازم (ͳنیرو-یِ-اضاف (و لΎَرانژی فقط

انرژی-یِ-پتانسیل که ای ساده ِ حالت در که چنان کرد، عوض را تانه ِ تعریف میشود دارد. نیاز

ِ اساس بر تانه ِ تعریف ͳکل ِ حالت در اما آید، دست به (638) ان هم است، سرعت از مستقل و معلوم

یِ تانه نباشد. وابسته انرژی-یِ-پتانسیل و ͳانرژی-یِ-جنبش به لΎَرانژی ِ Έیتف به و باشد لΎَرانژی

مینم تعریف چنین را آن و میدهم، نشان p ان هم با را تعمیم-یافته

pi =
∂ L

∂ q̇i
. (641)

با است. (638) ان هم (641) باشد، سرعت از مستقل U و باشد (K −U) با برابر L اگر میشود دیده

،(641) ِ تعریف

e∂i L =
∂ L

∂ qi
− ṗi. (642)

میشود. چنین معادله-یِ-حرکت پس

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− d pi

d t
+ Fn i. (643)

یِ تانه ان هم تانه از م َ منظور و نمیبˆرم کار به تانه یِ برا را تعمیم-یافته ِ صفت دیΎر پس این از

است. ،(641) ِ تعریف تعمیم-یافته،

ی مختصات ها q′i گیرم اند. وابسته مختصات به تانه یِ مئلف̃ها که است رˇشن تانه ِ تعریف از

یِ مئلف̃ها و ِ-پریم، بدون- ِ مختصات زمان، ِ تاب΄ ها q̇′i َند. زمان (احتمالَن) و ها qi به وابسته

میشوند: سرعت ِ ِ-پریم بدون-

q̇′i =
∂ q′i

∂ qj
q̇j +

∂ q′i

∂ t
. (644)

میدهد نتیجه که

∂ q̇′i

∂ q̇j
=
∂ q′i

∂ qj
. (645)
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همچنین،

∂ L

∂ q̇j
=

∂ L

∂ q̇′i
∂ q̇′i

∂ q̇j
. (646)

میدهد نتیجه که

pj = p′i
∂ q̇′i

∂ q̇j
. (647)

میشود (645) از استفاده با هم، این

pj = p′i
∂ q′i

∂ qj
. (648)

میشود دیده ضمنَن

pj q̇
j = p′i

∂ q′i

∂ qj
q̇j ,

= p′i

(
q̇′i − ∂ q′i

∂ t

)
. (649)

ͳیعن که

pj q̇
j = p′i q̇

′i − p′i
∂ q′i

∂ t
. (650)

ِ مشتق جمله از سرعت. در ضرب ثابت) ِ عدد Έی) جرم با بود برابر تانه ،ͳابتدای ِ تعریف در

لزومˆن تانه نیست. چنین لزومˆن دیΎر تعمیم-یافته، ِ شل این در بود. ثابت سرعت به نسبت تانه

ِ سرعت به نسبت تانه باشد، درجه-یِ-دˇ سرعت به نسبت لΎَرانژی اگر نیست. ͳخط سرعت به نسبت

ثابت سرعت به نسبت تانه ِ مشتق نیست لازم هم حالت این در حتا ͳول ست. ͳخط ِ-بالا دست-

باشد.

همئرز یِ لΎَرانژیها 36

کرد. حساب را نیرو میشود آن) ِ جرم ِ دانستن (و ذره هر ِ شتاب ِ سنجش با است: مشاهده-پذیر نیرو

ذره، آن ِ معادله-یِ-حرکت و معین، ِ جرم با ای ذره بر وارد یِ نیرو ِ بین یِ رابطه دیΎر، ی بیان به
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را نیرو میشود حرکت یِ معادله از و آورد دست به را حرکت یِ معادله میشود نیرو از است: Έبه-ی-Έی

کرد. حساب

،r یِ (درجه-یِ-آزادی) مختصه Έی با ی سیستم یِ برا گیرم مثلَن نیست. چنین لΎَرانژی اما

است. چنین لΎَرانژی و است صفر ͳاضاف یِ نیرو

L =
mv2

2
. (651)

است: سرعت v که

v = ṙ. (652)

میشود L با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت است. ناصفر ی ثابت m و

0
ns
= −mv̇. (653)

آن، با همئرز یا،

0
ns
= v̇. (654)

میشود L̃ با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت است. سرعت فقط ِ تاب΄ که میΎیرم دیΎر یِ لΎَرانژی Έی را L̃

0
ns
= − d

d t

(
d L̃

d v

)
. (655)

ͳیعن که

0
ns
= − d2 L̃

d v2
v̇. (656)

دسته Έی که این نتیجه نشود. صفر هرگز L̃ ِ دوم ِ مشتق اگر است، همئرز (654) با معادله این

لازم اگر ،ͳاضاف یِ نیرو (و لΎَرانژی از مینجامند: ی یسان ِ معادله-یِ-حرکت به که یˆند لΎَرانژی

به یتا ِ طُر به لΎَرانژی معادله-یِ-حرکت از اما میئاید. دست به یتا ِ طُر به معادله-یِ-حرکت باشد)

نمیئاید. دست
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است. چنین حرکت یِ معادله نیست، صفر ͳاضاف یِ نیرو که ͳکل ِ حالت در

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)

میشود Fn یِ ͳنیرو-یِ-اضاف ان هم و L̃ یِ لΎَرانژی با متناظر حرکت یِ معادله

0
ns
= e∂i L̃+ Fn i. (657)

باشد. برقرار اتحاد این اگر َند، همئرز (657) و (609) ِ معادلات

e∂i L̃− e∂i L = 0. (658)

یا،

e∂i (L̃− L) = 0. (659)

است. همئرز L با L̃ میΎویند باشد، برقرار اتحاد این ی وقت

e∂i (L̃− L) =
∂ (L̃− L)
∂ qi

− ∂2 (L̃− L)
∂ t ∂ q̇i

− ∂2 (L̃− L)
∂ qj ∂ q̇i

q̇j

− ∂2 (L̃− L)
∂ q̇j ∂ q̇i

q̈j . (660)

یِ برابری ِ راست ِ طرف در q̈j ِ ضریب که است این (659) ِ اتحاد یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط Έی

باشد: صفر بالا

∂2 (L̃− L)
∂ q̇j ∂ q̇i

= 0. (661)

ست: ͳخط ِ-بالا دست- سرعت به نسبت ،(L̃− L) ͳیعن این

L̃− L = A+Bi q̇
i. (662)

ترتیب، این به ندارند). ͳΎبست سرعت (به َند مان و زمان از ͳی تابعها ها Bi و A که

e∂i (L̃− L) =
∂ A

∂ qi
+
∂Bj

∂ qi
q̇j − dBi

d t
,

=
∂ A

∂ qi
+
∂Bj

∂ qi
q̇j − ∂Bi

∂ t
− ∂Bi

∂ qj
q̇j . (663)
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یا،

e∂i (L̃− L) =
∂ A

∂ qi
− ∂Bi

∂ t
+

(
∂Bj

∂ qi
− ∂Bi

∂ qj

)
q̇j . (664)

یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط Έی پس َند. مان و زمان از ͳی تابعها ها Bi و A یِ ͳپارِئ یِ مشتقها

باشد: صفر بالا یِ برابری ِ راست ِ طرف در q̇j ِ ضریب که است این (659) ِ اتحاد

∂Bj

∂ qi
− ∂Bi

∂ qj
= 0. (665)

و است مان و زمان ِ تاب΄ که هست C Έی ͳیعن این

Bi =
∂ C

∂ qi
. (666)

ترتیب، این به

e∂i (L̃− L) =
∂ A

∂ qi
− ∂2 C

∂ t ∂ qi
. (667)

یا،

e∂i (L̃− L) =
∂

∂ qi

(
A− ∂ C

∂ t

)
. (668)

از مستقل ِ-راست طرف- ِ پرانتز که است این (659) ِ اتحاد یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط Έی پس

باشد: مان

A− ∂ C

∂ t
= D. (669)

به نسبت E ِ مشتق D و است، زمان فقط ِ تاب΄ که هست E Έی پس است. زمان فقط ِ تاب΄ D که

است: زمان

D = Ė. (670)

مینم. تعریف چنین را Λ

Λ = C+ E. (671)
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میشود دیده و است، مان و زمان فقط ِ تاب΄ Λ که است رˇشن

A =
∂ Λ

∂ t
. (672)

Bi =
∂ Λ

∂ qi
. (673)

نتیجه، در

L̃− L =
∂ Λ

∂ t
+
∂ Λ

∂ qi
q̇i. (674)

،ͳیعن که

L̃− L = Λ̇. (675)

است. مان و زمان از تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق آنها ِ تفاصل باشند، همئرز لΎرانژی دˇ اگر پس

ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق لΎرانژی دˇ ِ تفاضل اگر است: درست هم این ِ عس میشود دیده ͳسادگ به

یِ ͳزمان ِ مشتق X گیرم این، ِ اثبات یِ برا َند. همئرز دˇ-لΎَرانژی آن باشد، مان و زمان از تاب΄ Έی

است: مان و زمان فقط ِ تاب΄ Y که است، Y ِ کامل

X = Ẏ. (676)

،ͳیعن

X =
∂Y

∂ t
+
∂Y

∂ qi
q̇i. (677)

صورت، این در

∂ X

∂ qi
=

∂

∂ qi

(
∂Y

∂ t
+
∂Y

∂ qj
q̇j
)
. (678)

پس،

∂ X

∂ qi
=

∂2 Y

∂ qi ∂ t
+

∂2 Y

∂ qi ∂ qj
q̇j . (679)
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همچنین،

d

d t

(
∂ X

∂ q̇i

)
=

d

d t

(
∂Y

∂ qi

)
. (680)

و

d

d t

(
∂Y

∂ qi

)
=

∂2 Y

∂ t ∂ qi
+

∂2 Y

∂ qj ∂ qi
q̇j . (681)

پس،

∂ X

∂ qi
=

d

d t

(
∂ X

∂ q̇i

)
. (682)

آنجا، از و

e∂i X = 0. (683)

از تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق شان ِ تفاضل اگر تنها و اگر َند همئرز لΎَرانژی دˇ ترتیب، این به

باشد. مان و زمان

اما است. همئرز آنها از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- میدهد نتیجه باشند، همئرز لΎَرانژی دˇ که این

آن نمیشود نتیجه باشند همئرز لΎَرانژی دˇ ِ ِ-حرکت معادلات- که این از نیست: درست این ِ عس

آنها از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- اما نیستند همئرز دˇ-لΎَرانژی که مثال Έی َند. همئرز دˇ-لΎَرانژی

آمد. بخش ین هم یِ ابتدا در که ست ی مثال است، همئرز

یِ تانه حتا نیست. مشاهده-پذیر هم تانه میشود نتیجه نیست، مشاهده-پذیر لΎَرانژی که این از

(L̃−L) باشد، همئرز L یِ لΎَرانژی با L̃ یِ لΎَرانژی اگر نیست. یسان هم همئرز یِ لΎَرانژیها با متناظر

را L̃ با متناظر یِ تانه .(674) یِ رابطه است: مان) و زمان ِ تاب΄ Έی) Λ ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق

میشود دیده میدهم. نشان p̃ با

p̃i = pi +
∂ Λ

∂ qi
. (684)

بسته،

p̃ = p+
∂ Λ

∂ q
. (685)
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برابری ِ قید 37

میشوند) وارد حالت در که (آنها مان یِ مشتقها و مان و زمان ِ بین معادله چند یا Έی برابری ِ قید

چند یا Έی برابری ِ قید است، مان) ِ اول ِ (مشتق سرعت و مان فقط ِ شامل حالت چون است.

است. Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از ِ معادله-یِ-دیفرانسیل

حرکت ِ معادلات ،Z یِ ِ-برابری قید- و ،Fn یِ ͳنیرو-یِ-اضاف ،L یِ لΎَرانژی با ی سیستم یِ برا

میشوند

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)

0
ns
= Za. (686)

ِ شامل ͳاضاف یِ نیرو است. قید ِ معادلات (686) و َند، سرعت و مان و زمان از ͳی تابعها ها Za

که مینم تعریف گسترش-یافته یِ لΎَرانژی Έی ،Z ِ قید و L یِ لΎَرانژی با هست. هم قیدی یِ نیرو

میدهم: نشان Lz با را آن

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa Z
a(t, q, q̇). (687)

رفتار q ِ مثل هم λ با اگر میΎویند.) لΎَرانژ یِ ضریبها ها λa به (یا میΎویند. لΎَرانژ ِ ضریب λ به

که ͳی ͳنیرو-یِ-اضاف و Lz با متناظر ِ معادلات بنویسم، حرکت یِ معادله هم آن یِ مئلف̃ها یِ برا و کنم

میشوند. چنین یˆند ها Fa
λ و ها Fi ش یˆ مئلف̃ها

0
ns
= e∂i Lz + Fi. (688)

0
ns
= e∂aλ Lz + Fa

λ. (689)

که

e∂aλ X =
∂ X

∂ λa
− d

d t

(
∂ X

∂ λ̇a

)
. (690)

پس است. λ̇ از مستقل Lz

e∂aλ Lz =
∂ Lz

∂ λa
. (691)
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میشود (689) و

0
ns
=
∂ Lz

∂ λa
+ Fa

λ. (692)

یا،

0
ns
= Za + Fa

λ. (693)

که آن ِ شرط به است، (686) ان هم این

Fa
λ = 0. (694)

میشود هم (688) یِ معادله

0
ns
= e∂i L+ e∂i (λa Z

a) + Fi. (695)

اما،

e∂i (λa Z
a) = λa

∂ Za

∂ qi
− d

d t

(
λa

∂ Za

∂ q̇i

)
. (696)

یا،

e∂i (λa Z
a) = λa e∂i Z

a − λ̇a
∂ Za

∂ q̇i
. (697)

میشود (688) پس

0
ns
= e∂i L+ λa e∂i Z

a − λ̇a
∂ Za

∂ q̇i
+ Fi. (698)

که آن ِ شرط به است، (609) ان هم این

Fi = Fn i − λa e∂i Za + λ̇a
∂ Za

∂ q̇i
. (699)



لΎَرانژ یِ فرمول-بندی ١۴٨

مفصلتر،

Fi = Fn i − λa
∂ Za

∂ qi
+ λ̇a

∂ Za

∂ q̇i
+ λa

d

d t

(
∂ Za

∂ q̇i

)
. (700)

یا،

Fi = Fn i + λ̇a
∂ Za

∂ q̇i
+ λa

(
−∂ Z

a

∂ qi
+

∂2 Za

∂ t ∂ q̇i
+

∂2 Za

∂ qj ∂ q̇i
q̇j
)

+ λa
∂2 Za

∂ q̇j ∂ q̇i
q̈j . (701)

ِ-لΎَرانژها ضریب- البته (و سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ تاب΄ راست، ِ طرف یِ چیزها یِ همه

Fn یا F از ی Έی ِ-کم دست- ͳکل ِ حالت در ترتیب این به ها. q̈j جز اند، شان) یِ ͳزمان ِ مشتق و

است، سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ تاب΄ Fn که کنم فرض را این اگر است. وابسته هم شتاب به

بود. خاهد هم شتاب ِ تاب΄ F ͳکل ِ حالت در

میΎویم. گسترش-یافته یِ ͳنیرو-یِ-اضاف F به و گسترش-یافته، یِ لΎَرانژی Lz به

شان ِ تعداد (689) و (688) ِ معادلات ِ-برابری، قید- k و آزادی یِ درجه m با سیستم Έی یِ برا

صفر که ،Fλ ِ معلوم-بودن با و باشند؛ مستقل هم از که این ِ شرط به معادلات؛ این با است. (m+ k)

عل�ͳالاصول اولیه؛ ِ شرایط ِ معلوم-بودن با و است؛ (701) مفصلتر یا (699) ِ شل به که ،F و است؛

آورد. دست به دارند، متغیر (m+ k) جمعˆن که را، λ و q میشود

Έی نمیند. مشخص کامل ِ طُر به را قیدی یِ نیرو ͳتنهای به باشد، برقرار قید Έی که شرط این

ِ وزن از َند عبارت جسم بر وارد یِ نیروها گیرم ست. ͳافق ِ سط Έی بر جسم Έی ِ حرکت مثال

میشود نتیجه (قید) میمانَد ͳافق ِ سط بر جسم که این از میند. وارد جسم بر سط که ͳی نیرو و جسم

مئلفه-یِ- قید است. جسم ِ وزن با برابر میند وارد جسم بر سط که ͳی نیرو ِ عمود-بر-سط یِ مئلفه

این ِ عمود-بر-سط یِ مئلفه فقط گفت میشود البته نمیند. مشخص را نیرو این ِ مماس-بر-سط

مستقل باید میΎویند) اصطاک آن به که ،مماس-بر-سط یِ (مئلفه باقیمانده ست. قیدی یِ نیرو نیرو

در نیست. یتا ِ-قیدی غیر- و قیدی یِ نیرو به نیرو ِ Έیتف ͳکل ِ حالت در اما باشد. مشخص قید از

ِ مجموع ِ شل به را سط از ͳناش یِ نیرو میشد ،ͳافق ِ سط Έی Έی بر جسم ِ حرکت ِ مثال ان هم

که نوشت، (سط بر عمود لزومˆن (نَ مشخص یِ راستا Έی با موازی یِ نیرو Έی و معلوم یِ نیرو Έی

باشد. قیدی یِ نیرو ͳدوم این
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با که است این میشود نتیجه َند) هم از مستقل که این ِ فرض (با معادل̃ها ِ تعداد از که ی چیز

دست به میشود را (λ و q یِ (مئلف̃ها متغیر (m + k) جمعˆن ،F و است، صفر که ،Fλ ِ معلوم-گرفتن

میشود: مشخص Fn اینها ِ دانستن با آورد.

Fn i = Fi + λa e∂i Z
a − λ̇a

∂ Za

∂ q̇i
. (702)

ِ معلوم-بودن با که است، داده از یِ بخش F که است این منظور اینجا است. (699) ان هم این البته

میئاید. دست به معادلات ِ جواب یِ رو از Fn و میشوند نوشته حرکت ِ معادلات ،Z و L با همراه آن

تغییر را ،(686) و (609) ِ معادلات اولیه، یِ مسئله F ِ تغییر-دادن میئاید بر (702) از جمله از

ِ-لΎَرانژ ضریب- که میئاید آنجا از این ندارند. ی چنین-اثر F ِ تغییرات یِ همه میشود دیده اما میدهد.

(686) و (609) ِ معادلات نشود، عوض Fn که کنند تغییر چنان F و λ اگر ست. ͳکم ی متغیر

ِ معادله-یِ-تحول ِ جواب که ͳمعن این به است، همئرز اولیه یِ مسئله با جدید یِ مسئله و عوضنمیشوند

λ اگر میشود دیده میئاید. دست به اولیه ِ معادله-یِ-تحول از که ست ی جواب ان هم q یِ برا جدید

که شود تبدیل F̃ به F اگر تنها و اگر نمیند تغییر Fn شود، تبدیل λ̃ به

F̃i = Fi − (λ̃a − λa) e∂i Za + (
˙̃
λa − λ̇a)

∂ Za

∂ q̇i
. (703)

یِ مسئله Έی به را اولیه یِ مسئله F̃ به F ِ تبدیل مینجامند: همئرز یِ مسئل̃ها به که هستند ͳی ها F پس

ی وقت میند، تبدیل آن با همئرز

F̃i = Fi + sa e∂i Z
a − ṡa

∂ Za

∂ q̇i
. (704)

رˇشن میΎویم. ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل (704) ِ شل به F̃ به F ِ تبدیل به است. زمان از دلبخاه ی تاب΄ s که

نوشت. میشود هم چنین را تبدیل این که است

F̃i = Fi + sa
∂ Za

∂ qi
− d

d t

(
sa
∂ Za

∂ q̇i

)
. (705)

یا،

F̃i = Fi + e∂i (sa Z
a). (706)
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نیرو- دˇ میند: تعریف همئرزی یِ رابطه Έی نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافت̃ها ِ بین ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل

و باشند. مربوط هم به ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل Έی با اگر تنها و اگر َند، همئرز یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته

یِ برا ی یسان ِ معادله-یِ-تحول به اگر تنها و اگر َند، همئرز نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته دو

نیرو-یِ- از ی بخش نمیند. عوض را Έفیزی ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل میΎویم ،ͳمعن این به بینجامند. q

یِ رده-یِ-همئرزی دارد)، اثر معادله-یِ-تحول بر ͳیعن) ست ͳفیزی که اضافͳ-یِ-گسترش-یافته

ست. نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافت̃ها

درجه-یِ- m هم نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته دارد، درجه-یِ-آزادی m سیستم ی وقت

پس دارد. درجه-یِ-آزادی k هم ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل باشد، داشته ِ-برابری قید- k سیستم اگر دارد. آزادی

نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش- از k-پارامتری یِ یΈخانواده با نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته هر

سیستم ی وقت ͳیعن دارد. پارامتر (m − k) ردی-یِ-همئرزیها یِ خانواده پس است. همئرز یافت̃ها

با نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته یِ ͳفیزی ِ بخش دارد، ِ-برابری قید- k و درجه-یِ-آزادی m

درجه- k مقابل در و شده، اضافه مسئله یِ داده به ِ-برابری قید- k میشود. مشخص پارامتر (m − k)

یِ پارامترها ِ تعداد شده. (ͳفیزی-ِ (غیر- ͳپیمان̃ئ نیرو-یِ-اضافͳ-یِ-گسترش-یافته در یِ-آزادی

نرده. تغییر ͳداده-یِ-فیزی

همئرز یِ ِ-برابریها قید- 38

چنین- میرود انتظار برد. کار به را آنها با همئرز ͳی ترکیبها میشود ِ-برابری، قید- ِ معادلات یِ جا به

ͳی ضریبها (با ͳخط ِ تاب΄ Έی ِ-برابری قید- که است این ِ یΈشل نند. عوض را q ِ تحول ی تغییر

که هستند Y Έی و N Έی ͳیعن است. دیΎر ِ تاب΄ Έی از َند) سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ که

Za = Na
b Y

b. (707)

میشود. چنین گسترش-یافته یِ لΎَرانژی

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λaN
a
b Y

b. (708)
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میشوند ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ λaN

a
b e∂i Y

b − d (λaN
a
b)

d t

∂ Y b

∂ q̇i
+ λa

∂ Na
b

∂ qi
Y b + Fi. (709)

البته، و

0
ns
= Na

b Y
b. (710)

میشود. نتیجه زیر یِ معادله از ،(710) ِ معادله-یِ-قید

0
ns
= Y b. (711)

Y میشود شود، نتیجه (711) یِ معادله هم (710) یِ معادله از اگر نیست. درست لزومˆن این ِ عس اما

ِ ِ-قید معادلات- و (709) ِ ِ-حرکت معادلات- صورت این در است. چنین گیرم کرد. Z ِ جایΎزین را

ِ-حرکت معادلات- قید. ِ معادلات و ِ-حرکت معادلات- ِ دیΎر یِ دسته Έی با میشوند همئرز (710)

اند. چنین

0
ns
= e∂i L+ λaN

a
b e∂i Y

b − d (λaN
a
b)

d t

∂ Y b

∂ q̇i
+ Fi. (712)

ِ ِ-ضرب حاصل- ِ شل به فقط N و λ معادلات این در اند. (711) ِ معادلات ِ-قید معادلات- و

λ یِ جا به گرفت. ِ-ضرب حاصل- این ِ خُد را ِ-لΎَرانژ ضریب- میشود اند. شده ظاهر (λN)

میبرم: کار به را µ ِ ِ-لΎَرانژ ضریب-

µb = λaN
a
b. (713)

مینم. تعریف چنین هم را L̃z یِ لΎَرانژی-یِ-گسترش-یافته

L̃z(t, q, q̇, µ, µ̇) = Lz(t, q, q̇, λ, λ̇). (714)

ͳیعن که

L̃z(t, q, q̇, µ, µ̇) = L(t, q, q̇) + µb Y
b. (715)
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میشوند L̃z با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ µb e∂i Y

b − µ̇x
∂ Y x

∂ q̇i
+ Fi. (716)

که این است. (712) ان هم (716) که است رˇشن اند. (711) ان هم که ِ-قید، معادلات- البته و

و (709) با (711) و (712) که است صورت این در فقط است. مهم باشد همئرز (710) با (711)

کرد. Z ِ جایΎزین را Y میشود که است صورت این در فقط و َند. همئرز (710)

اصولَن چون نیست. مهم نَ یا باشد ثابت N که این باشد، همئرز (710) با (711) اگر میشود دیده

رخ ی مشابه ِ وض΄ هم باشد Y از ی دلبخاه ِ تاب΄ Z اگر میشود. حذف ِ-حرکت معادلات- از N

نوشت: Y یِ مشتقها ِ حسب بر میشود را Z یِ مشتقها میدهد:

∂ Za

∂ qi
=
∂ Za

∂ Y b

∂ Y b

∂ qi
. (717)

∂ Za

∂ q̇i
=
∂ Za

∂ Y b

∂ Y b

∂ q̇i
. (718)

میشود دیده

e∂i Z
a =

∂ Za

∂ Y b
e∂i Y

b −
[
d

d t

(
∂ Za

∂ Y b

)]
∂ Y b

∂ q̇i
. (719)

e∂i (λa Z
a) = λa

∂ Za

∂ Y b
e∂i Y

b −
[
d

d t

(
λa

∂ Za

∂ Y b

)]
∂ Y b

∂ q̇i
. (720)

میشوند ِ-حرکت معادلات- پس

0
ns
= e∂i L+ λa

∂ Za

∂ Y b
e∂i Y

b −
[
d

d t

(
λa

∂ Za

∂ Y b

)]
∂ Y b

∂ q̇i
+ Fi. (721)

0
ns
= Za. (686)

با َند همئرز ͳیعن مینند، تعیین را ها Y x ِ مقدار (686) ِ ِ-قید معادلات- گیرم

Y x ns
= Yx. (722)

ِ معادلات با (722) و (721) ِ معادلات حالت این در کرد. Z ِ جایΎزین را Y میشود صورت این در

فقط ِ شل به λ ِ ِ-لΎَرانژ ضریب- معادلات در میشود دیده هم اینجا َند. همئرز قید و حرکت
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کار به را µ ِ ِ-لΎَرانژ ضریب- λ یِ جا به شده. وارد Y به نسبت Z ِ مشتق در λ ِ ِ-ضرب حاصل-

میبرم:

µb = λa
∂ Za

∂ Y b
. (723)

مینم. تعریف چنین هم را L̃z یِ لΎَرانژی-یِ-گسترش-یافته

L̃z(t, q, q̇, µ, µ̇) = L(t, q, q̇) + µb (Y
b −Yb). (724)

میشوند L̃z با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ µb e∂i Y

b − µ̇b
∂ Y b

∂ q̇i
+ Fi. (725)

0
ns
= Y b −Yb. (726)

یِ مسئله ِ شبیه چیز همه اند. (722) و (721) ان هم ترتیب، به ،(726) و (725) که است رˇشن

(711) ِ جایΎزین (722) و شده، N ِ جایΎزین Y به نسبت Z ِ مشتق که تفاوت این با ست، ͳقبل

معادله-یِ-حرکت کار این با و کرد جایΎزین ،(Y −Y) با واق΄ در یا ،Y با را Z میشود هم اینجا شده.

نمیشود. عوض q یِ برا

عوض q یِ برا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب یدیΎر با شان ِ جایΎزین-کردن با که ͳی قیدها به

میΎویند. همئرز یِ قیدها نمیشود

بقیه ِ براورده-شدن آنها از ی بعض ِ براورده-شدن ͳیعن نباشند، مستقل-از-هم قیدها اگر جمله، از

مستقل یِ قیدها ِ حسب بر را قیدها یِ همه یا کرد، حذف را ͳاضاف یِ قیدها میشود بدهد، نتیجه را

َند. همئرز ͳابتدای یِ قیدها با مستقل، یِ قیدها این نوشت.

سرعت-آفین ِ-برابرییِ قید- 39

به نسبت قید ِ معادلات که است، سرعت-آفین یِ ِ-برابری قید- ِ-برابری، قید- ِ خاص ِ شل Έی

اند: (ͳبالا-خط-ِ (دست- آفین سرعت

Za = Za
0 + Za

i q̇
i. (727)
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یا

Za = Za
α q̇

α. (728)

شده: داده نشان q0 با t که

q0 = t. (729)

ترتیب، این به َند. سرعت از مستقل ها Za
α و

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa {Za
0(t, q) + [Za

i(t, q)] q̇
i}. (730)

یا

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa [Z
a
α(t, q)] q̇

α. (731)

میشوند ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ λa

[
∂ Za

0

∂ qi
− ∂ Za

i

∂ t
+

(
∂ Za

j

∂ qi
− ∂ Za

i

∂ qj

)
q̇j
]
− λ̇a Za

i

+ Fi. (732)

0
ns
= Za

0 + Za
i q̇

i. (733)

یا

0
ns
= e∂i L+ λa

(
∂ Za

α

∂ qi
− ∂ Za

i

∂ qα

)
q̇α − λ̇a Za

i + Fi. (734)

0
ns
= Za

α q̇
α. (735)

میشود دیده

∂ Za

∂ q̇i
= Za

i. (736)

∂2 Za

∂ q̇j ∂ q̇i
= 0. (737)
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میشود Fn با F یِ رابطه ترتیب این به

Fi = Fn i + λ̇a Z
a
i + λa

[
∂ Za

i

∂ t
− ∂ Za

0

∂ qi
+

(
∂ Za

i

∂ qj
− ∂ Za

j

∂ qi

)
q̇j
]
. (738)

یا

Fi = Fn i + λ̇a Z
a
i + λa

(
∂ Za

i

∂ qα
− ∂ Za

α

∂ qi

)
q̇α. (739)

پس است. سرعت و مان و زمان فقط ِ تاب΄ (F− Fn) سرعت-آفین، یِ ِ-برابری قید- با میشود دیده

ͳیعن باشند، سرعت و مان و زمان فقط ِ تاب΄ هر-دˇ Fn و F میشود سرعت-آفین، یِ ِ-برابری قید- با

باشند. شتاب از مستقل

هˇلُنُم ِ قید 40

َند: سرعت از مستقل قید ِ معادلات که است، هˇلُنُم ِ قید ِ-برابری، قید- ِ خاصتر ِ شل Έی

∂ Za

∂ q̇i
= 0. (740)

پس

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa Z
a(t, q). (741)

میشوند ِ-حرکت معادلات- و

0
ns
= e∂i L+ λa

∂ Za

∂ qi
+ Fi. (742)

0
ns
= Za. (686)

میشود هم Fn با F یِ رابطه

Fi = Fn i − λa
∂ Za

∂ qi
. (743)

است. مان و زمان فقط ِ تاب΄ (F− Fn) هˇلُنُم، ِ قید با میشود دیده
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شوند. مختصه Έی ها Za از Έی هر که گرفت چنان را مختصات میشود است، هˇلُنُم قید ی وقت

است، k قیدها ِ تعداد و m ِ-آزادی درجات- ِ تعداد اگر ͳیعن

qi = Zi, i ≤ k. (744)

ی تاب΄ ِ شل به نمیشود را آنها از کدام Ϳهی ͳیعن اند، هم از مستقل ها Za که است این بر فرض البته

Έی را ها Za نباشد، چنین اگر است. خطͳ-مستقل {(a,dZa) | 1 ≤ a ≤ k} یا نوشت، بقیه از

مستقل یِ دسته این با را مختصات و یˆند، آنها ِ تاب΄ قیدها یِ همه که میΎیرم را قیدها از مستقل یِ دسته

بقیه به و قیدی، ِ مختصات i ≤ k با یِ ها qi به است. مستقل یِ قیدها ِ تعداد k پس مینم. تعریف

میشود گسترش-یافته یِ لΎَرانژی میΎویم. آزاد ِ مختصات (i > k با یِ ها qi)

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa q
a. (745)

جمله، از میند. تغییر k تا 1 از است، لاتین یِ ͳابتدای ِ حروف از ی وقت شاخص مینم قرارداد

λa q
a =

k∑
a=1

λa q
a. (746)

میشوند ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ λa

∂ qa

∂ qi
+ Fi. (747)

یا

0
ns
= e∂i L+ λa δ

a
i + Fi. (748)

ͳیعن که

0
ns
= e∂i L+ λi + Fi, i ≤ k. (749)

0
ns
= e∂i L+ Fi, i > k. (750)

میشود هم قید یِ معادله

0
ns
= qi, i ≤ k. (751)
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میشود Fn با F یِ رابطه و

Fi = Fn i − λa δai . (752)

ͳیعن که

Fi = Fn i − λi, i ≤ k. (753)

Fi = Fn i, i > k. (754)

در را (751) میشود میشوند: جدا معادلات یِ بقیه از میدهند را λ که ی معادلات مختصات، این با

کار این به (749) آورد. دست به را (i > k با یِ ها qi) باقͳ-مانده یِ ها qi آن با و گذاشت (750)

میشوند ترتیب، به ،(750) و (749) که است رˇشن همچنین، شود. حساب λ که میئاید

0
ns
= e∂i L+ Fn i, i ≤ k. (755)

0
ns
= e∂i L+ Fn i, i > k. (756)

آن میشود معلوم شل، این با یˆند. ͳنیرو-یِ-اضاف با ِ معادله-یِ-حرکت ان هم نیستند: جدید اینها

ای نتیجه با هم این البته و است. i ≤ k با یِ ها Fn i میشود تعیین قید با که ͳنیرو-یِ-اضاف از بخش

سازگار میشود، مشخص پارامتر (m− k) با ͳنیرو-یِ-اضاف یِ ͳفیزی ِ بخش که آمد، دست به قبلَن که

باید. که چنان است،

ِ حل یِ برا البته و نشده. وارد ِ-لΎَرانژ ضریب- دیΎر ،(756) و (755) و (751) ِ معادلات در

و q یِ مختصه m شامل هست، مجهول (m+ k) کلَن نیست. لازم (755) ِ معادلات ،(756) و (751)

میشوند، ظاهر (755) فقط در اخیر ِ مجهول k .(i ≤ k با یِ ها Fn i ) ͳنیرو-یِ-اضاف یِ مئلف̃ها از kتا

فقط ِ شامل هم (751) میئایند. دست به (755) از ͳسادگ به باشند شده حساب مجهولها یِ بقیه اگر و

تنها ترتیب این به َند. صفر q ِ اول یِ مئلفه k ست: ͳبدیه ش َ حل البته و است، q ِ اول یِ مئلفه k

ِ (مختصات q ِ دیΎر یِ مختصه (m − k) است قرار که است، (756) معادلات یِ ͳنابدیه ِ بخش

بدهد. را آزاد)

شوند. وارد آزاد ِ مختصات فقط آن در که کرد طرح ی شل به را مسئله میشود بالا، ِ مختصات با



لΎَرانژ یِ فرمول-بندی ١۵٨

مینم: تعریف ،m تا (k+ 1) از مختصه، (m− k) با را qc

qic = qi, i > k. (757)

ِ مختصات با ش َ مختصات یِ بقیه و است صفر ش َ اول یِ مختصه k که مینم تعریف چنان هم را qp

است: برابر q ِ متناظر

qip = 0, i ≤ k. (758)

qip = qi, i > k. (759)

اعمال قید آن در که مینم تعریف L ان هم را آن و میدهم نشان Lc با را قید-اعمال-شده یِ لΎَرانژی

شده:

Lc(t, qc, q̇c) = L(t, qp, q̇p). (760)

اینها شده. اعمال قید ͳیعن شده، q ِ جایΎزین qp آن در که اند (756) ان هم ِ-حرکت معادلات-

میشود دیده اند. (qc ِ (مختصات مجهول (m− k) یِ برا معادله (m− k)

e∂i Lc = e∂i L
∣∣∣
q=qp

, i > k. (761)

فقط آن در که آورد، دست به قید-اعمال-شده یِ لΎَرانژی با مستقیمˆن میشود را ِ-حرکت معادلات- پس

اند. شده وارد آزاد ِ مختصات

انتΎرال-پذیر یِ ِ-برابری قید- 41

است: سرعت-آفین ِ-برابری قید- گیرم

Za = Za
α q̇

α. (728)

میشود چنین L̃z یِ لΎَرانژی-یِ-گسترش-یافته َند. سرعت از مستقل ها Za
α که

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa [Z
a
α(t, q)] q̇

α. (731)
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میشوند هم ِ-حرکت معادلات-

0
ns
= e∂i L+ λa

(
∂ Za

α

∂ qi
− ∂ Za

i

∂ qα

)
q̇α − λ̇a Za

i + Fi. (734)

0
ns
= Za

α q̇
α. (735)

گیرم

0 =
∂ Za

α

∂ qβ
− ∂ Za

β

∂ qα
. (762)

میشود (734) یِ معادله صورت این در

0
ns
= e∂i L− λ̇a Za

i + Fi. (763)

که هست X Έی که است آن یِ ͳمعن به ضمنَن (762) یِ رابطه

Za
α =

∂ Xa

∂ qα
. (764)

است: (X) تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق Z ͳیعن هم این

Za = Ẋa. (765)

پس،

Lz(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇) + λa Ẋ
a. (766)

مینم. تعریف چنین را L̃z یِ لΎَرانژی-یِ-گسترش-یافته

L̃z = Lz −
d (λaX

a)

d t
. (767)

پس

L̃z(t, q, q̇, λ, λ̇) = L(t, q, q̇)− λ̇aXa. (768)
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Lz و L̃z از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- پس است. تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق (L̃z − Lz)

میشود دیده َند. یسان

e∂i L̃z = e∂i L− λ̇a
∂ Xa

∂ qi
. (769)

e∂aλ L̃z = Ẋa. (770)

میشوند L̃z از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- پس

0
ns
= e∂i L− λ̇a

∂ Xa

∂ qi
+ Fi. (771)

0
ns
= Ẋa. (772)

اند. (735) و (763) ان هم ترتیب، به که،

تعریف چنان را L̃8
z یِ لΎَرانژی میشود. وارد آن در λ̇ فقط ندارد. ͳΎبست λ ِ خُد به L̃z یِ لΎَرانژی

Έی یِ ͳزمان ِ مشتق (نَ ͳاصل ِ متغیر ِ شل به λ̇ اما است، یسان L̃z ِ مقدار با ش َ مقدار که مینم

میدهم: نشان ϖ با را λ̇ شده. وارد آن در دیΎر) ِ متغیر

ϖ = λ̇. (773)

L̃8
z(t, q, q̇, ϖ, ϖ̇) = L̃z(t, q, q̇, λ, λ̇). (774)

ͳیعن این

L̃8
z(t, q, q̇, ϖ, ϖ̇) = L(t, q, q̇)−ϖaX

a. (775)

میشود دیده

e∂i L̃
8
z = e∂i L−ϖa

∂ Xa

∂ qi
. (776)

e∂aϖ L̃8
z = −Xa. (777)

به (777) از که ی معادله-یِ-حرکت اما میشود. نتیجه (771) ِ معادله-یِ-حرکت ان هم (776) از

که است این میئاید دست

0
ns
= −Xa. (778)
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Έی نَ. عس بر اما میشود. نتیجه (772) یِ معادله (777) یِ معادله از نیست: همئرز (772) با این

Έی که است این آید، دست به (772) و (771) با همئرز ِ ِ-حرکت معادلات- هم شل این به که راه

مینم. تعریف چنین را L̃88
z شود. اعمال L̃8

z در Έکوچ ِ تغییر

L̃88
z (t, q, q̇, ϖ, ϖ̇) = L(t, q, q̇)−ϖa (X

a − Xa). (779)

میشود دیده است. نامعلوم ͳول ثابت X که

e∂i L̃
88
z = e∂i L−ϖa

∂ Xa

∂ qi
. (780)

e∂aϖ L̃88
z = −Xa + Xa. (781)

به (781) از که ی معادله-یِ-حرکت میئاید. دست به (771) ِ معادله-یِ-حرکت ان هم (780) از

میشود هم میئاید دست

0
ns
= −Xa + Xa. (782)

است. همئرز (772) با معادله این و

ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق Z براورˆد، را (762) و باشد سرعت-آفین Z یِ ِ-برابری قید- ی وقت

را Z میشود صورت این در است. انتΎرال-پذیر Z میΎویم است. مان و زمان فقط از (X) تاب΄ Έی

با میشود را انتΎرال-پذیر یِ ِ-برابری قید- Έی ͳیعن است. ثابت C که کرد، جایΎزین (X − C) با

و قیدی ِ مختصات به را مختصات میشود صورت این در که است رˇشن کرد. جایΎزین هˇلُنُم ِ قید Έی

ی (وقت اینجا میشوند. جدا معادلات یِ بقیه از آزاد ِ مختصات ِ شامل ِ معادلات و کرد Έیتف آزاد

ان هم اول یِ تا k که میΎیرم چنان را مختصات است) k قیدها ِ تعداد و m ِ-آزادی درجات- ِ تعداد

اند: X یِ مئلف̃ها

qi = Xi, i ≤ k. (783)

مینم: تعریف ،m تا (k+ 1) از مختصه، (m− k) با را qc

qic = qi, i > k. (757)
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مینم. تعریف چنین هم را qp

qip = Xi, i ≤ k. (784)

qip = qi, i > k. (759)

اعمال قید آن در که مینم تعریف L ان هم را آن و میدهم نشان Lc با را قید-اعمال-شده یِ لΎَرانژی

شده:

Lc(t, qc, q̇c) = L(t, qp, q̇p). (760)

آزاد ِ مختصات با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات- ان هم میئایند دست به Lc از که ی ِ-حرکت معادلات-

شده. اعمال قید آنها در و میئایند دست به L از که میشوند

مجازی ِ کار 42

میشود t2 ِ زمان تا t1 ِ زمان از q ِ خم با متناظر F یِ نیرو ِ کار

W =

∫ t2

t1

(d t) q̇i Fi. (785)

مفصلتر،

W =

∫ t2

t1

(d t) [q̇i(t)]Fi[t, q(t), q̇(t)]. (786)

یِ ازا به ی وقت است، سازگار سرعت) و مان و زمان ِ (تاب΄ Z یِ ِ-برابری قید- با q ِ خم میΎویم

شود: براورده معادله-یِ-قید خم این

0 = Za[t, q(t), q̇(t)]. (787)

باشد، سازگار Z یِ ِ-برابری قید- با q ِ خم اگر میشود دیده زمان به نسبت رابطه این از مشتق-گیری با

0 =
dZa

d t
. (788)
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ͳیعن

0 =
∂ Za

∂ t
+
∂ Za

∂ qi
q̇i +

∂ Za

∂ q̇i
q̈i. (789)

(787) دقیقَن این َند. ثابت ها Za میشود نتیجه است، (788) ان هم که ،(789) از انتΎرال-گیری با

اما نیست. همئرز (787) با (789) پس مینجامد. (787) به ِ-اولیه-یِ-مناسب شرط- با اما نیست،

با q ِ خم میΎویم است، برقرار (789) ی وقت است. همئرز (787) با اولیه، ِ شرط با همراه (789)

است. سازگار Z یِ ِ-برابری قید- ِ تغییر

میشد (789) میبود، صفر زمان به نسبت Z یِ ͳپارِئ ِ مشتق ͳیعن میبود، مستقل-از-زمان Z اگر

0 =
∂ Za

∂ qi
q̇i +

∂ Za

∂ q̇i
q̈i. (790)

که بل نیست، همئرز (788) یا (789) یِ معادله با (790) یِ معادله ،Z یِ ͳکل یِ ِ-برابری قید- Έی با

است. شل این به

0 =
dZa

d t
− ∂ Za

∂ t
. (791)

است. سازگار ثابت ِ زمان در Z یِ ِ-برابری قید- ِ تغییر با q ِ خم میΎویم است، برقرار (790) ی وقت

میΎویم. مجازی ِ کار است، سازگار ثابت ِ زمان در ِ-برابری قید- ِ تغییر با که ی خم با متناظر ِ کار به

است. چنین Fn یِ ͳنیرو-یِ-اضاف با F یِ ͳنیرو-یِ-اضاف یِ رابطه ،Z یِ ِ-برابری قید- با متناظر

Fi = Fn i − λa
∂ Za

∂ qi
+ λ̇a

∂ Za

∂ q̇i
+ λa

d

d t

(
∂ Za

∂ q̇i

)
. (700)

یا

Fi = Fn i − λa
∂ Za

∂ qi
+

d

d t

(
λa

∂ Za

∂ q̇i

)
. (792)

میشود دیده میدهم. Wnنشان با را Fn با متناظر ِ کار

Wn =

∫ t2

t1

(d t) q̇i Fi +

∫ t2

t1

(d t) q̇i λa
∂ Za

∂ qi

−
∫ t2

t1

(d t) q̇i
d

d t

(
λa

∂ Za

∂ q̇i

)
. (793)
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آخر، یِ جمله در جزئ-به-جزئ یِ انتΎرال-گیری با

Wn =

∫ t2

t1

(d t) q̇i Fi +

∫ t2

t1

(d t)λa

(
∂ Za

∂ qi
q̇i +

∂ Za

∂ q̇i
q̈i
)

−
∫ t2

t1

(d t)
d

d t

(
λa

∂ Za

∂ q̇i
q̇i
)
. (794)

در Z یِ ِ-برابری قید- ِ تغییر با q ِ خم ی وقت میدهم. Wnنشان z با را Fn با متناظر یِ مجازی ِ کار

میشود: صفر (794) ِ راست ِ طرف در دوم یِ جمله ،(790) یِ رابطه است، سازگار ثابت ِ زمان

Wn z =

∫ t2

t1

(d t) q̇i Fi +W ′
n z. (795)

که

W ′
n z =

∫ t2

t1

(d t) Ẇ′
n z. (796)

W′
n z = −λa

∂ Za

∂ q̇i
q̇i. (797)

پس

W ′
n z = W′

n z(t2)−W′
n z(t1). (798)

میدهد نتیجه (که بمانند محدود سرعتها و مانها اگر میشود دیده است. W ′
n z با متناظر ِ توان Ẇ′

n z

بینهایت ͳزمان یِ گستره اگر حتا میمانَد، Wمحدود ′
n z میمانَد) محدود آن، یِ ͳΎپیوست ِ فرض با ،W′

n z

میشود. صفر بینهایت گستره-یِ-زمانͳ-یِ در ،W ′
n z با متناظر ِ توان یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن شود.

پس است. صفر سرعت به نسبت Z ِ مشتق باشد، هˇلُنُم قید اگر

W′
n z = 0. (799)

W ′
n z = 0. (800)

Wn z =

∫ t2

t1

(d t) q̇i Fi. (801)

با که ی خم هر با متناظر اگر تنها و اگر است، صفر (ͳی ͳبازه-یِ-زمان هر یِ Wn(برا z صورت این در

است سازگار ثابت ِ زمان در ِ-برابری قید- ِ تغییر

0 = Fi q̇
i. (802)
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ثابت ِ زمان در ِ-برابری قید- ِ تغییر با q ِ خم که این یِ برا (790) ِ شرط است، هˇلُنُم قید ی وقت

میشود باشد سازگار

0 =
∂ Za

∂ qi
q̇i. (803)

F که این میشود شود، براورده (802) یِ رابطه براورند را (803) که ͳی ها q یِ همه یِ برا که شرط این

که باشند ͳی ها ca ͳیعن باشد. q به نسبت ها Za ِ مشتق از ͳخط ِ ترکیب Έی

Fi = ca
∂ Za

∂ qi
. (804)

کرد: صفر را F میشود ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل Έی با صورت این در

λ̃a = λa + ca. (805)

F̃i = Fi + e∂i (−ca Za). (806)

ͳیعن که

F̃i = Fi − ca
∂ Za

∂ qi
. (807)

که این با است همئرز باشد صفر Fn با متناظر یِ مجازی ِ کار که این باشد، هˇلُنُم قید اگر که این نتیجه

باشد. صفر با همئرز F

باشد، صفر F اگر

Wn z =W ′
n z. (808)

پس

Wn z = W′
n z(t2)−W′

n z(t1). (809)

ِ میانΎین بمانند، محدود سرعتها و مانها اگر اما است) صفر باشد هˇلُنُم قید (اگر نیست صفر Wnلزومˆن z

است. صفر آن با متناظر ِ توان یِ ͳزمان
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کنش

پیوسته ِ شاخص 43

است: گسسته h ِ بردار یِ مئلف̃ها ِ شاخص گیرم

h = hj ej . (810)

است. چنین h ِ بردار بر A یِ ͳخط ِ تبدیل ِ اثر صورت این در است. پایه Έی {(j, ej) | j} که

Ah = Aj h
j . (811)

که

Aj = A ej . (812)

ِ شل به نمیشود را h بر A یِ ͳخط ِ تبدیل ِ اثر است، پیوسته h ِ بردار یِ مئلف̃ها ِ شاخص ی وقت

یِ مبنا میشود را (811) اما نیست. خُش-تعریف رابطه این ِ راست ِ طرف نوشت. (811) یِ رابطه

کرد. h بر A ِ اثر یِ برا ͳتقریب ِ شل Έی



١۶٧ � پیوسته ِ شاخص 43

ترتیب این به میدهم. نشان h(t) با را h ِ بردار یِ t یِ مئلفه و نشان، S با را شاخصها یِ مجموعه

نشان h ان هم با را تاب΄ این است. عدد ش َ مقدار و است Sش اَ دامنه که شده متناظر تاب΄ Έی با h ِ بردار

ͳی مجموع̃ها از محدود یِ دسته Έی ِ اجتماع ش اَ دامنه ی وقت است، ت̃ئͳ-ثابت تاب΄ Έی ام. داده

ثابت مجموع̃ها این از Έی هر بر تاب΄ ِ مقدار و ست، ͳته شان ِ متمایز یِ دˇ-تا هر ِ اشتراک که باشد

مینم. تقریب ت̃ئͳ-ثابت یِ تابعها با را h ادامه، در است.

چنان را است) گسسته j ِ شاخص (که Sj یِ مجموع̃ها ͳیعن مینم. ته-ته را S یِ مجموعه

است: S شان ِ اجتماع که میΎیرم

S =
∪
j

Sj . (813)

ست: ͳته شان ِ متمایز یِ هر-دˇ-تا ِ اشتراک و

Sj ∩ Sk = ∅, j ̸= k. (814)

مینم. تعریف چنین را e(X) ِ تاب΄) (و بردار ،S از X یِ زیرمجموعه هر با متناظر

[e(X)](t) = 1. t ∈ X. (815)

[e(X)](t) = 0. t /∈ X. (816)

مینم. تعریف چنین را ej ِ تاب΄) (و بردار

ej(t) = 1, t ∈ Sj . (817)

ej(t) = 0, t /∈ Sj . (818)

که است رˇشن

ej = e(Sj). (819)

ها Sj از Έی هر بر ش َ مقدار که تاب΄ هر و است. خطͳ-مستقل {(j, ej) | j} میشود دیده همچنین،

است: چنین ej ِ خُد جمله از داد. بسط ها ej ِ حسب بر میشود را باشد ثابت

ej = δkj ek, (820)
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ͳیعن که

(ej)
k = δkj . (821)

است. ثابت تقریبˆن h ِ تاب΄ ِ مقدار کدام هر بر که َند چنان S یِ ت̃ها و است، پیوسته h ِ تاب΄ گیرم

میدهم: نشان hj با Sj یِ مجموعه یِ برا را ثابت ِ مقدار این

h(t) ≈ hj , x ∈ Sj . (822)

میشود دیده

h ≈ hj ej . (823)

با Aj ِ تعریف با پس

Aj = Aej , (824)

است، پیوسته بردارها به نسبت بردارها بر A ِ اثر که این ِ فرض با و

Ah ≈ Aj h
j , (825)

است. h بر A ِ اثر یِ برا ͳتقریب ِ شل Έی (811) ͳیعن که

زیاد شان ِ تعداد نتیجه در و کوچΈشوند، S یِ ت̃ها باید شوند، دقیق (825) و (823) که این یِ برا

ͳی جم΄-بندیها ِ جملات مΎر میند، ͳمعن-ͳب را (825) و (823) یِ ِ-راستها طرف- این اما شود.

ِ مفهوم که است این راه Έی شوند. بازتعریف میشوند وارد (825) و (823) یِ ِ-راستها طرف- در که

کنم. دقیقتر را این شود. تبدیل انتΎرال-گیری به جم΄-بندی و شود وارد مجموعه یِ اندازه

یِ فضا Έی یِ Qزیرمجموعه یِ مقدارها یِ مجموعه اگر ست، برداری ِ تاب΄ ΈیQ ِ تاب΄ میΎویم

باشد. برداری

اگر است، فزونو̵ر است، S یِ زیرمجموعˆها یِ مجموعه ش اَ دامنه که ،Q یِ ِ-برداری تاب΄- میΎویم

Q(B) و Q(A) ِ مجموع Q(A∪B) باشد، ͳته شان ِ اشتراک که B و A یِ دˇ-زیرمجموعه هر یِ برا
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باشد:

A ∩ B = ∅. ⇒

Q(A ∪ B) = Q(A) +Q(B). (826)

نیست) ͳته شان ِ اشتراک لزومˆن (که Y و X ِ دلبخاه یِ زیرمجموعه دˇ یِ برا میشود دیده این از

Q(X ∪ Y) = Q(X) +Q(Y)−Q(X ∩ Y). (827)

همچنین،

Q(∅) = 0. (828)

Y و X ِ دلبخاه یِ زیرمجموعه دˇ یِ برا میشود دیده e ِ تعریف از

e(X ∪ Y) = e(X) + e(Y)− e(X ∩ Y). (829)

است. فزونو̵ر ِ تاب΄ Έی e ͳیعن

تاب΄ آن یِ مقدارها ِ تفاضل) (و مجموع باید باشد، فزونو̵ر تاب΄ Έی که این یِ برا که است رˇشن

این باشد، برداری یِ فضا Έی یِ زیرمجموعه تاب΄ Έی یِ مقدارها یِ مجموعه اگر باشد. تعریف-شده

برداری یِ تابعها یِ برا فزونو̵ر-بودن اینجا که است خاطر ین هم به اند. تعریف-شده مجموع-و-تفاضلها

است. شده تعریف

هیئت Έی یِ زیرمجموعه ش یˆ مقدارها یِ مجموعه ͳیعن) است عدد ش َ مقدار که ی تاب΄ به

ͳیعن ست: ͳنامنف و) ͳحقیق) ش َ مقدار که است فزونو̵ر یِ ͳتابع Έی اندازه میΎویند. ͳتابع است)

،X یِ زیرمجموعه هر یِ برا اگر است، اندازه µ ِ فزونو̵ر یِ ͳتابع

µ(X) ≥ 0. (830)

X بر Q ِ میانΎین یِ ͳالΎچ-µ کرد. تعریف ͳالΎچ فزونو̵ر ِ تاب΄ هر یِ برا میشود اندازه، از استفاده با

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان (ϱµ Q)(X) با را

(ϱµ Q)(X) =
Q(X)
µ(X)

. (831)
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میشود Έکوچ X ی وقت t ِ شامل یِ ها X یِ برا (ϱµ Q)(X) ِ حد را t یِ نقطه در Q یِ ͳالΎچ-µ

(ϱµ Q)(t) با را t یِ نقطه در Q یِ ͳالΎچ-µ باشد. داشته وجود حد این که آن ِ شرط به میΎیرم،

میدهم: نشان

(ϱµ Q)(t) = lim
|X−t|→0

[(ϱµ Q)(X)]. (832)

ی شل (به صفر به |X− t| ِ حد از منظور و یˆند، t ِ شامل که شده انجام ͳی مجموع̃ها بر حد-گیری

شوند. Έنزدی t به X ِ نقاط یِ همه که است این نَ-چندان-دقیق)

(818) و (817) ِ تعریف با ها ej شده. تعریف µ یِ اندازه Έی شاخصها) یِ (مجموعه S در گیرم

مینم. تعریف چنین ها ej ِ حسب بر را ها dj ͳیعن مینم. متناسب متناظر یِ مجموع̃ها یِ اندازه با را

ej = [µ(Sj)] dj . (833)

ͳیعن این

e(Sj) = [µ(Sj)] dj . (834)

است: Sj بر e ِ میانΎین یِ ͳالΎچ-µ ان هم dj پس

dj = (ϱµ e)(Sj). (835)

و است ثابت ها Sj از Έی هر بر d میدهم. نشان d با را آن که میسازم ت̃ئͳ-ثابت ِ تاب΄ Έی ها dj با

است: dj با برابر Sj بر ش َ مقدار j هر یِ ازا به

d(t) = dj , t ∈ Sj . (836)

میشود (823) یِ رابطه

h ≈ hj dj [µ(Sj)]. (837)

یا

h ≈
∑
j

[µ(Sj)] [d(tj)] [h(tj)]. (838)
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انتΎرال به شوند Έکوچ S یِ ت̃ها که ی حد در راست، ِ طرف است. Sj ِ دلبخاه ِ عضو Έی tj که

پس باشد. داشته وجود حد این که ی شرط به میΎراید،

h =

∫
S
[(dµ)(t)] [d(t)] [h(t)]. (839)

اما اند، وابسته µ به Έت-Έت ،d(t) و (dµ)(t) که است رˇشن ست. انتΎرالΎیری یِ اندازه (dµ)(t)

نیست. چنین {[dµ(t)] [d(t)]}

میشود هم (825) مشابه، ی شل به

Ah =

∫
S
[(dµ)(t)] [A(t)] [h(t)]. (840)

که

A(t) = A [d(t)]. (841)

یِ بقیه َند. بردار راست ِ طرف در d(t) و چپ ِ طرف در h ویژه به َند. بردار (839) ِ دˇ-طرف

یِ رابطه پس است. تاب΄ Έی با متناظر بردار هر شد معلوم َند. عدد َند راست ِ طرف در که ͳی چیزها

مینویسم: u ِ دلبخاه یِ نقطه Έی در را دˇ-طرف ِ مقدار هست. هم تاب΄ دˇ ِ بین برابری Έی (839)

h(u) =

∫
S
[(dµ)(t)] {[d(t)](u)} [h(t)]. (842)

ͳیعن برابری این

[d(t)](u) = δµ(t, u). (843)

،f ِ تاب΄ با متناظر تعریف، ِ طبق است. µ یِ اندازه با دیرˆک یِ دلتا یِ) (تعمیم-یافته ِ تاب΄ δµ که

f(u) =

∫
S
[(dµ)(t)] [δµ(t, u)] [f(t)]. (844)

شده: نوشته f یِ جا به h یِ برا که است (844) یِ رابطه ان هم (842) یِ رابطه

h(u) =

∫
S
[(dµ)(t)] [δµ(t, u)] [h(t)]. (845)
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(811) یِ پیوسته ِ شل (840) یِ رابطه است. (810) یِ پیوسته ِ شل (839) یِ رابطه میشود دیده

یِ پیوسته ِ شل میشود (842) یِ رابطه است. (812) یِ پیوسته ِ شل (841) یِ رابطه است.

hk = (ej)
k hj . (846)

یِ پیوسته ِ شل میشود (843) یِ رابطه

(ej)
k = δkj . (847)

یِ پیوسته ِ شل میشود هم (845) یِ رابطه

hk = δkj h
j . (848)

شده. تبدیل انتΎرال-گیری به گسسته) (یِ جم΄-بندیها جا همه جمله، از

Έی نیست، ͳریاض ِ دقیق ِ استدلال آمد، پیوسته به گسسته یِ شاخصها ِ تبدیل یِ برا بالا در چه آن

با همراه دقیق، ِ استدلال میدهد. نشان موجه را پیوسته یِ شاخصها با عملیات که ست صوری ِ بحث

کرد. دنبال ͳتابع ِ آنالیز یِ متنها در میشود را گزارِها، یِ ͳدرست یِ برا لازم یِ شرطها

ِ-برداری تاب΄- از مشتق-گیری 44

که باشد A یِ ͳخط-ِ تاب΄- Έی اگر است، مشتق-پذیر x یِ نقطه در S یِ ِ-برداری تاب΄-

S(x+ h)−S(x) = Ah+ o(h). (849)

مینویسند. هم طُر این را رابطه این

δS = A (δ x) + o(δ x). (850)

میشود (849) ترتیب این به میدهند. نشان (DS)(x) با را آن و میΎویند x یِ نقطه در S ِ مشتق A به

S(x+ δ x)−S(x) = [(DS)(x)] (δ x) + o(δ x). (851)
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ِ راست ِ طرف در اول یِ جمله است، گسسته ،(DS)(x) ِ شاخص نتیجه در و ،x ِ شاخص ی وقت

میشود. چنین (851)

[(DS)(x)] (δ x) = [(DS)(x)]j (δ x)
j . (852)

که

[(DS)(x)]j = [(DS)(x)] ej . (853)

است: xj به نسبت S یِ ͳپارِئ ِ مشتق (DS)j

(DS)j =
∂S

∂ xj
. (854)

میشود. چنین (δ x) با (δS) یِ رابطه پس

δS = (DS)j (δ x)
j + o(δ x). (855)

یا

δS =
∂S

∂ xj
(δ x)j + o(δ x). (856)

میشود. تبدیل این به (853) است، پیوسته x ِ شاخص ی وقت

[(DS)(x)](t) = [(DS)(x)] [d(t)]. (857)

میدهند: نشان (∂ یِ جا (به δ ِ علامت با هم را پیوسته ِ شاخص با ͳپارِئ ِ مشتق

[(DS)(x)](t) =
δS

(δ x)(t)
. (858)

میشوند. چنین (856) و (855) ِ روابط و

δS =

∫
[(dµ)(t)] {[(DS)(x)](t)} [(δ x)(t)] + o(δ x). (859)
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یا

δS =

∫
[(dµ)(t)]

δS

(δ x)(t)
[(δ x)(t)] + o(δ x). (860)

ست: ͳسوی ِ یΈمشتق است گسسته متغیر ِ شاخص ی وقت ،S یِ ِِ-برداری تاب΄- یِ ͳپارِئ ِ مشتق

[(DS)(x)]j = lim
ι→0

S(r+ ι ej)−S(r)

ι
. (861)

مینویسند. چنین هم را پیوسته ِ شاخص با ͳپارِئ ِ مشتق مشابه، ی شل به

[(DS)(x)](t) = lim
ι→0

S[r+ ι d(t)]−S(r)

ι
. (862)

نسبت که شود ظاهر ͳی چیزها حد-گیری از پیش اخیر، یِ رابطه ِ راست ِ طرف در است ممن اما

d(t) بر ͳخط-ِ غیر- ِ عملیات باشد. ͳخط S مΎر است، چنین معمولَن یˆند. ͳخط-ِ غیر- d(t) به

ست: صوری هم (862) ِ راست ِ طرف یِ حد-گیری است. دیرˆک یِ دلتا d(t) نیستند: خُش-تعریف

گرفته چیست (ι (جز دیΎر یِ متغیرها ِ رفتار که این به توجه ِ بدون ι-به-صفر ِ حد که ͳمعن این به

اگر حتا میشود، گذاشته صفر با برابر ι-به-صفر در است، ι از مستقل C که ،(C ι) ِ حد مثلَن میشود.

نباشد. خُش-تعریف C

میΎویند. x(t) به نسبت S ِ وردش x(t) به نسبت S یِ ͳپارِئ ِ مشتق به

ͳمˇضع یِ ِ-برداری تاب΄- 45

میΎیرد. مقدار S یِ مجموعه در که دارد، گسسته ِ شاخص Έی S یِ ِ-برداری تاب΄- ِ متغیر گیرم

است: S یِ دامنه با تاب΄ Έی x ِ متغیر ترتیب این به

x = {(a, xa) | a ∈ S}. (863)

داد: نمایش ش یˆ مقدارها با را x میشود این، یِ جا به

x = (x1, . . . , xa, . . . ). (864)
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داد: نشان ها xa به S یِ ͳΎبست با هم را x به S یِ ͳΎبست میشود سادِتر، یِ نماد-گذاری این با متناظر

S(x) = S(x1, . . . , xa, . . . ). (865)

باشند. داشته هم دیΎر ِ شاخص Έی است ممن ها xa البته

است: Zz یِ مجموعه دسته Έی ِ اجتماع S گیرم

S =
∪
z

Zz. (866)

باشد. بینهایت-عضوی است ممن S ِ خُد البته دارد. عضو (k+1) ِ-بالا دست- ها Zz از کدام هر که

میدهم: نشان xz با را Zz به x ِ تحدید میΎویم. یاخته Έی ها Zz از Έی هر به

xz = {(a, xa) | a ∈ Zz}. (867)

برد. کار به را (864) با مشابه ،ͳچندتای سادِتر ِ نماد میشود هم xz یِ برا

است: a یِ همسایه Έی b میΎویم باشد، b هم و a هم ِ شامل که باشد یاخته Έی اگر

b N a. (868)

ست: ͳبازتاب همسایه-بودن که است رˇشن

a N a, (869)

آنΎاه باشد، برقرار (868) اگر ͳیعن است. متقارن و

a N b. (870)

و (870) از ͳیعن نیست. ترایا همسایه-بودن

b N c, (871)

نمیشود نتیجه لزومˆن

a N c. (872)
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یِ مجموعه ،a ِ شامل یِ یاخت̃ها یِ همه ِ اجتماع نیست. ͳته لزومˆن متمایز یِ یاخته دˇ ِ اشتراک

میدهم: نشان Na با را مجموعه این اند. همسایه a با که ست ͳی ها b یِ همه

Na =

a∈Zz∪
z

Zz. (873)

یا،

Na = {b ∈ S | b N a}. (874)

هر که ،(866) باشد، یاخته دسته Έی ِ اجتماع S اگر است، k ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S میΎویم

و دارند عضو (k+ 1) ِ-بالا دست- کدام

S =
∑
z

Sz. (875)

است: xz فقط ِ تاب΄ Sz که

S(x) =
∑
z

[Sz(xz)]. (876)

مشتق-پذیری) ِ فرض (به ͳیعن است، xz فقط ِ تاب΄ Sz که این

(DSz)b = 0, b /∈ Zz. (877)

ست، ͳنقط̃ئS میΎویم است. k ِ-بالا دست- یِ مرتبه Sاز که باشد kΈی اگر ست، ͳمˇضعS میΎویم

باشد. صفر ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S اگر

تعریف چنین را Sa باشد. a ِ شامل Zz که میشود ظاهر ͳی Szها فقط در xa باشد، ͳمˇضع S اگر

مینم.

Sa =

a∈Zz∑
z

Sz. (878)

مشتق-پذیری، ِ فرض به پس

(DSa)b =

a∈Zz∑
z

(DSz)b. (879)
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میشود نتیجه (877) با همراه این، از

(DSa)b = 0, b /∈ Na. (880)

جمله، Dاز
a/∈Zz∑

z

Sz


a

= 0. (881)

یا

[D (S−Sa)]a = 0. (882)

میدهد نتیجه که

(DS)a = (DSa)a. (883)

تنها- با را یاخته هر صورت این در ست. یΈ-عضوی یاخت̃ها از Έی هر باشد، ͳنقط̃ئ S اگر

میدهم: نمایش مجموعه) Έی یِ جا (به ش َ عضو

Za = a. (884)

میدهم: نمایش مجموعه، یِ جا به ،a با هم را Na است. aش َ عضو تنها و ست، تΈ-عضوی هم Na

Na = a. (885)

پس،

Na = Za. (886)

S =
∑
a

Sa. (887)
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است: xa فقط ِ تاب΄ Sa که

S(x) =
∑
a

[Sa(xa)]. (888)

به اند. یΈ-متغیره آنها از کدام هر که ست ͳی ِ-برداریها تاب΄- ِ مجموع باشد، ͳنقط̃ئ اگر S ͳیعن این

مشتق-پذیری، ِ فرض

(DSa)b = 0, b ̸= a. (889)

َند. برقرار (883) و (882) هم اینجا که است رˇشن

هم با آن یِ متغیرها یِ همه ͳیعن نَ-چندان-دقیق ی بیان به ست، ͳمˇضعS یِ ِ-برداری تاب΄- که این

همسایه-بودن، ِ تعریف با یا، میشوند. مخلوط هم با یاخت̃ها با متناظر یِ متغیرها فقط نمیشوند: مخلوط

میشوند. مخلوط هم با اند همسایه هم با که ͳی شاخصها با متناظر یِ متغیرها فقط

میشود هم اینجا اما نیست. خُش-تعریف شاخص دˇ ِ همسایه-بودن است، پیوسته شاخص ی وقت

گرفت. ِ-برداری تاب΄- ِ مˇضعͳ-بودن یِ ͳتقریب ِ تعریف Έی یِ برا ی نقطه-یِ-شروع را (875)

یِ شاخصها ِ همسایه-بودن یِ جا است. Za در که میΎیرم ta ِ شاخص Έی ،Za یِ یاخته هر با متناظر

پس َند. Έنزدی ta به یا َند، Έنزدی یدیΎر به Za ِ عضو یِ شاخصها که میΎیرد این را Za ِ عضو

به-تقریب میشود را است Za در t ی وقت x(t) باشد، مشتق-پذیر شاخص به نسبت x که این ِ فرض به

به میشود را (t ∈ Za با یِ ها x(t) از تاب΄ Έی ͳیعن این نوشت. ta در ش یˆ مشتقها و x ِ حسب بر

کرد: جایΎزین ta در ش یˆ مشتقها و x از ی تاب΄ با تقریب

Sa(xa) ≈ S̃a{x(ta), (D x)(ta), . . . , [(D)l x](ta)}. (890)

مختصرتر،

Sa(xa) ≈ S̃t[(dD
(l) x)(ta)]. (891)

یِ همه یِ نماینده هم شاخص) ِ (بدون dD است. l تا صفر یِ مرتبه از یِ مشتقها یِ نماینده dD(l) که

است. صفر) یِ مرتبه از ِ مشتق جمله (از مشتقها
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پیوسته شاخص ی وقت هم را این که این یِ برا هست. هم یΈجم΄-بندی ِ شامل (875) یِ رابطه

مینویسم: L ِ حسب بر را S̃a ͳیعن مینم. متناسب Za یِ اندازه با را S̃a کنم، معنͳ-دار میشود

S̃a[(dD
(l) x)(ta)] = [µ(Za)]L[ta, (dD

(l) x)(ta)]. (892)

به میشود تبدیل (875) پس

S(x) ≈
∑
a

[µ(Za)]L[ta, (dD
(l) x)(ta)]. (893)

باشد)، داشته وجود حد این که ی شرط (به شوند Έکوچ یاخت̃ها که ی حد در و

S(x) =

∫
[(dµ)(t)]L[t, (dD(l) x)(t)]. (894)

و شاخص ِ تاب΄ که باشد L Έی اگر است، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S میΎویم اینها، ِ اساس بر

که است رˇشن باشد. L ِ انتΎرال S و باشد، شاخص یِ ازا به S ِ متغیر ِ l-ِتا-مرتبه-ی یِ مشتقها

نیست. چنین {[(dµ)(t)]L} اما اند، وابسته µ به Έت-Έت ،L و انتΎرالΎیری) یِ (اندازه (dµ)(t)

S میΎویم است. l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S که باشد l Έی اگر ست، ͳمˇضع S میΎویم

باشد. صفر ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S اگر ست، ͳنقط̃ئ

است گسسته شاخص ی وقت مرتبه ِ تعریف ان هم است، پیوسته شاخص ی وقت مرتبه ِ تعریف

(890) ِ راست ِ طرف در که x از ͳی مشتقها ِ تعداد با میشود را t ِ خُد جز Zt یِ اعضا ِ تعداد نیست:

یسان میشوند ظاهر (890) ِ دˇ-طرف در که ͳی متغیرها ِ کل ِ تعداد تا گرفت، برابر میشوند ظاهر

میشود ظاهر (890) ِ راست ِ طرف در که ͳی بالاترین-مرتبه-یِ-مشتق-گیری با تعداد این اما باشد،

ظاهر (890) ِ راست ِ طرف در که ͳی بالاترین-مرتبه-یِ-مشتق-گیری از نُعˆن تعداد این دارد: فرق

و گسسته ترتیب، به شاخص، ی وقت رفت کار به مرتبه ِ تعریف یِ برا که l و k با است. بیشتر میشود

َند. صفر هر-دˇ َند، برابر هم با l و k باشد، ͳنقط̃ئ S اگر البته است. l از بزرگتر k نُعˆن است، پیوسته

باشد. یΈ-بˇعدی S که ست ی وقت َند برابر هم با l و k که هم دیΎر ِ حالت Έی

است. S یِ ͳالΎچ-µ رابطه این در L برمیئاورˆد. را (894) یِ رابطه ست ͳمˇضع یِ وقت S

ِ حسب بر میشود را x به نسبت S ِ مشتق است. S یِ ͳالΎچ L میΎویم سادِتر باشد، معلوم µ ی وقت
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میشود دیده نوشت. x به نسبت L ِ مشتق

δ L =
l∑

j=0

∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj
x)

[Dα1
· · ·Dαj

(δ x)] + o(δ x). (895)

ترتیب، این به

δS = (δS)=1 + o(δ x). (896)

از سریعتر باقͳ-مانده (و ست ͳخط متغیر ِ تغییر به نسبت که است (δX) از ی بخش (δX)=1 که

میΎراید): صفر به متغیر ِ تغییر

(δS)=1 =

∫
S
[(dµ)(t)]

l∑
j=0

∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj
x)

[Dα1 · · ·Dαj
(δ x)]. (897)

(δ x) به نسبت که (δS) از ی بخش ،(δS)=1 باید شود، معلوم x به نسبت S ِ مشتق که این یِ برا

(δS) ِ مشتق تاب΄ آن صورت این در شود. نوشته (δ x) در ضرب یΈتاب΄ ِ انتΎرال ِ شل به ست، ͳخط

به جزئ-به-جزئ یِ انتΎرال-گیری با را (897) ِ راست ِ طرف کار، این یِ برا است. (δ x) به نسبت

درمیئاورم: شل این

(δS)=1 =

∫
S
[(dµ)(t)] [(e∂ L)(t)] [(δ x)(t)] +

∮
∂ S

dSα Bα. (898)

که

e∂ L =
l∑

j=0

(−1)j Dα1
· · ·Dαj

[
∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj
x)

]
. (899)

انتΎرال- از که ست ͳی مرزی ِ جملات یِ همه ِ مجموع (898) ِ راست ِ طرف در ِ دوم یِ جمله

یِ مشتقها از ͳخط ِ ترکیب Έی جمله، این یِ انتΎرال-ده در B میئایند. جزئ-به-جزئ یِ گیری

است. گسترش-یافته ِ مشتق ِ تعریف ِ تعمیم هم (899) ِ تعریف است. (l − 1) یِ مرتبه تا (δ x)

است، وابسته S ِ درون در t با یِ ها (δ x)(t) به اول یِ جمله دارد. جمله دˇ (δS)=1 ترتیب این به

و (δS)=1 in ترتیب، به با، را اینها است. وابسته S ِ مرز در t با یِ ها (δ x)(t) به دوم یِ جمله و

میدهم: نشان (δS)=1 bo

(δS)=1 = (δS)=1 in + (δS)=1 bo. (900)
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(δS)=1 in =

∫
S
[(dµ)(t)] (DS)in (δ x). (901)

(DS)in = e∂ L. (902)

(δS)=1 bo =

∮
∂ S

dSα Bα. (903)

است. چنین هم B ِ صری ِ شل

Bα =
l∑

j=1

j−1∑
k=0

(−1)j−k

{
Dαk+1

· · ·Dαj−1

[
∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj−1
Dα x)

]}
[Dα1

· · ·Dαk
(δ x)]. (904)

میΎویم. S یِ ͳدرون ِ مشتق (DS)in به

باشد، داشته هم گسسته ِ شاخص Έی x اگر

(δS)=1 in =

∫
S
[(dµ)(t)] (DS)in k (δ x

k). (905)

(DS)in k = e∂k L. (906)

e∂k L =
l∑

j=0

(−1)j Dα1 · · ·Dαj

[
∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj
xk)

]
. (907)

Bα =
l∑

j=0

j−1∑
k=0

(−1)j−k

{
Dαk+1

· · ·Dαj−1

[
∂ L

∂ (Dα1 · · ·Dαj−1
Dα xk)

]}
[Dα1 · · ·Dαk

(δ xk)]. (908)

باشد، ͳنقط̃ئ S اگر

(DS)in =
∂ L

∂ x
. (909)

(δS)=1 bo = 0. (910)

پس،

B = 0. (911)
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باشد، Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S اگر

(DS)in =
∂ L

∂ x
−Dα

[
∂ L

∂ (Dα x)

]
. (912)

(δS)=1 bo =

∮
∂ S

(dSα)
∂ L

∂ (Dα x)
(δ x). (913)

پس،

Bα =
∂ L

∂ (Dα x)
(δ x). (914)

یِ اندازه میدهم. نمایش (t یِ جا (به t با را آن باشد، یΈ-بˇعدی x یِ ِ-پیوسته شاخص- اگر

با را آن که میشود بازه Έی S یِ مجموعه شل، سادِترین در میΎیرم. (d t) هم را انتΎرال-گیری

میشود (894) میدهم. نشان [t0, tf ]

S(x) =

∫ tf

t0

(d t)L[t, (dD(l) x)(t)]. (915)

میدهم. نشان X(n) با را t به نسبت X ِ ُم n ِ مشتق میشود. ِ-شاخص بدون- هم t به نسبت مشتق

ترتیب، این به

(DS)in =
l∑

j=0

(−1)j
(

d

d t

)j [
∂ L

∂ x(j)

]
. (916)

البته و

(δS)=1 bo = B(tf)−B(t0), (917)

که

B =
l∑

j=1

j−1∑
k=0

(−1)j−k

{(
d

d t

)j−k−1 [
∂ L

∂ x(j)

]}
(δ x)(k). (918)

است، Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S و یΈ-بˇعدی پیوسته ِ شاخص ی وقت ویژه، به

(DS)in =
∂ L

∂ x
− d

d t

(
∂ L

∂ ẋ

)
. (919)

B =
∂ L

∂ ẋ
(δ x). (920)
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ِ حسب بر S ِ تقریب است. Έی ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S و یΈ-بˇعدی پیوسته ِ شاخص گیرم

مینم: تقسیم ته n به را [t0, tf ] یِ بازه مینم. ͳبررس مفصلتر را شاخص-گسسته ِ متغیر

ι =
tf − t0

n
. (921)

ta = t0 + ι a. (922)

که است رˇشن

tn = tf . (923)

ترتیب، این به مینم. ta ِ جایΎزین را a میبˆرم: کار به را گسسته ِ شاخص ،t یِ پیوسته ِ شاخص یِ جا به

ست. ت̃ها از ی Έی یِ مرزی یِ دˇ-نقطه ِ شامل یاخته هر میشود. {0, . . . , n} شاخصها یِ مجموعه

اگر تنها و اگر اند، همسایه b و a جمله از است. 1 شان ِ اختلاف که دارد، عضو دˇ یاخته هر پس

باشد: 1 از نابزرگتر شان ِ اختلاف

b N a, ⇔ |b− a| ≤ 1. (924)

مینم: تعریف b و a ِ میانΎین را {a, b} یِ یاخته با متناظر z ِ شاخص

Zz = {a, b}, z =
a+ b

2
. (925)

پس،

Zz = {(z− ς), (z+ ς)}. (926)

که

ς =
1

2
. (927)

میشود دیده

Na = Za−ς ∪ Za+ς , 0 < a < n. (928)
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پس

Na = {(a− 1), a, (a+ 1)}, 0 < a < n. (929)

البته، و

N0 = Zς ,

= {0, 1}. (930)

Nn = Zn−ς ,

= {(n− 1), n}. (931)

میشود. چنین S ِ تقریب

S ≈
n−ς∑
z=ς

Sz. (932)

یا،

S(x) ≈
n−ς∑
z=ς

Sz(xz−ς , xz+ς). (933)

پس،

(DS)a ≈ (DSa−ς)a + (DSa+ς)a, 0 < a < n. (934)

البته، و

(DS)0 ≈ (DSς)0. (935)

(DS)n ≈ (DSn−ς)n. (936)

یِ بازه یِ ت̃ها از ی Έی ِ خُد را یاخته هر ͳیعن این مینم: وارد دˇباره را پیوسته ِ شاخص حالا

است: ι ِ طول به پاره-خط Έی یاخته هر پس آن. یِ دˇ-نقطه-یِ-مرزی نَ میΎیرم، [t0, tf ]

Zz = [tz − ι ς, tz + ι ς]. (937)
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که

tz = t0 + ι z. (938)

صورت این در گرفت. Zz یِ انتها و ابتدا میشود را دˇ-نقطه این است. Zz از نقطه دˇ در x ِ تاب΄ Sz

که ،xz+ς و xz−ς میشوند Sz یِ متغیرها

xa = x(ta). (939)

برد: کار به را vz و x̄z یِ متغیرها میشود ،xz+ς و xz−ς یِ جا به

x̄z =
xz−ς + xz+ς

2
. (940)

vz =
xz+ς − xz−ς

ι
. (941)

میشود دیده و

x̄z = x(tz) + o(ι). (942)

vz = ẋ(tz) + o(ι). (943)

مینم. تعریف چنین را S̃z

Sz(xz−ς , xz+ς) = S̃z(x̄z, vz). (944)

میشود دیده

S̃z(x̄z, vz) = S̃z[x(tz), ẋ(tz)] + o(ι). (945)

پس،

Sz(xz−ς , xz+ς) = S̃z[x(tz), ẋ(tz)] + o(ι). (946)

ͳیعن این میΎیرم. (d t) را انتΎرال-گیری یِ اندازه

µ(Zz) = tz+ς − tz−ς ,

= [t0 + (z+ ς) ι]− [t0 + (z− ς) ι]. (947)
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پس،

µ(Zz) = ι. (948)

میشود. چنین L ترتیب این به

S̃z[x(tz), ẋ(tz)] = ιL[tz, x(tz), ẋ(tz)]. (949)

اینجا، از

Sz(xz−ς , xz+ς) = ιL[tz, x(tz), ẋ(tz)] + o(ι). (950)

میشود (933) و

S(x) ≈ ι
n−ς∑
z=ς

L[tz, x(tz), ẋ(tz)]. (951)

داشته. وجود حد این در راست ِ طرف که ی شرط به بΎراید، صفر به ι که ی حد در میشود دقیق برابری

میشود: تبدیل انتΎرال به راست ِ طرف صورت این در

S(x) =

∫ tf

t0

(d t)L[t, x(t), ẋ(t)]. (952)

از استفاده با کار این یِ برا کرد. مربوط L ِ مشتق به هم را S ِ مشتق میشود ،(951) از استفاده با

مینویسم. چنین را (951) یِ رابطه ،(943) و (942)

S(x) ≈ ι
n−ς∑
z=ς

L(tz, x̄z, vz). (953)

پس دارند. ͳΎبست xa به که اند (z = a + ς) یا (z = a − ς) با vz و x̄z فقط راست، ِ طرف در

a اگر و میئاید؛ راست ِ طرف در جمله دˇ فقط از نباشد n یا 0 با برابر a اگر ، xa به نسبت S ِ مشتق
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میئاید: راست ِ طرف در جمله Έی فقط از باشد n یا 0 با برابر

(DS)a(x) ≈ ι

{
∂ [L(ta−ς , x̄a−ς , va−ς)]

∂ x̄a−ς

∂ x̄a−ς

∂ xa

+
∂ [L(ta+ς , x̄a+ς , va+ς)]

∂ x̄a+ς

∂ x̄a+ς

∂ xa

+
∂ [L(ta−ς , x̄a−ς , va−ς)]

∂ va−ς

∂ va−ς

∂ xa

+
∂ [L(ta+ς , x̄a+ς , va+ς)]

∂ va+ς

∂ va+ς

∂ xa

}
, 0 < a < n. (954)

میشود دیده (941) و (940) از

∂ x̄a−ς

∂ xa
=

1

2
. (955)

∂ x̄a+ς

∂ xa
=

1

2
. (956)

∂ va−ς

∂ xa
=

1

ι
. (957)

∂ va+ς

∂ xa
= −1

ι
. (958)

ترتیب، این به

(DS)a(x) ≈ ι

{
1

2

∂ [L(ta−ς , x̄a−ς , va−ς)]

∂ x̄a−ς

+
1

2

∂ [L(ta+ς , x̄a+ς , va+ς)]

∂ x̄a+ς

+
1

ι

∂ [L(ta−ς , x̄a−ς , va−ς)]

∂ va−ς

− 1

ι

∂ [L(ta+ς , x̄a+ς , va+ς)]

∂ va+ς

}
, 0 < a < n. (959)

یا،

(DS)a(x) ≈ ι

(
∂ [L(ta, x̄a, va)]

∂ x̄a

− d

d t

{
∂ [L(ta, x̄a, va)]

∂ va

})
, 0 < a < n. (960)
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مینویسم: ẋ و x ِ حسب بر را راست ِ طرف

(DS)a(x) ≈ ι

(
∂ [L(ta, xa, ẋa)]

∂ xa

− d

d t

{
∂ [L(ta, xa, ẋa)]

∂ ẋa

})
, 0 < a < n. (961)

همچنین،

(DS)0(x) ≈
ι

2

∂ [L(tς , x̄ς , vς)]

∂ x̄ς
− ∂ [L(tς , x̄ς , vς)]

∂ vς
. (962)

(DS)n(x) ≈
ι

2

∂ [L(tn−ς , x̄n−ς , vn−ς)]

∂ x̄n−ς
+
∂ [L(tn−ς , x̄n−ς , vn−ς)]

∂ vn−ς
. (963)

یا،

(DS)0(x) ≈
ι

2

∂ [L(t0, x0, ẋ0)]

∂ x0
− ∂ [L(t0, x0, ẋ0)]

∂ ẋ0
. (964)

(DS)n(x) ≈
ι

2

∂ [L(tf , xf , ẋf)]

∂ xf
+
∂ [L(tf , xf , ẋf)]

∂ ẋf
. (965)

میشود. چنین ست ͳخط (δ x) به نسبت که (δS) از ی بخش ترتیب این به

(δS)=1 ≈
n∑

a=0

(DS)a (δ xa),

≈ (DS)0 (δ x0) +
n−1∑
a=1

(DS)a (δ xa) + (DS)n (δ xn). (966)

یا

(δS)=1 ≈ −
∂ [L(t0, x0, ẋ0)]

∂ ẋ0
(δ x0)

+ ι
n−1∑
a=1

(
∂ [L(ta, xa, ẋa)]

∂ xa
− d

d t

{
∂ [L(ta, xa, ẋa)]

∂ ẋa

})
(δ xa)

+
∂ [L(tf , xf , ẋf)]

∂ ẋf
(δ xf). (967)

میشود: دقیق صفر به ι ِ حد در رابطه این

(δS)1 =

∫ tf

t0

(d t)

{[
∂ L

∂ x
− d

d t

(
∂ L

∂ ẋ

)]
(t)

}
[(δ x)(t)]

+

[(
∂ L

∂ ẋ

)
(δ x)

]
(tf)−

[(
∂ L

∂ ẋ

)
(δ x)

]
(t0). (968)
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میدهد: نشان را مرزی و ͳدرون یِ بخشها به (δS)=1 ِ Έیتف که است، (900) ان هم این

(δS)=1 in =

∫ tf

t0

(d t)

{[
∂ L

∂ x
− d

d t

(
∂ L

∂ ẋ

)]
(t)

}
[(δ x)(t)]. (969)

(δS)=1 bo =

[(
∂ L

∂ ẋ

)
(δ x)

]
(tf)−

[(
∂ L

∂ ẋ

)
(δ x)

]
(t0). (970)

اند. (920) و (919) ان هم هم اینها
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مینم، تعریف مسیر از ͳتابع Έی را S ِ کنش است. سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ L یِ لΎَرانژی گیرم

که چنان

S(q) =

∫ tf

t0

(d t)L[t, q(t), q̇(t)]. (971)

میشود دیده باشد. داشته هم گسسته ِ شاخص Έی t یِ پیوسته ِ شاخص بر علاوه است ممن q

(Di S)in(t) =
∂ L

∂ [qi(t)]
− d

d t

{
∂ L

∂ [q̇i(t)]

}
. (972)

]یا
δ S

(δ qi)(t)

]
in

=
∂ L

∂ [qi(t)]
− d

d t

{
∂ L

∂ [q̇i(t)]

}
. (973)

پس،

(DS)in = e∂ L. (974)

البته، و

(δ S)=1 bo =

[(
∂ L

∂ q̇

)
(δ q)

]
(tf)−

[(
∂ L

∂ q̇

)
(δ q)

]
(t0). (975)

است. چنین Fn یِ ͳنیرو-یِ-اضاف و L یِ لΎَرانژی با متناظر ی سیستم یِ برا حرکت یِ معادله

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)
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میشود معادله-یِ-حرکت این کنش، ِ حسب بر

0
ns
= (DS)in + Fn. (976)

نیرو-یِ- اگر ست. ͳنیرو-یِ-اضاف یِ قرینه کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که است این حرکت یِ معادله ͳیعن

میشود معادله-یِ-حرکت باشد، صفر ͳاضاف

0
ns
= e∂i L. (607)

کنش، ِ حسب بر و

0
ns
= (DS)in. (977)

مسیر آن حرکت ِ مسیر میΎویند است. صفر کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که است این حرکت یِ معادله ͳیعن

مسیر یِ ͳدرون ِ نقاط به نسبت فرینه-شدن منظور که است رˇشن البته میند. فرینه را کنش که است

را کنش که ست ی مسیر ثابت، یِ ابتدا-وِ-انتها با حرکت ِ مسیر که میΎویند هم طُر این را این است.

یِ همه یِ برا که هست qf Έی و q0 Έی ͳیعن است، ثابت مسیر یِ انتها و ابتدا که این میند. فرینه

،q یِ مسیرها

q(t0) = q0. (978)

q(tf) = qf . (979)

ͳیعن نمیشوند. عوض qf Έی و q0 میشود، عوض q ی وقت

(δ q)(t0) = 0. (980)

(δ q)(tf) = 0. (981)

پس،

(δ S)=1 bo = 0. (982)
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ͳیعن که

(δ S)=1 =

∫ tf

t0

(d t) (DS)in (δ q). (983)

مفصلتر،

(δ S)=1 =

∫ tf

t0

(d t) {[(Di S)in(q)](t)} [(δ qi)(t)]. (984)

نوشته نیروها و جرمها ِ حسب بر ͳنیوتُن ِ شل در ذرات، از دستΎاه Έی یِ برا حرکت ِ معادلات

آنها از و انرژی-یِ-پتانسیل، و ͳانرژی-یِ-جنبش نیرو و جرمها از میشود لΎَرانژی، ِ شل در میشوند.

لΎَرانژی ِ ساختار میشود ضمنَن نوشت. لΎَرانژی ِ حسب بر را ِ-حرکت معادلات- و ساخت، لΎَرانژی

را لΎَرانژی ِ خُد و نباشد، انرژی-یِ-پتانسیل یِ منها ͳانرژی-یِ-جنبش لزومˆن که چنان داد، گسترش را

میΎیرد. را نیوتُن یِ معادله یِ جا اُیل̃ر-لΎَرانژ یِ معادله ترتیب این به گرفت. اصل

که است این است، سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ که لΎَرانژی Έی یِ برا اُیل̃ر-لΎَرانژ یِ معادله

گرفت. اصل را کنش ِ خُد میشود هم اینجا است. صفر لΎَرانژی آن با متناظر ِ کنش یِ ͳدرون ِ مشتق

یِ معادله همچنان ِ-حرکت معادلات- باشد، ͳمˇضع کنش اگر اما باشد. ͳمˇضع کنش نیست لازم حتا

ی ِ-دیفرانسیل معادلات- ِ-حرکت معادلات- باشد، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از کنش اگر َند: دیفرانسیل

َند. (2 l) ِ-بالا دست- یِ مرتبه از
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نتیجه ست، ͳاضاف یِ نیرو یِ قرینه کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که است این حرکت یِ معادله که این از

است. یسان آنها با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت باشد داشته یسان یِ ͳدرون-ِ مشتق- کنش دˇ اگر میشود

باشد. برقرار اتحاد این اگر است، همئرز S با S̃ میΎویم

(D S̃)in = (DS)in. (985)

،ͳیعن

0 = [D (S̃ − S)]in. (986)
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اند. 1 ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S̃ و S گیرم ندارد. ͳΎبست مسیر یِ ͳدرون ِ نقاط به (S̃ − S) ͳیعن این

هم (S̃ − S) با متناظر یِ لΎَرانژی میدهم. نشان L̃ و L ترتیب، به با، را S̃ و S با متناظر یِ لΎَرانژیها

میشود: (L̃− L)

(S̃ − S)(q) =
∫ tf

t0

(d t) (L̃− L)[t, q(t), q̇(t)]. (987)

که هست A Έی ͳیعن ندارد، ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به (S̃ − S) که این

(S̃ − S)(q) = A(t0, tf). (988)

این بالا یِ رابطه از منظور باشد. هم آن ِ مشتقات از ی محدود ِ تعداد و q ِ تاب΄ است ممن A البته

میشوند. ظاهر در tf و t0 فقط در آن ِ مشتقات و q راست، ِ طرف در هم باشد چنین اگر که است

q ِ تحدید میΎیرم. tf و t0 ِ بین tm Έی َند. برقرار ی مسیر هر یِ برا (988) و (987) ِ روابط

میشود دیده میدهم. نشان q2 با را [tm, tf ] به q ِ تحدید و ،q1 با را [t0, tm] به

(S̃ − S)(q) = (S̃ − S)(q1) + (S̃ − S)(q2). (989)

ͳیعن این

A(t0, tf) = A(t0, tm) + A(tm, tf). (990)

یا،

A(tm, tf) = A(t0, tf)− A(t0, tm). (991)

که هست Λ Έی ͳیعن این

A(t1, t2) = Λ(t2)− Λ(t1). (992)

میشود نتیجه (988)میΎذارم. در را این

(S̃ − S)(q) = Λ(tf)− Λ(t0). (993)
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یا،

(S̃ − S)(q) =
∫ tf

t0

(d t) Λ̇. (994)

است: Λ ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق (L̃− L) میدهند نتیجه هم (987) و این

L̃− L = Λ̇. (675)

Λ و باشد، 1 ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S ͳیعن باشد، سرعت و مان و زمان فقط ِ تاب΄ L اگر

یِ مرتبه از هم S̃ ͳیعن بود، خاهد سرعت و مان و زمان فقط ِ تاب΄ L̃ باشد، مان و زمان فقط ِ تاب΄

با ابتدا-و-انتها-یِ-یسان، با یِ مسیرها بر S̃ ِ فرینه-کردن صورت این در بود. خاهد 1 ِ-بالا دست-

دست- یِ مرتبه از S اگر اما میشود. همئرز ابتدا-و-انتها-یِ-یسان با یِ مسیرها بر S ِ فرینه-کردن

ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S̃ است ممن باشد، داشته ͳΎبست هم مان یِ مشتقها به Λ ͳول باشد 1 ِ-بالا

فرینه- با ابتدا-و-انتها-یِ-یسان، با یِ مسیرها بر S̃ ِ فرینه-کردن صورت صورت این در نباشد. 1

یِ ͳدرون ِ مشتق که این همچنان اما نمیشود. همئرز ابتدا-و-انتها-یِ-یسان با یِ مسیرها بر S ِ کردن

است. همئرز باشد صفر S یِ ͳدرون ِ مشتق که این با باشد صفر S̃

گیرم مثال، ِ عنوان به

L =
mv2

2
. (651)

است: سرعت v که

v = ṙ. (652)

میشود L با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت است. ناصفر ی ثابت m و

0
ns
= e∂ L. (995)

که

e∂ L = −m r̈. (996)
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میΎیرم. چنین را Λ

Λ = −mr v

2
. (997)

میشود چنین L̃

L̃ = −mr v̇

2
. (998)

یا،

L̃ = −mr r̈

2
. (999)

میشود L̃ با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت است. 2 ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S̃ میشود دیده

0
ns
= e∂ L̃. (1000)

که

e∂ L̃ =
∂ L̃

∂ r
− d

d t

(
∂ L̃

∂ ṙ

)
+

d2

d t2

(
∂ L̃

∂ r̈

)
. (1001)

اند. چنین L̃ یِ مشتقها

∂ L̃

∂ r
= −m r̈

2
. (1002)

∂ L̃

∂ ṙ
= 0. (1003)

∂ L̃

∂ r̈
= −mr

2
. (1004)

ترتیب، این به

e∂ L̃ = −m r̈. (1005)

ِ معادله-یِ-حرکت ان هم S̃ با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت میدهند نشان (1005) و (996) ِ روابط

باید. که چنان است، S با متناظر
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کنش و ِ-برابری قید- 48

و Z و S از است: لΎَرانژ یِ ضریبها از استفاده Z یِ قیدها با S ِ تاب΄ ِ فرینه-کردن یِ برا روش Έی

میسازند. چنین را Sz ِ تاب΄ K ِ ِ-لΎَرانژ ضریب-

Sz(x,K) = S(x) + Kc Z
c(x). (1006)

معادلات. این ͳیعن شود، فرینه Sz که این با است همئرز شود، فرینه Z ِ قید با S که این

0
ns
=
∂Sz

∂ xa
. (1007)

0
ns
=
∂Sz

∂ Kc
. (1008)

میشوند اینها

0
ns
=
∂S

∂ xa
+ Kc

∂ Zc

∂ xa
. (1009)

0
ns
= Zc. (1010)

ِ شاخص Έی و پیوسته ِ شاخص Έی ِ شامل K و x یِ متغیرها ِ شاخص که مینم ͳبررس را ی حالت

میشود. چنین (1006) است. گسسته

Sz(x) = S(x) +

∫
[(dµ)(t)] [ya(t)] [Z

a(t, x)]. (1011)

میشوند هم (1010) و (1009) ِ معادلات است. K با متناظر یِ ͳالΎچ y و ،x ِ متغیر یِ دامنه S

0
ns
= [(DS)(x)]i(t) +

∫
[(dµ)(t′)] [ya(t

′)]
δ [Za(t′, x)]

δ xi(t)
. (1012)

0
ns
= Za(t, x). (1013)

است: t یِ ازا به x از l ِ-بالا دست- یِ مرتبه تا x یِ مشتقها و t ِ تاب΄ هم [Za(t, x)] این بر علاوه گیرم

Za(t, x) = Za[t, (dD(l) x)(t)]. (1014)
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این در شده.) داده نشان Za ان هم با هم ِ-راست طرف- ِ تاب΄ نماد-گذاری، ِ ساده-کردن یِ (برا

میشود نتیجه (1012) از صورت

0
ns
= [(DS)(x)]i(t) + [e∂i (ya Z

a)](t, x), t /∈ (∂ S). (1015)

که چنان است، S بر L ِ انتΎرال هم S اینها بر علاوه گیرم سرانجام،

S(x) =

∫
[(dµ)(t)]L[t, (dD(l) x)(t)]. (894)

با همراه (1013) میشود شود، فرینه S یِ ͳدرون ِ نقاط یِ ازا به Z ِ قید با S که این صورت این در

0
ns
= e∂i L+ e∂i (ya Z

a). (1016)

نوشت. چنین میشود را این

0
ns
= e∂i Lz. (1017)

که

Lz = L+ ya Z
a. (1018)

ِ-برابری قید- با حرکت ِ معادلات میشود دیده ،S ِ تاب΄ یِ جا به S یِ ͳمˇضع ِ کنش یِ برا اینها از

ِ فرینه-کردن ِ معادلات ان هم باشد)، مان یِ مشتقها از ی محدود ِ تعداد و زمان ِ تاب΄ قید ی (وقت

یِ ِ-گسترش-یافته کنش- ،Z ِ قید و S ِ کنش با متناظر اند: (ͳدرون یِ زمانها یِ ازا به (البته قید با کنش

میشود. تعریف چنین Sz

Sz = S +

∫ tf

t0

(d t)λa Z
a. (1019)

است: L ِ انتΎرال S ِ کنش

S =

∫ tf

t0

(d t)L. (1020)
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است: Lz ِ انتΎرال هم Sz ترتیب، این به

Sz =

∫ tf

t0

(d t)Lz. (1021)

که

Lz = L+ λa Z
a. (1022)

که ی معادلات میشود دیده است. قید و لΎَرانژی با گسترش-یافته یِ لΎَرانژی یِ رابطه ان هم این

-ِ معادلات- ͳیعن اند. Lz یِ برا اُیل̃ر-لΎَرانژ ِ معادلات ان هم میئایند دست به Sz با ترتیب این به

گسترش-یافته) ِ ) کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که َند ان هم هم (ͳاضاف یِ نیرو ِ (بدون قید با ِ حرکت

میشوند معادلات هم F یِ ͳنیرو-یِ-اضاف با البته است. صفر

0
ns
= (DSz)in + F. (1023)

یِ قرینه گسترش-یافته) ِ ) کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که است این قید با ِ ِ-حرکت معادلات- ͳیعن

ست. ͳنیرو-یِ-اضاف
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Έی است. فضا) (در مسیر ِ پارامتر زمان و است. زمان بر L یِ لΎَرانژی ِ انتΎرال S یِ ͳمˇضع ِ کنش

زمان مینم: ͳبرس را فضا-زمان در مسیر فضا، در مسیر یِ جا به و میΎیرم پارامتر را (τ) دیΎر ِ متغیر

پارامتر ین هم هم را کنش یِ برا انتΎرال-گیری ِ متغیر میشوند. پارامتر این ِ تاب΄ مان یِ مئلف̃ها و

میشود دیده است. 1 ِ-بالا دست- یِ مرتبه از S گیرم میΎیرم.

S =

∫
(d τ)

d t

d τ
L(t, q, q̇). (1024)

میدهم: نشان ′
q با را τ به نسبت q (ِ (کامل ِ مشتق

′
q =

d q

d τ
. (1025)
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که است معلوم

′
q =

′
t q̇. (1026)

q̇ = (
′
t)−1 ′

q. (1027)

مان یِ مئلف̃ها و زمان ِ مشتق و مان، یِ مئلف̃ها زمان، ِ تاب΄ که مینم، تعریف Lτ یِ لΎَرانژی Έی

است: τ به نسبت

Lτ (t, q,
′
t,

′
q) =

′
t L(t, q, q̇). (1028)

میدهم: نشان q0 با را t

q0 = t. (729)

مینویسم. چنین را بالا یِ رابطه و

Lτ (
˜
q,

′

˜
q) =

′
t L(t, q, q̇). (1029)

است: τ بر Lτ ِ انتΎرال S

S =

∫
(d τ)Lτ (

˜
q,

′

˜
q). (1030)

است. فضا-زمان در مسیر ِ تاب΄ راست ِ طرف که است رˇشن میΎویم. ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی Lτ به

مینویسم. چنین را بالا یِ رابطه کنم، تئید این بر میخاهم که ͳی جا

Sτ =

∫
(d τ)Lτ (

˜
q,

′

˜
q). (1031)

میΎویم. ͳفضا-زمان ِ کنش Sτ به

میشود دیده (1029) یِ رابطه از

∂ Lτ

∂ q0
=

′
t
∂ L

∂ t
. (1032)

∂ Lτ

∂ qi
=

′
t
∂ L

∂ qi
. (1033)
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نوشت. چنین میشود را اینها

∂ Lτ

∂ qα
=

′
t
∂ L

∂ qα
. (1034)

همچنین،

∂ q̇i

∂
′
t
= −(

′
t)−2 ′

qi. (1035)

یا،

∂ q̇i

∂
′
t
= −(

′
t)−1 q̇i. (1036)

و،

∂ q̇i

∂
′

qj
= (

′
t)−1 δij . (1037)

ترتیب، این به

∂ Lτ

∂
′
q0

= L+
′
t
∂ L

∂ q̇i
∂ q̇i

∂
′
t
,

= L−
′
t
∂ L

∂ q̇i
(

′
t)−1 q̇i. (1038)

ͳیعن که

∂ Lτ

∂
′
q0

= L− ∂ L

∂ q̇i
q̇i. (1039)

و،

∂ Lτ

∂
′
qi

=
′
t
∂ L

∂ q̇j
∂ q̇j

∂
′
qi
,

=
′
t
∂ L

∂ q̇j
(

′
t)−1 δji . (1040)

ͳیعن که

∂ Lτ

∂
′
qi

=
∂ L

∂ q̇i
. (1041)
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ِ طرف باشد: برقرار هم i یِ جا به صفر یِ برا که نوشت، (1034) ِ شبیه ی چیز نمیشود (1041) یِ برا

نیست. خُش-تعریف i یِ جا به صفر یِ برا (1041) ِ راست

تعریف (pτ) دیΎر یِ تانه Έی میشود ′
q به نسبت Lτ ِ مشتق با است. تانه q̇ به نسبت L ِ مشتق

کرد:

pτ i =
∂ Lτ

∂
′
qi
. (1042)

میشود دیده (1041) از

pτ i =
∂ L

∂ q̇i
. (1043)

ͳیعن که

pτ i = pi. (1044)

گسترش هم i یِ جا به صفر به را (1044) میشود اما است. نشده تعریف i یِ جا به صفر با راست ِ طرف

داد:

pτ 0 = p0. (1045)

ترتیب، این به است. p0 ِ تعریف (1045) پس است. شده تعریف قبلَن (1045) ِ چپ ِ طرف

p0 = L− ∂ L

∂ q̇i
q̇i. (1046)

یا

p0 = L− pi q̇i. (1047)

بسته،

p0 = L− p q̇. (1048)
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البته، و

pτ α = pα. (1049)

بسته،

˜
pτ =

˜
p. (1050)

میشود نتیجه ضمنَن (1047) از میدارم. بر تانه از را τ ِ شاخص پس این از

L = pα q̇
α. (1051)

یا

Lτ = pα
′
qα. (1052)

با را τ ِ پارامتر با گسترش-یافته ِ مشتق مینم. ͳبررس را τ ِ پارامتر با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت

میدهم: نشان
˜
e∂τ

e∂τ α Lτ =
∂ Lτ

∂ qα
− ′
pα. (1053)

،(1034) از استفاده با و

e∂τ α Lτ =
′
t

(
∂ L

∂ qα
− ṗα

)
. (1054)

مینم: جدا هم از را ͳفضای و ͳزمان یِ بخشها

e∂τ 0 Lτ =
′
t

(
∂ L

∂ t
− ṗ0

)
. (1055)

e∂τ i Lτ =
′
t

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
. (1056)

پس،

e∂τ i Lτ =
′
t e∂i L. (1057)
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نشان شده. بیشتر ی Έی معادله-یِ-حرکت یِ مئلف̃ها ِ تعداد τ ِ پارامتر ِ وارد-کردن با میرسد نظر به

نیست: چنین میدهم

ṗ0 = L̇− d (pi q̇
i)

d t
,

=
∂ L

∂ t
+
∂ L

∂ qi
q̇i +

∂ L

∂ q̇i
q̈i − ṗi q̇i − pi q̈i,

=
∂ L

∂ t
+
∂ L

∂ qi
q̇i − ṗi q̇i. (1058)

پس،

ṗ0 =
∂ L

∂ t
+

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
q̇i. (1059)

،ͳیعن

0 =

(
∂ L

∂ q0
− ṗ0

)
+

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
q̇i. (1060)

یا

0 =

(
∂ L

∂ qα
− ṗα

)
q̇α. (1061)

پس،

0 = (e∂τ α Lτ )
′
qα. (1062)

میشوند ͳاضاف یِ نیرو ِ بدون ِ-حرکت معادلات- پارامتر، ِ عنوان به زمان با

0
ns
= e∂i L. (607)

میشود ͳاضاف یِ نیرو ِ بدون ِ-حرکت معادلات- یِ ͳفضای ِ بخش ،τ ِ پارامتر با

0
ns
= e∂τ i Lτ . (1063)
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ͳیعن هم (1062) یِ رابطه است. همئرز (607) با (1063) یِ معادله میدهد نشان (1057) یِ رابطه

e∂τ 0 Lτ = −(e∂τ i Lτ ) q̇
i. (1064)

،(1057) از استفاده با یا،

e∂τ 0 Lτ = −
′
t (e∂i Lτ ) q̇

i. (1065)

میشود نتیجه (1063) از میدهد نشان (1064) ِِ رابطه

0
ns
= e∂τ 0 Lτ . (1066)

با است همئرز (1063) پس

0
ns
= e∂τ α Lτ . (1067)

دست به τ ِ پارامتر با که ی ِ-حرکت معادلات- ،(1067) ِ معادلات ͳنیرو-یِ-اضاف ِ نبود در ͳیعن این

َند. همئرز میئایند، دست به t ِ پارامتر با که ی ِ-حرکت معادلات- ،(607) ِ معادلات با میئایند،

َند. چنین τ ِ پارامتر با ِ-حرکت معادلات- ،ͳاضاف یِ نیرو با

0
ns
= e∂τ Lτ + Fτ n. (1068)

مفصلتر،

0
ns
= e∂τ α Lτ + Fτ nα. (1069)

اگر تنها و اگر َند، خُد-سازگار معادلات این میشود دیده (1062) یِ رابطه از

0 = Fτ nα
′
qα. (1070)

َند چنین t ِ پارامتر با ِ-حرکت معادلات- همچنین،

0
ns
= e∂i L+ Fn i. (609)
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میشوند ،(1057) یِ رابطه از استفاده با اینها،

0
ns
= e∂τ i Lτ +

′
t Fn i. (1071)

میشود τ ِ پارامتر با ِ-حرکت معادلات- یِ ͳفضای ِ بخش

0
ns
= e∂τ i Lτ + Fτ n i. (1072)

اگر تنها و اگر است، همئرز (1071) یِ معادله با معادله این

Fτ n i =
′
t Fn i. (1073)

میدهد نتیجه (1070) یِ ِ-سازگاری شرط- با همراه هم، این

Fτ n 0 = −Fn i
′
qi. (1074)

ِ-حرکت معادلات- پس است. برقرار هم (1070) باشند، برقرار (1074) و (1073) اگر که است رˇشن

و (1073) اگر تنها و اگر َند، همئرز t ِ پارامتر با ِ-حرکت معادلات- با و خُد-سازگار τ ِ پارامتر با

باشند. برقرار (1074)

عوض را زمان که ی ِمختصات تغییر- یِ برا است. وابسته مختصات به هم تانه ِ صفر یِ مئلفه

نمیند،

pj = p′i
∂ q′i

∂ qj
. (648)

میشود دیده (1047) از ترتیب، این به

p0 = L− p′i
∂ q′i

∂ qj
q̇j . (1075)

اما،

q̇′i =
∂ q′i

∂ qj
q̇j +

∂ q′i

∂ t
. (644)
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پس،

p0 = L− p′i
(
q̇′i − ∂ q′i

∂ t

)
. (1076)

یا

p0 = p′0 + p′i
∂ q′i

∂ t
. (1077)

شد دیده

pj q̇
j = p′i q̇

′i − p′i
∂ q′i

∂ t
. (650)

ترتیب، این به

p0 + pj q̇
j = p′0 + p′i q̇

′i. (1078)

است: برابر t با t′

q′0 = t. (1079)

پس،

p0 q̇
o + pj q̇

j = p′0 q̇
′0 + p′i q̇

′i. (1080)

ͳیعن

pα q̇
α = p′α q̇

′α. (1081)

عوض را زمان ِ-مختصات تغییر- که کلیتر، ِ حالت در است. معلوم هم (1051) از مستقیمˆن این البته

میشود دیده (1052) از کند،

pα
′
qα = p′α

′
q′α. (1082)
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تقارن

گروه و تقارن 50

ِ تحت خاص ِ چیز Έی یا نمیند، عوض را خاص ِ چیز Έی که است عمل Έی تقارن ،ͳکل ِ طُر به

ِ چیز آن هم عمل آن ِ وارون باشد وارون-پذیر عمل آن که ͳاضاف یِ ویژگیها این با همراه ست، ناوردا آن

نند. عوض را خاص

Έی A میΎویند است. S ش اَ دامنه که E ِ تاب΄ Έی و هست، S یِ مجموعه Έی گیرم رسمیتر،

ی وقت است، E ِ تقارن

است. S در مقدار و S یِ دامنه با تاب΄ Έی A f1

تاب΄ Έی A−1 و است وارون-پذیر A آن، با همئرز یا، ست. پوشا S بر و است Έبه-ی-Έی A f2

است. S در مقدار و S یِ دامنه با با

َند. برابر E با (E ◦ A−1) و (E ◦ A) ͳیعن ست. ناوردا A−1 و A ِ تحت E f3

میشود دیده میدهم. نشان G با را S یِ تقارنها یِ مجموعه

است. G ِ عضو هم (A1 ◦ A2) باشند، G ِ عضو A2 و A1 اگر f4
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است. G ِ عضو S یِ مجموعه یِ ͳهمان f5

است. G ِ عضو هم A−1 باشد، G ِ عضو A اگر f6

که است رˇشن

است. شرکت-پذیر G یِ اعضا ِ ترکیب جمله از است. شرکت-پذیر تواب΄ ِ ترکیب f7

است. G یِ اعضا ِ ترکیب یِ ͳهمان S یِ مجموعه یِ ͳهمان f8

A ِ وارون A−1 باشد، G ِ عضو A اگر جمله از است. باترکیب تاب΄ آن ِ وارون تاب΄ هر ِ وارون f9

است. ترکیب با

که دارد را ویژگیها این ترکیب ِ عمل با G یِ مجموعه ترتیب این به

است. بسته ترکیب f10

است. شرکت-پذیر ترکیب f11

است. G ِ عضو ترکیب یِ ͳهمان f12

است. G ِ عضو Έی G ِ عضو هر یِ ͳترکیب ِ وارون f13

است. گروه Έی چیز، Έی یِ تقارنها یِ مجموعه است. گروه Έی ترکیب با G ͳیعن اینها
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ِ مقصد مجموعه-یِ Έی (در مسیرها یِ مجموعه ش اَ دامنه که است (عملΎر) تاب΄ Έی ِ-مسیر تبدیل-

از تاب΄ Έی ِ-مسیر تبدیل- هر ͳیعن است. (M ان هم (در مسیر Έی هم َش مقدار هر و است، (M

و زمان یِ رو از فضا-زمان ِ تعریف ِ مثل ست. مسیرها یِ دامنه T که است، F(M;T) به F(M;T)

یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- را آن و میدهم Mextنشان با را گسترش-یافته ِ مجموعه-یِ-مقصد فضا،

مینم: تعریف M در T

Mext = T×M. (4)
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چنین فضا-زمان) در متناظر ِ ِ-مسیر (تبدیل- Aτ با فضا) در ِ-مسیر تبدیل- Έی) A یِ رابطه

است.

[Ai(q)]{[A0
τ (
˜
q)](τ)} = [Ai

τ (
˜
q)](τ), (1083)

و است، فضا-زمان در مسیر ِ پارامتر τ که

˜
q0(τ) = t(τ). (1084)

˜
qi(τ) = qi[t(τ)]. (1085)

میشود (1083) یِ بسته

[A(q)]{[A0
τ (
˜
q)](τ)} = [Aτ (

˜
q)](τ). (1086)

یابد. گسترش چنین (1083) که کرد تعریف هم A0 Έی میشود البته

[Aα(q)]{[A0
τ (
˜
q)](τ)} = [Aα

τ (
˜
q)](τ). (1087)

بسته،

[
˜
A(q)]{[A0

τ (
˜
q)](τ)} = [Aτ (

˜
q)](τ). (1088)

ست: ͳهمان A0(q) میشود دیده جمله از

[A0(q)]{[A0
τ (
˜
q)](τ)} = [A0

τ (
˜
q)](τ). (1089)

است. q ِ مسیر یِ اعضا یِ همه ِ تاب΄ [A(q)](t) ͳکل ِ حالت در ،A ِ ِ-مسیر تبدیل- Έی یِ برا

هر که شل این به میشود، ساخته Mext به Mext از f ِ تاب΄ Έی با A که است این خاص ِ حالت Έی

گیرم ،ͳیعن است. q ِ مسیر از نقطه Έی بر f ِ اثر با برابر A(q) ِ مسیر از نقطه

[t, q(t)] ∈ q. (1090)
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صورت، این در

{f[t, q(t)]} ∈ [A(q)]. (1091)

نوشت. چنین میشود را این

[Ai(q)]{f0[t, q(t)]} = fi[t, q(t)]. (1092)

یا،

[Aα
τ (
˜
q)](τ) = fα[

˜
q(τ)]. (1093)

بسته،

[Aτ (
˜
q)](τ) = f[

˜
q(τ)]. (1094)

به مسیرها یِ گسترش-یافته ِ مجموعه-یِ-مقصد از تاب΄ Έی از شل این به که ی ِ-مسیر تبدیل- به

نباشد، چنین که ی ِ-مسیر تبدیل- به میΎویم. ͳنقط̃ئ ِ ِمسیر تبدیل- Έی میشود ساخته مجموعه ان هم

میΎویم. ͳدینامی ِ ِ-مسیر تبدیل- Έی

ِ مسیر از نقطه Έی به A(q) ِ مسیر از نقطه هر که است این ͳنقط̃ئ ِ ِ-مسیر تبدیل- ِ تعمیم Έی

از A ِ ِ-مسیر تبدیل- میΎویم باشد. وابسته نقطه ان هم در q ِ مسیر یِ مشتقها یِ محدودی ِ تعداد و q

اگر است، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه

[Aτ (
˜
q)](τ) = f[(dD(l)

˜
q)(τ)]. (1095)

یِ مرتبه از A ِ ِ-مسیر تبدیل- که باشد محدود) ِ ) lΈی اگر ست، ͳمˇضع A ِ ِ-مسیر تبدیل- میΎویم

صفر l که ی حالت است، (1095) ِ خاص ِ حالت Έی (1094) میشود دیده باشد. l ِ-بالا دست-

باشد.

ِ تاب΄ Aτ (
˜
q) یِ مرزی یِ نقطه هر باشد، ͳمˇضع A ِ ِ-مسیر تبدیل- اگر که است معلوم همچنین،

ِ نقاط جمله از است. نقطه آن در
˜
q یِ مشتقها از یِ محدود ِ تعداد و

˜
q در متناظر یِ مرزی یِ نقطه فقط

به هم Aτ (
˜
q) یِ ͳدرون ِ نقاط ترتیب، ین هم به ندارند. ͳΎبست

˜
q یِ ͳدرون ِ نقاط به Aτ (

˜
q) یِ مرزی
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˜
q و Aτ (

˜
q) ترتیب، به یِ، جا به q و A(q) با مشابه، یِ گزارِها البته و نیستند. وابسته

˜
q یِ مرزی ِ نقاط

یِ محدود ِ تعداد و q در متناظر یِ مرزی یِ نقطه فقط ِ تاب΄ A(q) یِ مرزی یِ نقطه هر َند: درست هم،

ندارند. ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به A(q) یِ مرزی ِ نقاط جمله از است. نقطه آن در q یِ مشتقها از

نیستند. وابسته q یِ مرزی ِ نقاط به هم A(q) یِ ͳدرون ِ نقاط

باشد، ͳمˇضع A اگر پس

[(DA)(q)]boin = 0. (1096)

[(DA)(q)]inbo = 0. (1097)

ِ مشتق [(DA)(q)]inbo و است، q به نسبت A(q) یِ مرزی ِ نقاط یِ ͳدرون ِ مشتق [(DA)(q)]boin که

نسبت A(q) یِ ͳدرون ِ نقاط یِ ͳدرون ِ مشتق است. q یِ مرزی ِ نقاط به نسبت A(q) یِ ͳدرون ِ نقاط

میدهم. نشان [(DA)(q)]inin با هم را q به

اینجا نیست. مهم باشد چه مسیرها) ِ M(مقصد و مسیرها) یِ (دامنه T ِ اسم که این که است رˇشن

ِ مجموعه-یِ-مقصد ترتیب این به ست. فضا مسیرها ِ مقصد و زمانها، یِ مجموعه مسیرها یِ دامنه

ست. پیربندی یِ فضا فضا از منظور البته است. فضا-زمان گسترش-یافته

معادله-یِ-حرکت ِ تقارن 52

(معادلات- معادله-یِ-حرکت ِ یΈجواب که است ِ-مسیر یΈتبدیل- معادله-یِ-حرکت ِ تقارن

وارون-پذیر البته و میند، تبدیل ِ-حرکت) (معادلات- معادله-یِ-حرکت ِ یΈجواب به را ِ-حرکت)

معادله- ِ یΈجواب به را ِ-حرکت) (معادلات- معادله-یِ-حرکت ِ یΈجواب هم ش َ وارون و است

معادله-یِ-حرکت ِ تقارن ِ اثر-کردن با که ی چیز ͳیعن میند. تبدیل ِ-حرکت) (معادلات- یِ-حرکت

است. ِ-حرکت) (معادلات- معادله-یِ-حرکت ِ برقرار-بودن میمانَد ناوردا

مینم. ͳبررس را ِ-مسیر تبدیل- چند

{[A1(s)](r)}(t) = r(t) + s. (1098)

{[A2(s)](r)}(t) = r(t− s). (1099)
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{[A3(s)](r)}(t) = s r(t). (1100)

{[A4(s)](r)}(t) = r(s−1 t). (1101)

{[A5(s)](r)}(t) = r(t) + s t. (1102)

{[A6(s)](r)}(t) = r(t) + s t2. (1103)

است. s یِ اندازه به مان ِ انتقال A1(s) است. (مستقل-از-زمان) ثابت ی پارامتر s اینها، یِ همه در

A4(s) است. s یِ اندازه به مان ِ مقیاس-کردن A3(s) است. s یِ اندازه به زمان ِ انتقال A2(s)

A6(s) یِ برا است. s یِ اندازه به گالیل̥ʹ͉ ِ تبدیل A5(s) است. s یِ اندازه به زمان ِ مقیاس-کردن

A3(s) باشد. صفر s اگر یˆند، ͳهمان A6(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s) ندارم. سراغ ی رای; ِ اسم

ِ مقدار هر یِ ازا به ،A6(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s) باشد. Έی s اگر یˆند، ͳهمان A4(s) و

A4(s) و A3(s) میئاید. دست به (−s) به s ِ تبدیل با Έی هر ِ وارون و َند، وارون-پذیر s (ِ (محدود

میئاید. دست به s−1 به s ِ تبدیل با Έی هر ِ وارون و نباشد، بینهایت یا صفر s ی وقت َند، وارون-پذیر

است: فضا-زمان به فضا-زمان از fc(s) ِ تاب΄ با متناظر Ac(s) یˆند: ͳنقط̃ئ تبدیلها این یِ همه

[f1(s)](t, r) = (t, r + s). (1104)

[f2(s)](t, r) = (t+ s, r). (1105)

[f3(s)](t, r) = (t, s r). (1106)

[f4(s)](t, r) = (s t, r). (1107)

[f5(s)](t, r) = (t, r + s t). (1108)

[f6(s)](t, r) = (t, r + s t2). (1109)

است. این معادله-یِ-حرکت مثال: Έی

0
ns
= r̈ + a r. (1110)

نشان rc با را [Ac(s)](r) مینم. ͳبررس را معادله-یِ-حرکت این بر بالا یِ تبدیلها ِ اثر است. ثابت a

میشود دیده میدهم.

r̈1(t) = r̈(t). (1111)
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r̈2(t) = r̈(t− s). (1112)

r̈3(t) = s r̈(t). (1113)

r̈4(t) = s−2 r̈(s−1 t). (1114)

r̈5(t) = r̈(t). (1115)

r̈6(t) = r̈(t) + 2 s. (1116)

ترتیب، این به

(r̈1 + a r1)(t) = (r̈ + a r)(t) + a s. (1117)

(r̈2 + a r2)(t) = (r̈ + a r)(t− s). (1118)

(r̈3 + a r3)(t) = s (r̈ + a r)(t). (1119)

(r̈4 + a r4)(t) = s−2 (r̈ + a s2 r)(s−1 t). (1120)

(r̈5 + a r5)(t) = (r̈ + a r)(t) + a s t. (1121)

(r̈6 + a6 r)(t) = (r̈ + a r)(t) + 2 s+ a s2 t. (1122)

برمیئاورند. را (1110) یِ معادله هم r3 و r2 براورˆد، را (1110) یِ معادله r اگر

که برمیئاورˆند را (1110) یِ معادله ی شرط به r5 و r1 براورˆد، را (1110) یِ معادله r اگر

a s = 0. (1123)

ِ معادله-یِ-حرکت (1110) یِ معادله ͳیعن اول ِ حالت باشد. صفر s یا باشد، صفر a یا ͳیعن این

باشد. ͳهمان تبدیل ͳیعن دوم ِ حالت باشد. آزاد یِ ذره

که برمیئاورد را (1110) یِ معادله ی شرط به r4 براورˆد، را (1110) یِ معادله r اگر

a s2 = a. (1124)

(1110) یِ معادله ͳیعن اول ِ حالت باشد. Έیِ-ی-ͳمنف s یا باشد، Έی s یا باشد، صفر a یا ͳیعن این

تبدیل ͳیعن سوم ِ حالت باشد. ͳهمان تبدیل ͳیعن دوم ِ حالت باشد. آزاد یِ ذره ِ معادله-یِ-حرکت

باشد. وارونͳ-یِ-زمان



٢١٣ � کنش ِ تقارن 53

که برمیئاورد را (1110) یِ معادله ی شرط به r6 براورˆد، را (1110) یِ معادله r اگر سرانجام،

s = 0. (1125)

باشد. ͳهمان تبدیل ͳیعن این

(ِ (محدود ِ مقادیر یِ همه یِ ازا به ،(s یِ اندازه به زمان ِ (انتقال A2(s) باشد، ناصفر a اگر پس

به هم، (s یِ اندازه به مان ِ (مقیاس-کردن A3(s) است. (1110) ِ معادله-یِ-حرکت ِ تقارن ،s

A4(1) است. (1110) ِ معادله-یِ-حرکت ِ تقارن بینهایت)، و صفر (جز s ِ مقادیر یِ همه یِ ازا

اند. (1110) ِ معادله-یِ-حرکت ِ تقارن هم زمان) یِ ͳوارون) A4(−1) و ست) ͳهمان (که

(s یِ اندازه به زمان ِ (انتقال A2(s) و (s یِ اندازه به مان ِ (انتقال A1(s) باشد، صفر a اگر

معادله- ِ تقارن ،s (ِ (محدود ِ مقادیر یِ همه یِ ازا به ،(s یِ اندازه به گالیل̥ʹ͉ ِ (تبدیل A5(s) و

ِ (مقیاس-کردن A4(s) و (s یِ اندازه به مان ِ (مقیاس-کردن A3(s) اند. (1110) ِ یِ-حرکت

ِ معادله-یِ-حرکت ِ تقارن بینهایت)، و صفر (جز s ِ مقادیر یِ همه یِ ازا به هم، (s یِ اندازه به زمان

اند. (1110)

کنش ِ تقارن 53

وارون-پذیر البته و میند، تبدیل همئرز ی کنش به را کنش که است ِ-مسیر تبدیل- Έی کنش ِ تقارن

ِ تقارن ِ اثر-کردن با که ی چیز ͳیعن میند. تبدیل همئرز ی کنش به را کنش هم ش َ وارون و است

میمانَد. ناوردا کنش یِ همئرزی یِ رده که است این دقیقتر است. کنش میمانَد ناوردا کنش

Έی این بر علاوه گیرم ست. لΎَرانژی Έی ِ انتΎرال کنش صورت این در ست. ͳمˇضع کنش گیرم

ِ اثر در صورت این در است. کنش ِ تقارن و نمیند عوض را مسیر یِ دامنه که هست ِ-مسیر تبدیل-

که این میشود. اضافه تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق کنش با متناظر یِ لΎَرانژی به ِ-مسیر، تبدیل- این

ِ-مسیر تبدیل- که است آن یِ ͳمعن به نند، عوض ی) مسیر Ϳهی یِ (برا را مسیر یِ دامنه ِمسیر تبدیل-

نمینند، عوض را زمان که ͳی ِ-مسیرها تبدیل- و ͳمˇضع یِ کنشها یِ برا پس نمیند. عوض را زمان

تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق لΎَرانژی به آن ِ اثر در که است ِ-مسیر تبدیل- Έی کنش ِ تقارن

Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق لΎَرانژی به هم ش َ وارون ِ اثر در و است وارون-پذیر البته و میشود، اضافه

میشود. اضافه تاب΄



تقارن ٢١۴

ِ مسیر یِ برا کنش که است رˇشن کند. عوض هم را مسیر یِ دامنه است ممن ِ-مسیر تبدیل- البته

با را تحول ِ پارامتر ِ عنوان به زمان میشود اما میشود. حساب تبدیل-یافته یِ دامنه با تبدیل-یافته،

فضا- (در تبدیل-یافته ِ مسیر یِ دامنه میشود صورت این در کرد. جایΎزین τ یِ ͳاضاف یِ پارامتر

گرفت. فضا-زمان) (در اولیه ِ مسیر یِ دامنه ان هم را زمان)

تبدیل- ِ کنش یسان ِ مسیر Έی با نمیشود دیΎر کند، عوض را مسیر یِ دامنه ِ-مسیر تبدیل- اگر

(در تبدیل-یافته یِ لΎَرانژی که گرفت نتیجه نمیشود لزومˆن پس کرد. مقایسه اولیه ِ کنش با را یافته

است. تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق یِ اضافه به اولیه یِ لΎَرانژی ان هم کنش) ِ تقارن ِ اثر

تبدیل- یِ ͳفضا-زمان-ِ مسیر- یِ دامنه که گرفت چنان را τ یِ ͳاضاف-ِ پارامتر- میشود همچنان اما

لΎَرانژی یِ برا چه آن با مشابه ای نتیجه پس باشد. یسان اولیه یِ ͳفضا-زمان-ِ مسیر- یِ دامنه با یافته

ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی یِ برا آمد، دست به نمینند) عوض را مسیر یِ دامنه که ͳی ِ-مسیرها تبدیل- (و

به آن ِ اثر در که است ِ-مسیر تبدیل- Έی کنش ِ تقارن ،ͳمˇضع یِ کنشها یِ برا میئاید: دست به

البته و میشود، اضافه (τ) پارامتر به نسبت تاب΄ Έی ِ کامل ِ مشتق (Lτ) ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی

به نسبت تاب΄ Έی ِ کامل ِ مشتق ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی به هم ش َ وارون ِ اثر در و است وارون-پذیر

میشود. اضافه پارامتر

میدهم: نشان (A∗ L) با را L یِ لΎَرانژی بر A ِ ِ-مسیر تبدیل- ِ اثر

(A∗ L)[t, (dD q)(t)] = L
(
t, {dD [A(q)]}(t)

)
. (1126)

میدهم: نشان (A∗ S) با هم را S ِ کنش بر A ِ ِ-مسیر تبدیل- ِ اثر

(A∗ S)(q) = S[A(q)]. (1127)

البته،

S(q) =

∫
dom(q)

(d t)L[t, (dD q)(t)]. (1128)

(A∗ S)(q) =

∫
dom[A(q)]

(d t) (A∗ L)[t, (dD q)(t)]. (1129)
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یا،

(A∗ S)(q) =

∫
dom[A(q)]

(d t)L
(
t, {dD [A(q)]}(t)

)
. (1130)

است. چنین فضا-زمان) یِ مسیرها با (متناظر Aτ ِ ِ-مسیر تبدیل- یِ برا اینها یِ مانسته

[(Aτ )
∗ Lτ ][(dD q)(τ)] = Lτ

(
{dD [Aτ (q)]}(τ)

)
. (1131)

[(Aτ )
∗ S](q) = S[Aτ (q)]. (1132)

S(q) =

∫
domτ (q)

(d τ)Lτ [(dD q)(τ)]. (1133)

[(Aτ )
∗ S](q) =

∫
domτ (q)

(d τ) [(Aτ )
∗ Lτ ][(dD q)(τ)]. (1134)

یا،

[(Aτ )
∗ S](q) =

∫
domτ (q)

(d τ)Lτ

(
{dD [Aτ (q)]}(τ)

)
. (1135)

،q ِ مسیر هر یِ برا ͳیعن این است. S ِ کنش ِ تقارن A گیرم

A∗ S = S + C. (1136)

ندارد: ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به C(q) که

(DC)in = 0. (1137)

هست ΛΈی که است آن یِ ͳمعن به (1136) نند، عوض را مسیر یِ دامنه A اگر ست. ͳمˇضع S گیرم

که

A∗ L = L+ Λ̇. (1138)

یِ مسیرها با همچنان هم، کند عوض را مسیر یِ دامنه A اگر است. S با متناظر یِ لΎَرانژی L که

پس نمیند. عوض را ͳفضا-زمان ِ مسیر یِ دامنه Aτ میئاید: دست به ی مشابه یِ نتیجه ͳفضا-زمان

که هست Λ Έی

(Aτ )
∗ Lτ = Lτ +

′
Λ. (1139)
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نوشت. چنین میشود را این

d [A0
τ (
˜
q)]

d τ
(A∗ L){A0

τ (
˜
q), (dD q)[A0

τ (
˜
q)]} = d t

d τ
L[t, (dD q)(t)] +

dΛ

d τ
. (1140)

یا،

d [A0
τ (
˜
q)]

d τ
L
(
A0

τ (
˜
q), {dD [A(q)]}[A0

τ (
˜
q)]
)
=

d t

d τ
L[t, (dD q)(t)] +

dΛ

d τ
. (1141)

میدهم: نشان L(t) با را L[t, (dD q)(t)] سادِتر، یِ نماد-گذاری Έی با

L(t) = L[t, (dD q)(t)]. (1142)

میشود. چنین (1140) نماد-گذاری، این با

d [A0
τ (
˜
q)]

d τ
(A∗ L)[A0

τ (
˜
q)] =

d t

d τ
L(t) +

dΛ

d τ
. (1143)

آنجا، از و

d [A0
τ (
˜
q)]

d t
(A∗ L)[A0

τ (
˜
q)] = L(t) +

dΛ

d t
. (1144)

یا،

d [A0
τ (
˜
q)]

d t
(A∗ L)[A0

τ (
˜
q)] = L(t) + Λ̇. (1145)

بیفزاید، ثابت ِ مقدار Έی فقط زمان به یا نند، عوض را زمان A اگر

d [A0
τ (
˜
q)]

d t
= 1. (1146)

میشود (1145) صورت این در

(A∗ L)[A0
τ (
˜
q)] = L(t) + Λ̇. (1147)
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و (A∗ L) یِ لΎَرانژیها (1138) در نیست. رابطه ان هم اما است. (1138) یِ رابطه ِ شبیه رابطه این

است. این (1138) یِ رابطه اند. شده محاسبه (t) زمان Έی در هر-دˇ رابطه، ِ درˇ-طرف در L

(A∗ L)(t) = L(t) + Λ̇. (1148)

ی وقت است. ،(1148) یِ رابطه یا ،(1138) یِ رابطه یِ تعمیم-یافته ِ شل (1145) یِ رابطه

اضافه کامل ِ مشتق Έی کنش ِ مشتق به ،A ِ ِ-مسیر تبدیل- ِ تحت میΎویم است، برقرار (1145)

یسان ی پارامتر به نسبت تبدیل-یافته ِ کنش و اولیه ِ کنش ِ مشتق که است این منظور البته میشود.

ین هم به نسبت هم ِ-کامل مشتق- و اند، شده حساب نمیشود) عوض ِ-مسیر تبدیل- ِ تحت (که

یِ رابطه ان هم یِ برقراری واق΄ در (1145) یِ رابطه یِ برقراری که است رˇشن همچنین، است. پارامتر

(نسبت کامل ِ یΈمشتق ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی به ِ-مسیر، تبدیل- ِ تحت که این ͳیعن است، (1139)

میΎویم ضمنَن است، برقرار (1145) یا (1139) ی وقت خاطر، ین هم به میشود. اضافه پارامتر) به

ست. ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تقارن Έی A ِ ِ-مسیر تبدیل-

ͳیعن (1136) یِ رابطه

S[A(q)] = S(q) + C(q). (1149)

میشود نتیجه (1137) و (1149) از

{(DS)[A(q)]} [(DA)(q)]in = [(DS)(q)]in. (1150)

ندارند: ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به A(q) یِ مرزی ِ نقاط که است چنان A گیرم

[(DA)(q)]boin = 0. (1096)

میشود (1150) صورت این در

{(DS)[A(q)]}in [(DA)(q)]inin = [(DS)(q)]in. (1151)

{(DS)[A(q)]}in ِ صفر-بودن میشود دیده است، وارون-پذیر (DA)inin که این ِ فرض با ،(1151) از

ͳیعن است. همئرز [(DS)(q)]in ِ صفر-بودن با

0
ns
= {(DS)[A(q)]}in, (1152)
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اگر تنها و اگر

0
ns
= [(DS)(q)]in. (1153)

است. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن A ͳیعن هم این

ِ نقاط و باشد، وارون-پذیر (DA)inin باشد، کنش ِ تقارن A ِ ِ-مسیر تبدیل- اگر ترتیب، این به

است. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن A آنΎاه باشند، نداشته ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به A(q) یِ مرزی

ِ وارون-پذیر-بودن باشند، نداشته ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط A(q)به یِ مرزی ِ نقاط اگر میشود دیده

یِ ͳدرون ِ بخش یِ ͳدرون ِ مشتق (DA)inin به میدهد. نتیجه را (DA)inin ِ وارون-پذیر-بودن A ِ مشتق

میΎویم. A

یِ مرزی ِ نقاط و و باشد، وارون-پذیر A ِ مشتق باشد، کنش ِ تقارن A ِ ِ-مسیر تبدیل- اگر پس

است. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن A آنΎاه باشند، نداشته ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به A(q)

ندارند، ͳΎبست q یِ ͳدرون ِ نقاط به A(q) یِ مرزی ِ نقاط باشد ͳمˇضع A اگر شد معلوم همچنین،

(DA)inin و باشد، کنش ِ تقارن و ͳمˇضع A ِ ِ-مسیر تبدیل- اگر پس است. برقرار (1096) ͳیعن

ِ تقارن و ͳمˇضع A ِ ِ-مسیر تبدیل- اگر یا، است. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن A آنΎاه باشد، وارون-پذیر

است. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن A آنΎاه باشد، وارون-پذیر A ِ مشتق و باشد، کنش

ͳضمن آن در که هست، هم معادله-یِ-حرکت ِ تقارن کنش ِ تقارن که میΎویند چنین سادِتر را اینها

ِ مسیر یِ ͳدرون ِ نقاط به تبدیل-یافته ِ مسیر یِ مرزی ِ نقاط که است چنان ِ-مسیر تبدیل- شده فرض

است. وارون-پذیر تبدیل-یافته ِ مسیر یِ ͳدرون ِ بخش یِ ͳدرون ِ مشتق و ندارند، ͳΎبست اولیه

معادله-یِ-حرکت ِ تقارن که هستند ͳی ِ-مسیرها تبدیل- نیست. درست لزومˆن بالا یِ گزاره ِ عس

میئاید. دست به لΎَرانژی این با ساده ِ مثال Έی نیستند. کنش ِ تقارن اما هستند،

L =
mv2

2
. (651)

است: سرعت v که

v = ṙ. (652)
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میشود معادله-یِ-حرکت است. ناصفر ی ثابت m و

0
ns
= −m r̈. (1154)

آن، با همئرز یا،

0
ns
= r̈. (1155)

میشود کنش

S =

∫ tf

t0

(d t)
mv2(t)

2
. (1156)

مینم: ͳبررس را A6 تا A1 یِ ِ-مسیرها تبدیل- ِ اثر

{[A1(s)](r)}(t) = r(t) + s. (1098)

{[A2(s)](r)}(t) = r(t− s). (1099)

{[A3(s)](r)}(t) = s r(t). (1100)

{[A4(s)](r)}(t) = r(s−1 t). (1101)

{[A5(s)](r)}(t) = r(t) + s t. (1102)

{[A6(s)](r)}(t) = r(t) + s t2. (1103)

است: فضا-زمان به فضا-زمان از fc(s) ِ تاب΄ با متناظر Ac(s) و یˆند ͳنقط̃ئ تبدیلها این

[f1(s)](t, r) = (t, r + s). (1104)

[f2(s)](t, r) = (t+ s, r). (1105)

[f3(s)](t, r) = (t, s r). (1106)

[f4(s)](t, r) = (s t, r). (1107)

[f5(s)](t, r) = (t, r + s t). (1108)

[f6(s)](t, r) = (t, r + s t2). (1109)
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میشود: تبدیل هم مسیر یِ دامنه ،A4 و A2 یِ ِ-مسیرها تبدیل- یِ برا

dom{[A2(s)](r)} = {t | (t− s) ∈ [dom(r)]}. (1157)

یا

dom{[A2(s)](r)} = {(t+ s) | t ∈ [dom(r)]}. (1158)

همچنین،

dom{[A4(s)](r)} = {t | (s−1 t) ∈ [dom(r)]}. (1159)

یا

dom{[A4(s)](r)} = {(s t) | t ∈ [dom(r)]}. (1160)

ترتیب، به میشود، (1160) و (1158) یِ بسته

dom{[A2(s)](r)} = [dom(r)] + s. (1161)

dom{[A4(s)](r)} = s [dom(r)]. (1162)

را rc با متناظر ِ کنش همچنین، میدهم. نشان vc با را زمان به نسبت rc ِ مشتق و ،rc با را [Ac(s)](r)

میدهم: نشان Lc با را rc با متناظر یِ لΎَرانژی و ،Sc با

Lc = [(Ac)(s)]
∗ L. (1163)

Sc = [(Ac)(s)]
∗ S. (1164)

البته، و

Sc =

∫ tf c

t0 c

(d t)Lc(t), (1165)

اند: fc با tf و t0 ترتیب، به یِ، تبدیل-یافت̃ها tf c و t0 c که

tj c = tj, c ∈ {1, 3, 5, 6}. (1166)
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tj 2 = tj + s. (1167)

tj 4 = s tj. (1168)

پس، است. f یا 0 با برابر j که

Sc =

∫ tf

t0

(d t)Lc(t), c ∈ {1, 3, 5, 6}. (1169)

S2 =

∫ tf+s

t0+s

(d t)Lc(t). (1170)

S4 =

∫ s tf

s t0

(d t)Lc(t). (1171)

همچنین،

Lc(t) =
mv2c (t)

2
. (1172)

آنجا، از و

L1(t) = L(t). (1173)

L2(t) = L(t− s). (1174)

L3(t) = s2 L(t). (1175)

L4(t) = s−2 L(s−1 t). (1176)

L5(t) = L(t) +msv(t) +
ms2

2
. (1177)

L6(t) = L(t) + 2ms t v(t) + 2ms2 t2. (1178)

میشود نتیجه اینها از

S1 = S. (1179)

S2 = S. (1180)

S3 = s2 S. (1181)

S4 = s−1 S. (1182)
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S5 = S +ms [r(tf)− r(t0)] +
ms2 (tf − t0)

2
. (1183)

S6 = S + 2ms

∫ tf

t0

d t t v(t) +
2ms2 (t3f − t30)

3
. (1184)

ندارد. ͳΎبست مسیر یِ ͳدرون ِ نقاط به هم (S5−S) َند. کنش ِ تقارن A2(s) و A1(s) ترتیب این به

نیستند. کنش ِ تقارن A6(s) و A4(s) و A3(s) است. کنش ِ تقارن هم A5(s) پس

معادله-یِ- چون َند، یِ-حرکت معادله ِ تقارن A5(s) و A4(s) و A3(s) و A2(s) و A1(s) اما

است. (a = 0) ِ حالت در (1110) ِ یِ-حرکت معادله ان هم (1155) ِ حرکت

ِ انتقال است، (1155) آن با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت که (1156) ِ کنش یِ برا ترتیب، این به

ِ مقیاس-کردن َند. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن و کنش ِ تقارن گالیل̥ʹ͉ ِ تبدیل و زمان ِ انتقال و مان

نَ و است کنش ِ تقارن نَ A6(s) َند. معادله-یِ-حرکت ِ تقارن اما نیستند کنش ِ تقارن زمان و مان

معادله-یِ-حرکت. ِ تقارن

زمان ِ مقیاس-کردن و مان ِ مقیاس-کردن از ی ترکیب میشود معلوم (1182) و (1181) از

مینم. تعریف چنین را فضا-زمان به فضا-زمان از f7(s) ِ تاب΄ است. (1156) ِ کنش ِ تقارن که هست

[f7(s)](t, r) = (s2 t, s r). (1185)

مینم: تعریف f7(s) با متناظر ِ ِ-مسیر تبدیل- هم را A7(s)

{[A7(s)](r)}(t) = s r(s−2 t). (1186)

میشود دیده

v7(t) = s−1 v(s−2 t). (1187)

tj 7 = s2 tj . (1188)

L7(t) = s−2 L(s−2 t). (1189)

آنجا، از و

S7 = S. (1190)
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هست. هم معادله-یِ-حرکت ِ تقارن البته و است، کنش ِ تقارن A7(s) ِ ِ-مسیر تبدیل- پس

میشود دیده َند. کنش ِ تقارن A7(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s)

L1(t) = L(t) + Λ̇1(t). (1191)

L5(t) = L(t) + Λ̇5(t). (1192)

که

Λ1(t) = 0. (1193)

Λ5(t) = msr(t) +
ms2 t

2
. (1194)

َند. همئرز L با L5 و L1 پس

میشود دیده ،A2(s) یِ برا

L2(t+ s) = L(t). (1195)

همچنین،

[A0
τ 2(s)](

˜
q) = t+ s. (1196)

یا،

r02 = r0 + s. (1197)

سادِتر،

t2 = t+ s. (1198)

پس،

d t2
d t

= 1. (1199)

d t2
d t

L2(t2) = L(t) + Λ̇2. (1200)
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که،

Λ2 = 0. (1201)

است. ،(1146) ش َ ِ-خاص حالت- یا ،(1145) ان هم این

که ساخت Λ̃2 Έی میشود البته

L2(t) = L(t) + ˙̃Λ2(t). (1202)

صورت، این در ست. ͳتحلیل L شود فرض که است این راه Έی

L(t− s)− L(t) =
∞∑
i=1

(−s)i

i!
(Di L)(t). (1203)

ترتیب، این به است. کامل یِ ͳزمان ِ مشتق D که

L(t− s)− L(t) =

{
D

[ ∞∑
i=1

(−s)i

i!
Di−1 L

]}
(t). (1204)

گرفت. چنین را Λ̃2 میشود پس

Λ̃2(t) =
∞∑
i=1

(−s)i

i!
(Di−1 L)(t). (1205)

است. رابطه این از استفاده هم دیΎر ِ راه Έی

L(t− s)− L(t) =
∫ −s

0

(dσ) L̇(t+ σ). (1206)

میشود نتیجه این از

L(t− s)− L(t) =
{
D

[∫ −s

0

(dσ)L(�+ σ)

]}
(t). (1207)

گرفت. چنین را Λ̃2 میشود پس

Λ̃2(t) =

∫ −s

0

dσ L(t+ σ). (1208)
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باشد، ͳتحلیل L اگر البته

L(t+ σ) =
∞∑
i=0

σi

i!
(Di L)(t). (1209)

میدهد نتیجه ∫که −s

0

dσ L(t+ σ) =
∞∑
i=0

(−s)i+1

(i+ 1)!
(Di L)(t). (1210)

∫یا −s

0

dσ L(t+ σ) =
∞∑
i=1

(−s)i

i!
(Di−1 L)(t). (1211)

(1205) با که ͳی Λ̃2 که است رˇشن البته است. سازگار (1205) با (1208) میدهد نتیجه تساوی این

نیست. مان یِ مشتقها از ی محدود ِ تعداد و زمان فقط ِ تاب΄ میئاید دست به (1208) یا

میشود دیده ،A7(s) یِ برا

L7(s
2 t) = L(t). (1212)

همچنین،

[A0
τ 7(s)](

˜
q) = s2 t. (1213)

یا،

r07 = s2 r0. (1214)

سادِتر،

t7 = s2 t. (1215)

پس،

d t7
d t

= s2. (1216)

d t7
d t

L7(t7) = L(t) + Λ̇7. (1217)
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که،

Λ7 = 0. (1218)

نیست. کامل یِ ͳزمان ِ مشتق (L7 − L) است. (1145) ان هم این

و (L1 − L) فقط َند، کنش ِ تقارن A7(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s) که ی وجود با پس

َند. مان یِ مشتقها از ی محدود ِ تعداد و زمان از تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق که اند (L5−L)

عوض را مسیر یِ دامنه که اند A5(s) و A1(s) فقط هم A7(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s) از البته و

نمینند.

است، (651) ِ شل به L ی وقت مینم. ͳبررس را ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی بر ِمسیرها تبدیل- ِ اثر

میشود چنین Lτ

Lτ =
′
t
m ṙ2

2
. (1219)

یا،

Lτ =
m

′
r
2

2
′
t
. (1220)

مینم. تعریف چنین را q

q0 = t. (729)

q1 = r. (1221)

میدهم: نشان qc با را q بر fc ِ اثر میدهم. نشان Lτ (τ) با را Lτ [q(τ),
′
q(τ)]

qc = fc(q). (1222)

میشود دیده میدهم. نشان Lτ c(τ) با هم را Lτ [qc(τ),
′
qc(τ)]

Lτ 1(τ) = Lτ (τ). (1223)

Lτ 2(τ) = Lτ (τ). (1224)
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Lτ 3(τ) = s2 Lτ (τ). (1225)

Lτ 4(τ) = s−1 Lτ (τ). (1226)

Lτ 5(τ) = Lτ (τ) +ms
′
r +

ms2
′
t

2
. (1227)

Lτ 6(τ) = Lτ (τ) + 2ms t
′
r + 2ms2 t2

′
t. (1228)

Lτ 7(τ) = Lτ (τ). (1229)

ترتیب، این به

Lτ c(τ) = Lτ (τ) +
′
Λτ c(τ), c ∈ {1, 2, 5, 7}. (1230)

که

Λτ 1(τ) = 0. (1231)

Λτ 2(τ) = 0. (1232)

Λτ 5(τ) = msr +
ms2 t

2
. (1233)

Λτ 7(τ) = 0. (1234)

تبدیلها، این از Έی هر ِ اثر در میشود دیده و َند. کنش ِ تقارن A7(s) و A5(s) و A2(s) و A1(s)

میشود. اضافه τ به نسبت کامل ِ مشتق Έی ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی به

که است معلوم ها Λc با ها Λτ c یِ مقایسه از

Λτ c = Lc, c ∈ {1, 2, 5, 7}. (1235)

ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق (L5 − L) و (L1 − L) و نمینند، عوض را مسیر یِ دامنه A5(s) و A1(s)

به نسبت t2 ِ مشتق پس است، ثابت (t2 − t) اما میند، عوض را مسیر یِ دامنه A2(s) َند. تاب΄ Έی

اما است. (Λ̃2) تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق هم (L2 − L) است. Έی t

Λτ 2 ̸= Λ2. (1236)
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یِ مشتقها از ی محدود ِ تعداد فقط از ی تاب΄ نیست، صفر نَ-تنها Λ2 که ی حال در است. صفر Λτ 2

نیست. هم τ به نسبت q

نیست. ثابت (t7 − t) و میند، عوض را مسیر یِ دامنه است، کنش ِ تقارن چند هر هم، A7(s)

اما نیست. تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق (L7 − L) نیست. Έی هم t به نسبت t7 ِ مشتق پس

است. τ به نسبت Λτ 7 ِ کامل ِ مشتق (Lτ 7 − Lτ )
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اگر است، خانواده-یِ-تبدیل Έی A میΎویم

Έی A(s) باشد، A یِ دامنه در s اگر ͳیعن است، تبدیل Έی آن ِ مقدار هر که است تاب΄ Έی A g1

است. تبدیل

ست. ͳهمان A(s0) که هست A یِ دامنه در s0 Έی g2

اگر است، هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی A میΎویم

است. هموار ش َ متغیر به نسبت که است خانواده-یِ-تبدیل Έی A g3

(یا مشتق-پذیر بار چند تاب΄ که میشود خاص این با که ست، ͳکل ی مفهوم تاب΄ Έی ِ هموار-بودن

ی چیز است). برابر ش َ سری-یِ-ت̃یل̃ر با ͳیعن) ست ͳتحلیل احتمالَن یا است، ِ-پیوسته-پذیر) مشتق-

است. ،s0 فقط در هم آن و ،A ِ مشتق-پذیر-بودن میرود کار به اینجا که

A ِ مشتق-پذیر-بودن تا میΎیرم، خمینه Έی را A یِ دامنه ،A ِ هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل یِ برا

خمینه A یِ دامنه ندارد ی لزوم نباشد، A ِ هموار-بودن ِ شرط اگر که است رˇشن باشد. داشته ͳمعن

باشد. هم گسسته A یِ دامنه است ممن باشد.

باشد، A(s) یِ دامنه در q اگر ͳیعن است مشتق-پذیر A ِ خانواده-یِ-تبدیل که این سرانجام،

شان یِ دامنه یِ اعضا یΈاز هر که مینم کار ͳی تبدیلها با اینجا است. مشتق-پذیر s به نسبت [A(s)](q)

در s0 از ͳΎهمسای Έی در s یِ ازا به q ِ مسیر اگر ͳیعن ،s0 در A یِ مشتق-پذیری است. مسیر Έی
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که هست GΈی آنΎاه است، A(s) یِ دامنه

{[Ai(s)](q)}(t) = {[Ai(s0)](q)}(t) + {[Gia(q)](t)} (sa − sa0) + o(s− s0). (1237)

میدهم: نشان h با را (s− s0)

s = s0 + h. (1238)

ترتیب، این به

{[Ai(s)](q)}(t) = {[Ai(s0)](q)}(t) + {[Gia(q)](t)}ha + o(h). (1239)

ست: ͳهمان A(s0)

[A(s0)](q) = q. (1240)

پس،

{[Ai(s)](q)}(t) = qi(t) + {[Gia(q)](t)}ha + o(h). (1241)

ِ پارامتر هم (h (یا s به میΎویم. ،A (ِ (تبدیل ِ مولد سادِتر یا ،A ِ خانواده-یِ-تبدیل ِ مولد G به

میΎویم. ،A (ِ (تبدیل ِ پارامتر سادِتر یا ،A ِ خانواده-یِ-تبدیل

میشود (1241) یِ رابطه یِ مختصر-شده

{[A(s)](q)}(t) = q(t) + [Ga(t)]ha + o(h), (1242)

مختصرتر، هم این از شده. داده نشان G(t) با [G(q)](t) آن در که

[A(s)](q) = q + Ga ha + o(h). (1243)

[A(s)](q) = q + G h+ o(h). (1244)

میشود. چنین ͳفضا-زمان یِ ِ-مسیرها تبدیل- یِ برا را اینها یِ مانسته

{[Aα
τ (s)](

˜
q)}(τ) = qα(τ) + {[Gατ a(

˜
q)](τ)}ha + o(h). (1245)
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مختصرتر،

[Aτ (s)](
˜
q) =

˜
q +

˜
Gτ h+ o(h). (1246)

ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی میشود ،ͳفضا-زمان یِ مسیرها یِ برا هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی با متناظر

ِ یسان ِ پارامتر با ،[Aτ (s)](
˜
q) و

˜
q با متناظر یِ زمانها آورد. دست به ͳی فضا یِ مسیرها یِ برا هموار

میشود دیده (1245) از نیستند. یسان لزومˆن ،τ

{[A0
τ (s)](

˜
q)}(τ) = t+ {[G0τ a(

˜
q)](τ)}ha + o(h), (1247)

که

t = q0(τ). (1248)

ترتیب، این به

{[Ai(s)](q)}
(
t+ {[G0τ a(

˜
q)](τ)}ha

)
= qi(t) + {[Giτ a(q)](τ)}ha + o(h), (1249)

ست: ͳهمان A(0) که میبˆرم کار به را این و میدهم، بسط h به نسبت را (1249) ِ چپ ِ طرف

{[Ai(s)](q)}
(
t+ {[G0τ a(

˜
q)](τ)}ha

)
= {[Ai(s)](q)}(t) + [q̇i(t)] {[G0τ a(

˜
q)](τ)}ha

+ o(h). (1250)

نوشت. هم چنین میشود را (1249) یِ رابطه البته

{[Ai(s)](q)}(t) = qi
(
t− {[G0τ a(

˜
q)](τ)}ha

)
+ {[Giτ a(q)](τ)}ha + o(h), (1251)

(1251) یِ رابطه ِ راست ِ طرف ِ بسط از آن با همئرز یا ،(1250) و (1249) ِ روابط از ترتیب این به

میشود نتیجه ،h به نسبت

{[Ai(s)](q)}(t) = qi(t) + {[Giτ a(q)](τ)− [q̇i(t)] [G0τ a(
˜
q)](τ)}ha + o(h). (1252)

بسته،

[A(s)](q) = q + (Gτ a − q̇ G0τ a)h
a + o(h). (1253)
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[A(s)](q) = q + (Gτ − q̇ G0τ )h+ o(h). (1254)

میشود دیده هم (1244) و (1243) با اینها یِ مقایسه از

Ga = Gτ a − q̇ G0τ a. (1255)

G = Gτ − q̇ G0τ . (1256)

مفصلتر،

Gi = Giτ − q̇i G0τ . (1257)

Gia = Giτ a − q̇i G0τ a. (1258)

یابد. گسترش چنین (1255) که کرد تعریف چنان هم را G0a میشود البته و

˜
Ga =

˜
Gτ a − ˙

˜
q G0τ a. (1259)

˜
G =

˜
Gτ − ˙

˜
q G0τ . (1260)

صورت، این در

G0a = 0. (1261)

G0 = 0. (1262)

رˇشن میΎویم. ،Aτ (ِ (تبدیل یِ ͳفضای ِ مولد سادِتر یا ،Aτ ِ خانواده-یِ-تبدیل یِ ͳفضای ِ مولد G به

است. یسان (Aτ با متناظر یِ ͳفضای-ِ (تبدیل- A و Aτ یِ برا تبدیل، ِ پارامتر که است

که هست f Έی باشد، ͳنقط̃ئ A(s) ِ خانواده-یِ-تبدیل اگر

{[Ai(s)](q)}{[f0(s)][t, q(t)]} = [fi(s)][t, q(t)]. (1263)

که این است. s به نسبت f(s) ِ مشتق-پذیر-بودن یِ ͳمعن به ،s به نسبت A(s) ِ مشتق-پذیر-بودن

که هست
˜
g Έی ͳیعن است، مشتق-پذیر s به نسبت s = s0 در f(s)

[fα(s)][t, q(t)] = [fα(s0)][t, q(t)] + {gαa [t, q(t)]}ha + o(h). (1264)
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میشود نتیجه ست. ͳهمان f(s0) گیرم

[fα(s)][t, q(t)] = qα(t) + {gαa [t, q(t)]}ha + o(h). (1265)

میشود. چنین (1263) یِ رابطه پس

{[Ai(s)](q)}
(
t+ {g0a[t, q(t)]}ha

)
= qi(t) + {gia[t, q(t)]}ha + o(h). (1266)

یا،

{[Ai(s)](q)}(t) = qi
(
t− {g0a[t, q(t)]}ha

)
+ {gia[t, q(t)]}ha + o(h). (1267)

با اند، (1251) و (1249) ِ روابط ان هم (1267) و (1266) ِ روابط

Gτ a = ga. (1268)

میئاید: دست به (1258) تا (1255) ِ ِروابط خاص ِ حالت ترتیب، این به

Ga = ga − q̇ g0a. (1269)

G = g− q̇ g0. (1270)

مفصلتر،

Gi = gi − q̇i g0. (1271)

Gia = gia − q̇i g0a. (1272)

یابد. گسترش چنین (1269) که کرد، تعریف صفر ،(1261) یِ رابطه ِ مثل هم، را G0a میشود البته و

˜
Ga =

˜
ga − ˙

˜
q g0a. (1273)

˜
G =

˜
g− ˙

˜
q g0. (1274)
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نُت̃ری ِ تقارن 55

اگر ست، نُت̃ری ِ تقارن Έی A میΎویم

است. هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی A h1

A(s) باشد، A یِ دامنه در s اگر ͳیعن ست. ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تقارن Έی A ِ مقدار هر h2

ست. ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تقارن Έی

ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تقارن s0 از ͳΎهمسایΈی در s یِ برا A(s)ست ͳکاف فقط عملَن هم، اینجا

ست. ͳهمان A(s0) که است A یِ دامنه از ی عضو s0 که باشد،

ͳیعن ست، ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تقارن Έی A(s) که این

[Aτ (s)]
∗ Lτ = Lτ +

′
Λτ . (1275)

d {[A0
τ (s)](

˜
q)}

d t
{[(A(s)]∗ L}{[A0

τ (s)](
˜
q)} = L(t) + Λ̇τ . (1276)

که هست
˜
Gτ Έی ͳیعن ست، ͳهمان Aτ (s0) و است، مشتق-پذیر s0 در Aτ که این

[Aτ (s)](
˜
q) =

˜
q +

˜
Gτ h+ o(h). (1246)

که،

s = s0 + h. (1238)

ترتیب، این به

[Aτ (s)]
∗ Lτ = Lτ +

∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+

∂ Lτ

∂
′
qα

d (Gατ h)
d τ

+ o(h). (1277)

یا،

[Aτ (s)]
∗ Lτ = Lτ + (δ Lτ )=1 + o(h). (1278)
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میشود دیده ست. ͳخط h به نسبت که است، Aτ (s) ِ خاطر به Lτ ِ تغییر از ی بخش (δ Lτ )=1 که

(δ Lτ )=1 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+

∂ Lτ

∂
′
qα

d (Gατ h)
d τ

. (1279)

یا،

(δ Lτ )=11 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

d (Gατ h)
d τ

. (1280)

است: وابسته s به (1275) در Λτ

Λτ (s) = Λτ (s0) + λτ h+ o(h). (1281)

یا،

Λτ (s)− Λτ (s0) = λτ h+ o(h). (1282)

ِ کامل ِ مشتق میدهد نتیجه که است. صفر τ به نسبت Λ(s0) ِ کامل ِ مشتق پس ست. ͳهمان A(s0)

(1275) در پس است. برابر τ به نسبت Λτ (s) ِ کامل ِ مشتق با ،τ به نسبت [Λτ (s) − Λτ (s0)]

میدهم. نشان Λτ ِ خُد با را [Λτ −Λτ (s0)]پس این از کرد. Λ ِ جایΎزین را [Λτ −Λτ (s0)] میشود

میشود (1281)

Λτ (s) = λτ h+ o(h). (1283)

مفصلتر،

Λτ (s) = λτ a h
a + o(h). (1284)

میشود نتیجه (1275) یِ رابطه از ترتیب این به

(δ Lτ )=1 =
d (λτ h)

d τ
. (1285)

مفصلتر،

(δ Lτ )=1 =
d (λτ a h

a)

d τ
. (1286)
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میشود نتیجه (1285) یِ رابطه با (1280) ِ ترکیب از

d (λτ h)

d τ
=
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

d (Gατ h)
d τ

. (1287)

پس،

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

d (Gατ h)
d τ

− d (λτ h)

d τ
. (1288)

مفصلتر،

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ a h

a + pα
d (Gατ a h

a)

d τ
− d (λτ a h

a)

d τ
. (1289)

نوشت. چنین میشود را (1288) یِ رابطه

0 =

(
∂ Lτ

∂ qα
− ′
pα

)
Gατ h+

d [(pα Gατ − λτ )h]
d τ

. (1290)

یا،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ h+
d [(pα Gατ − λτ )h]

d τ
. (1291)

مفصلتر،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ a h
a +

d [(pα Gατ a − λτ a)h
a]

d τ
. (1292)

بسته،

0 = (
˜
e∂τ Lτ )

˜
G h+

d [(
˜
p
˜
G − λτ )h]
d τ

. (1293)

لΎَرانژی-یِ- یِ جا به L یِ لΎَرانژی ِ حسب بر مشابه، ای رابطه میشود هم (1276) از استفاده با

Έی ͳیعن ست، ͳهمان A(s0) و است، مشتق-پذیر s0 در A که این آورد. دست به ،Lτ یِ ͳفضا-زمان

که، هست G

[A(s)](q) = q + G h+ o(h). (1294)
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ترتیب، این به

[A(s)]∗ L = L+
∂ L

∂ qi
Gi h+

∂ L

∂ q̇i
d (Gi h)

d t
+ o(h). (1295)

یا،

[A(s)]∗ Lτ = L+ (δ L)=1 + o(h). (1296)

میشود دیده ست. ͳخط h به نسبت که است، A(s) ِ خاطر به L ِ تغییر از ی بخش (δ L)=1 که

(δ L)=1 =
∂ L

∂ qi
Gi h+

∂ L

∂ q̇i
d (Gi h)

d t
. (1297)

یا،

(δ L)=1 =
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

. (1298)

پس، ست. ͳهمان Aτ (s0)

[A0
τ (s)](

˜
q) = t+ G0τ h+ o(h), (1299)

میدهد نتیجه که

d {[A0
τ (s)](

˜
q)}

d t
= 1 +

d (G0τ h)
d t

+ o(h). (1300)

L{[A0
τ (s)](

˜
q)} = L(t) +

dL

d t
G0τ h+ o(h). (1301)

ترتیب، این به

d {[A0
τ (s)](

˜
q)}

d t
{[(A(s)]∗ L}{[A0

τ (s)](
˜
q)} = {[(A(s)]∗ L}(t) + d (G0τ h)

d t
L

+
dL

d t
G0τ h+ o(h). (1302)

یا،

d {[A0
τ (s)](

˜
q)}

d t
{[(A(s)]∗ L}{[A0

τ (s)](
˜
q)} = {[(A(s)]∗ L}(t) + d (LG0τ h)

d t
L

+ o(h), (1303)
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ͳیعن که

d {[A0
τ (s)](

˜
q)}

d t
{[(A(s)]∗ L}{[A0

τ (s)](
˜
q)} = L(t) + (δ L)=1 +

d (LG0τ h)
d t

+ o(h). (1304)

میشود نتیجه ،(1283) با همراه ،(1276) و این از

(δ L)=1 +
d (LG0τ h)

d t
=

d (λτ h)

d t
. (1305)

مینم. تعریف چنین را λ

λ = λτ − LG0τ . (1306)

میشود (1305) یِ رابطه

(δ L)=1 =
d (λh)

d t
. (1307)

مفصلتر،

(δ L)=1 =
d (λa h

a)

d t
. (1308)

،ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل ِ تغییر ِ مثل هم، لΎَرانژی ِ تغییر است: (1285) یِ مانسته (1307) یِ رابطه

است. زمان) به نسبت (اینجا کامل ِ مشتق Έی

میشود نتیجه (1307) یِ رابطه با (1298) ِ ترکیب از

d (λh)

d t
=
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

. (1309)

پس،

0 =
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

− d (λh)

d t
. (1310)

مفصلتر،

0 =
∂ L

∂ qi
Gia ha + pi

d (Gia ha)
d t

− d (λa h
a)

d t
. (1311)
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نوشت. چنین میشود را (1310) یِ رابطه

0 =

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
Gi h+

d [(pi Gi − λ)h]
d t

. (1312)

یا،

0 = (e∂i L)Gi h+
d [(pi Gi − λ)h]

d t
. (1313)

مفصلتر،

0 = (e∂i L)Gia ha +
d [(pi Gia − λa)ha]

d t
. (1314)

بسته،

0 = (e∂ L)G h+
d [(pG − λ)h]

d t
. (1315)

اند. (1293) تا (1291) ِ روابط یِ مانست̃ها (1315) تا (1313) ِ روابط

است. چنین Gτ با G یِ رابطه

G = Gτ − q̇ G0τ . (1256)

میشود (1315) یِ رابطه این، از استفاده با

0 = (e∂ L)G h+
d [(pGτ − p q̇ G0τ − λ)h]

d t
. (1316)

میشود (1306) از استفاده با هم، این

0 = (e∂ L)G h+
d [(pGτ + LG0τ − p q̇ G0τ − λτ )h]

d t
, (1317)

یا

0 = (e∂ L)G h+
d {[pGτ + (L− p q̇)G0τ − λτ ]h}

d t
. (1318)
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است: p0 ان هم G0τ ِ ضریب

p0 = L− p q̇. (1048)

ترتیب، این به

0 = (e∂ L)G h+
d [(pGτ + p0 G0τ − λτ )h]

d t
, (1319)

یا

0 = (e∂ L)G h+
d [(

˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d t

. (1320)

مفصلتر،

0 = (e∂ L)Ga ha +
d [(

˜
p
˜
Gτ a − λτ a)h

a]

d t
. (1321)

0 = (e∂i L)Gia ha +
d [(pα Gατ a − λτ a)h

a]

d t
. (1322)

صورت این در نوشت. Gτ ِ حسب بر ،(1256) از استفاده با میشود، هم را (1320) یِ رابطه در G

میشود (1320) یِ رابطه

0 = (e∂ L) (Gτ − q̇ G0τ )h+
d [(

˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d t

, (1323)

یا

0 = (e∂i L) (Giτ − q̇i G0τ )h+
d [(

˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d t

. (1324)

اما،

e∂τ i Lτ =
′
t e∂i L. (1057)

e∂τ 0 Lτ = −
′
t (e∂i L) q̇

i. (1065)
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میشود (1324) و

0 = (
′
t)−1 [(e∂τ i Lτ )Giτ + (e∂τ 0 Lτ )G0τ ]h+

d [(
˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d t

. (1325)

یا،

0 = (
′
t)−1 (e∂τ α Lτ )Gατ h+

d [(pα Gατ − λτ )h]
d t

. (1326)

مفصلتر،

0 = (
′
t)−1 (e∂τ α Lτ )Gατ a h

a +
d [(pα Gατ a − λτ a)h

a]

d t
. (1327)

بسته،

0 = (
′
t)−1 (

˜
e∂τ Lτ )

˜
Gτ h+

d [(
˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d t

. (1328)

نوشت. چنین میشود را (1326) البته

0 = (
′
t)−1

{
(e∂τ α Lτ )Gατ h+

d [(pα Gατ − λτ )h]
d τ

}
. (1329)

مفصلتر،

0 = (
′
t)−1

{
(e∂τ α Lτ )Gατ a h

a +
d [(pα Gατ a − λτ a)h

a]

d τ

}
. (1330)

بسته،

0 = (
′
t)−1

{
(
˜
e∂τ Lτ )

˜
Gτ h+

d [(
˜
p
˜
Gτ − λτ )h]
d τ

}
. (1331)

اند. (1293) تا (1291) ِ روابط ان هم (1331) تا (1329) ِ روابط میشود دیده

دست به لΎَرانژی و ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی یِ لΎَرانژی یِ باره در نُت̃ری ِ تقارن یِ برا که ͳی چیزها

مینم تعریف نوشت. ͳکل ی شل به میشود را آمد

L8 =


Lτ

L

. (1332)
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t8 =


τ

t

. (1333)

λ8 =


λτ

λ

. (1334)

e∂8 =

˜
e∂τ

e∂

. (1335)

G8 =

˜
Gτ

G
. (1336)

p8 =

˜
p

p

. (1337)

که رابطه دˇ اینها، با ست. لΎَرانژی با متناظر دوم ِ شل و ،ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی با متناظر اول ِ شل

میشوند آمدند دست به لΎَرانژی و ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی یِ برا

(δ L8)=1 =
d (λ8 h)
d t8

. (1338)

0 = (e∂8 L8)G8 h+
d[(p8 G8 − λ8)h]

d t8
. (1339)

نُت̃ر ِ اول یِ قضیه سراسری، ِ تبدیل 56

ِ پارامتر اگر ست، سراسری (ͳفضا-زمان یِ تبدیلها یِ برا Aτ (یا A ِ هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل میΎویم

باشد. زمان از مستقل ͳیعن باشد، ثابت تبدیل

برمیئاورˆد. را این (h ِ پارامتر و Gτ ِ مولد (با Aτ ِ تبدیل ِ خاطر به ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی ِ تغییر

(δ Lτ )=1 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

d (Gατ h)
d τ

. (1280)
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باشد، زمان از مستقل h اگر و

(δ Lτ )=1 =

(
∂ Lτ

∂ qα
Gατ + pα

′
Gατ
)
h. (1340)

که هست λτ Έی باشد، نُت̃ری ِ تقارن Έی Aτ اگر

(δ Lτ )=1 =
d (λτ h)

d τ
. (1285)

باشد، زمان از مستقل h اگر و

(δ Lτ )=1 =
′
λτ h. (1341)

باشد، سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی Aτ اگر پس

0 =

(
∂ Lτ

∂ qα
Gατ + pα

′
Gατ −

′
λτ

)
h. (1342)

پس، است. درست ها h یِ همه یِ برا رابطه این

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ + pα

′
Gατ −

′
λτ . (1343)

مفصلتر،

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ a + pα

′
Gατ a −

′
λa. (1344)

مینم. تعریف چنین را Iτ

Iτ = pα Gατ − λτ . (1345)

مفصلتر،

Iτ a = pα Gατ a − λτ a. (1346)
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بسته،

Iτ =
˜
p
˜
Gτ − λτ . (1347)

میشود (1343) یِ رابطه

0 =

(
∂ Lτ

∂ qα
− ′
pα

)
Gατ +

′
Iτ . (1348)

یا،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ +
′
Iτ . (1349)

مفصلتر،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ a +
′
Iτ a. (1350)

بسته،

0 = (
˜
e∂τ Lτ )

˜
Gτ +

′
Iτ . (1351)

نتیجه، در

0
ns
=

′
Iτ . (1352)

مفصلتر،

0
ns
=

′
Iτ a. (1353)

به لΎَرانژی ِ تغییر میشود. چنین (ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی یِ جا (به لΎَرانژی با اینها یِ مانسته

برمیئاورˆد. را این (h ِ پارامتر و G ِ مولد (با A ِ تبدیل ِ خاطر

(δ L)=1 =
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

. (1298)
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باشد، زمان از مستقل h اگر و

(δ L)=1 =

(
∂ L

∂ qi
Gi + pi Ġi

)
h. (1354)

که هست λΈی باشد، نُت̃ری ِ تقارن Έی A اگر

(δ L)=1 =
d (λh)

d t
. (1307)

که

λ = λτ − LG0τ . (1306)

باشد، زمان از مستقل h اگر و

(δ L)=1 = λ̇ h. (1355)

باشد، سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی A اگر پس

0 =

(
∂ L

∂ qi
Gi + pi Ġi − λ̇

)
h. (1356)

پس، است. درست ها h یِ همه یِ برا رابطه این

0 =
∂ L

∂ qi
Gi + pi Ġi − λ̇. (1357)

مفصلتر،

0 =
∂ L

∂ qi
Gia + pi Ġia − λ̇a. (1358)

مینم. تعریف چنین را I

I = pi Gi − λ. (1359)
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مفصلتر،

Ia = pi Gia − λa. (1360)

بسته،

I = pG − λ. (1361)

میشود (1357) یِ رابطه

0 =

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
Gi + İ . (1362)

یا،

0 = (e∂i L)Gi + İ . (1363)

مفصلتر،

0 = (e∂i L)Gia + İa. (1364)

بسته،

0 = (e∂ L)G + İ . (1365)

نتیجه، در

0
ns
= İ . (1366)

مفصلتر،

0
ns
= İa. (1367)
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است. چنین Gτ با G یِ رابطه

G = Gτ − q̇ G0τ . (1256)

میشود دیده ،(1361) و این از استفاده با

I = p (Gτ − q̇ G0τ )− λ. (1368)

میشود. چنین (1306) از استفاده با هم، این

I = p (Gτ − q̇ G0τ )− (λτ − LG0τ ),

= pGτ + (L− p q̇)G0τ − λτ . (1369)

سرانجام،

p0 = L− p q̇. (1048)

پس،

I = pGτ + p0 G0τ − λ,

=
˜
p
˜
G − λτ . (1370)

میدهد نتیجه (1347) از استفاده با که

I = Iτ . (1371)

اند. (1353) و (1352) ِ روابط ان هم (1367) و (1366) ِ روابط پس

میمانَد، ثابت حرکت ِ ͳط که حالت و زمان از ی تاب΄ به میمانَد. ثابت حرکت ِ ͳط I که این نتیجه

یِ قضیه نتیجه این َند). حرکت ِ ثابت ها Ia (یا است حرکت ِ ثابت I پس میΎویند. حرکت ِ ثابت

است: نُت̃ر ِ اول

حرکتمینجامد. ِ یΈثابت به سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن هر نُت̃ر: ِ اول یِ قضیه
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نُت̃ر ِ دوم یِ قضیه ،(ͳپیمان̃ئ) ͳمˇضع ِ تبدیل 57

ِ پارامتر اگر ست، ͳمˇضع (ͳفضا-زمان یِ تبدیلها یِ برا Aτ (یا A ِ هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل میΎویم

(ͳفضا-زمان یِ تبدیلها یِ برا ِ-مسیر، پارامتر- ِ تاب΄ ،ͳفضای یِ تبدیلها یِ برا زمان ِ (تاب΄ تاب΄ تبدیل

باشد.

برمیئاورˆد. را این (h ِ پارامتر و Gτ ِ مولد (با Aτ ِ تبدیل ِ خاطر به ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی ِ تغییر

(δ Lτ )=1 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

d (Gατ h)
d τ

. (1280)

باشد، τ ِ تاب΄ h اگر و

(δ Lτ )=1 =

(
∂ Lτ

∂ qα
Gατ h+ pα

′
Gατ
)
h+ pα Gατ

′
h. (1372)

که هست λΈی باشد، نُت̃ری ِ تقارن Έی Aτ اگر

(δ Lτ )=1 =
d (λτ h)

d τ
. (1285)

باشد، τ ِ تاب΄ h اگر و

(δ Lτ )=1 =
′
λτ h+ λτ

′
h. (1373)

باشد، ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی Aτ اگر پس

0 =

(
∂ Lτ

∂ qα
Gατ + pα

′
Gατ −

′
λτ

)
h+ (pα Gατ − λτ )

′
h. (1374)

هر یِ ازا به τ هر در بالا یِ رابطه که این از ترتیب، این به َند. هم از مستقل τ هر در
′
h(τ) و h(τ)

این باشند. صفر باید
′
h(τ) ِ ضریب و h(τ) ِ ضریب τ هر در میشود نتیجه است برقرار

′
h(τ) و h(τ)

است: (1343) ان هم باشد صفر h ِ ضریب که

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ + pα

′
Gατ −

′
λτ . (1343)
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مفصلتر،

0 =
∂ Lτ

∂ qα
Gατ a + pα

′
Gατ a −

′
λτ a. (1344)

ͳیعن باشد صفر
′
h ِ ضریب که این

0 = pα Gατ − λτ . (1375)

مفصلتر،

0 = pα Gατ a − λτ a. (1376)

مینم. تعریف چنین را Iτ هم اینجا

Iτ = pα Gατ − λτ . (1345)

مفصلتر،

Iτ a = pα Gατ a − λτ a. (1346)

بسته،

Iτ =
˜
p
˜
Gτ − λτ . (1347)

میشود (1343) یِ رابطه

0 =

(
∂ Lτ

∂ qα
− ′
pα

)
Gατ +

′
Iτ . (1348)

یا،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ +
′
Iτ . (1349)
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نتیجه، در

0
ns
=

′
Iτ . (1352)

مفصلتر،

0
ns
=

′
Iτ a. (1353)

میشود دیده (1375) از اینجا اما است. حرکت ِ ثابت Iτ ان هم هم اینجا پس

Iτ = 0. (1377)

مفصلتر،

Iτ a = 0. (1378)

است. صفر باشد، حرکت ِ ثابت بود قرار که ی چیز

میدهد نتیجه است، صفر I که این

0 =
′
Iτ . (1379)

مفصلتر،

0 =
′
Iτ a. (1380)

ͳیعن (1380) و (1379) نیستند. (1353) و (1352) ِ روابط ان هم (1380) و (1379) ِ روابط

و (1352) که ی حال در است). صفر ِ-لاک بیرون- Iτ ِ خُد (چون است صفر ِ-لاک بیرون-
′
Iτ

میشود نتیجه (1379) و (1349) از است. صفر بر-لاک
′
Iτ ͳیعن (1353)

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ . (1381)

مفصلتر،

0 = (e∂τ α Lτ )Gατ a. (1382)



تقارن ٢۵٠

بسته،

0 = (
˜
e∂τ Lτ )

˜
Gτ . (1383)

از ͳخط ِ ترکیب Έی (a ِ شاخص هر یِ ازا (به نیستند: مستقل-از-هم ِ-حرکت معادلات- ͳیعن این

است. صفر ِ-لاک بیرون- ِ-حرکت معادلات-

ست: ͳخط ِ-بالا دست- مان ِ دوم ِ مشتق به نسبت (
˜
e∂τ Lτ )

e∂τ α Lτ = Fτ α −Mτ α β
′′
qβ . (1384)

َند: زمان به نسبت مان ِ دوم ِ مشتق از مستقل
˜
Mτ و

˜
Fτ که

Fτ α =
∂ Lτ

∂ qα
− ∂2 Lτ

∂ τ ∂
′
qα
− ∂2 Lτ

∂ qβ ∂
′
qα

′
qβ . (1385)

Mτ α β =
∂2 Lτ

∂
′
qβ ∂

′
qα
. (1386)

است: متقارن
˜
Mτ میشود دیده جمله از

Mτ β α = Mτ α β . (1387)

میشود (1381) یِ رابطه

0 = Fτ α Gατ −Mτ α β Gατ
′′
qβ . (1388)

در فقط ها ′′
qβ هم (1388) یِ رابطه در َند. هم از مستقل مئلف̃ها این یِ مشتقها و q یِ مئلف̃ها ،τ هر در

دˇ-رابطه. این با َست همئرز (1388) پس اند. شده ظاهر دوم یِ جمله

0 = Fτ α Gατ . (1389)

0 = Mτ α β Gατ . (1390)

نوشت. میشود هم چنین را (1390) یِ رابطه است، متقارن
˜
Mτ چون البته

0 = Mτ β α Gατ . (1391)
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میشود اینها یِ بسته

0 =
˜
Fτ

˜
Gτ . (1392)

0 =
˜
Gτ

˜
Mτ . (1393)

0 =
˜
Mτ

˜
Gτ . (1394)

مفصل، و

0 = Fτ α Gατ a. (1395)

0 = Mτ α β Gατ a. (1396)

0 = Mτ β α Gατ a. (1397)

یا،

0 =
˜
Fτ

˜
Gτ a. (1398)

0 =
˜
Gτ a

˜
Mτ . (1399)

0 =
˜
Mτ

˜
Gτ a. (1400)

ِ-حرکت معادلات- ِ جواب میدهد نشان جمله از نیستند، هم از مستقل ِ-حرکت معادلات- که این

و برمیئاورˆد را ِ-حرکت معادلات-
˜
q گیرم نیست: یتا اولیه ِ شرط با

˜
q(τ0) =

˜
a. (1401)

′

˜
q(τ0) =

˜
b. (1402)

و ش َ خُد τ0 در که میΎیرم τ از دلبخاه ی تاب΄ را h اند. اولیه ِ شرایط (1402) و (1401) ِ روابط

َند: صفر ش َ اول ِ مشتق

h(τ0) = 0. (1403)
′
h(τ0) = 0. (1404)
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مفصلتر،

ha(τ0) = 0. (1405)
′
ha(τ0) = 0. (1406)

میدهم: نشان ˜
˜
q با را h ِ ِ-تبدیل پارامتر- و

˜
G ِ مولد با

˜
q یِ تبدیل-یافته

˜
˜
q =

˜
q +

˜
Gτ h+ o(h). (1407)

مفصلتر،

˜
˜
q =

˜
q +

˜
Gτ a h

a + o(h). (1408)

q̃α = qα + Gατ h+ o(h). (1409)

q̃α = qα + Gατ a h
a + o(h). (1410)

میدهد نتیجه َند، صفر ش َ اول ِ مشتق و h ِ خُد τ0 در که این

˜
˜
q(τ0) =

˜
a+ o(h). (1411)

′
˜
˜
q(τ0) =

˜
b+ o(h). (1412)

همچنین، است.
˜
q یِ برا ِ-اولیه شرایط- ان هم ˜

˜
q یِ برا ِ-اولیه شرایط- ،h به نسبت Έی یِ مرتبه تا پس

′′
˜
˜
q(τ0) =

′′

˜
q(τ0) +

˜
G

′′
h(τ0) + o(h), (1413)

میدهد نشان که

(
˜
M

′′
˜
˜
q)(τ0) = (

˜
M

′′

˜
q)(τ0) + o(h). (1414)

تغییر آن ِ اول ِ مشتق و
˜
q ِ مقدار تبدیل ِ اثر در ،τ0 در و h به نسبت Έی یِ مرتبه تا ترتیب، این به

ِ تغییر از حاصل ِ اثر که است چنان ِ-دوم مشتق- ِ تغییر اما میند. تغییر دوم ِ مشتق اما نمینند،

ِ-اولیه، شرایط- با معادله-یِ-حرکت
˜
q اگر پس نمیشود. ظاهر معادله-یِ-حرکت در ِ-دوم، مشتق-
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شرایط- ان هم با برمیئاورˆد، را ِ-حرکت معادلات- ان هم هم ˜
˜
q براورˆد، را ،(1402) و (1401) ِ روابط

دارد: فرق τ0 در
˜
q ِ دوم ِ مشتق با τ0 در ˜

˜
q ِ دوم ِ مشتق چند هر ،(h به نسبت Έی یِ مرتبه (تا ِ-اولیه

ͳجمع یِ ͳخط-ِ ترکیب- Έی ِ حد تا فقط را
˜
q ِ دوم ِ مشتق ِ-اولیه، شرایط- و معادله-یِ-حرکت از

آورد. دست به میشود
˜
G از

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان Dτ (s) با را s با متناظر وابرریختͳ-یِ-پارامتر ِ تبدیل

[Dτ (s)]{
˜
q[s(τ)]} =

˜
q(τ), (1415)

ِ شل به h ِ تعریف با است. R به R از ͳوابرریخت Έی s که

s(τ) = τ + h(τ), (1416)

میشود دیده

[Dτ (s)](
˜
q) =

˜
q − ′

˜
q h+ o(h). (1417)

است. چنین ،Dτ ِ تبدیل ِ مولد ،
˜
Gτ ͳیعن این

˜
Gτ = − ′

˜
q. (1418)

مفصلتر،

Gα = − ′
qα. (1419)

میشود. چنین h به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی بر Dτ (s) ِ اثر ترتیب این به

(δ Lτ )=1 =
∂ Lτ

∂ qα
(− ′
qα h) +

∂ Lτ

∂
′
qα

d (− ′
qα h)

d τ
. (1420)

پس، است. آن ِ مشتق و
˜
q ِ طریق از فقط ،τ به Lτ یِ ͳΎبست

′
Lτ =

∂ Lτ

∂ qα
′
qα +

∂ Lτ

∂
′
qα

′′
qα. (1421)
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ترتیب، این به

(δ Lτ )=1 = −
′
Lτ h−

∂ Lτ

∂
′
qα

′
qα

′
h, (1422)

یا

(δ Lτ )=1 = −
′
Lτ h− pα

′
qα

′
h. (1423)

اما

Lτ = pα
′
qα. (1052)

پس،

(δ Lτ )=1 = −
′
Lτ h− Lτ

′
h, (1424)

ͳیعن که

(δ Lτ )=1 =
d (−Lτ h)

d τ
. (1425)

h با تاب΄ این است. τ به نسبت تاب΄ Έی ِ کامل ِ مشتق h به نسبت Έی یِ مرتبه تا Lτ ِ تغییر پس

میدهم: نشان λτ با معمول، ِ مثل را، تناسب ِ ضریب است. متناسب

λτ = −Lτ . (1426)

میشود دیده (1418)هم و این از

Iτ = −
˜
p

′

˜
q + Lτ . (1427)

مفصلتر،

Iτ = −pα
′
qα + Lτ . (1428)
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است. (1377) ان هم این که است، صفر Iτ میشود دیده (1052) از اما

چنین- یِ همه ِ مثل و ست. ͳمˇضع ِ تقارن Έی همیشه وابرریختͳ-یِ-پارامتر ِ تبدیل پس

ِ ِ-حرکت معادلات- تقارن، این ِ خاطر به البته است. صفر آن با متناظر ِ ِ-حرکت ثابت- ،ͳی تبدیلها

هر در که است این مستقل-نبودن این یِ نتیجه اینجا نیستند. مستقل-از-هم τ ِ پارامتر با متناظر

حاصل یِ ͳفضا-زمان-ِ مسیر- و کرد عوض آزادانه را τ ِ پارامتر میشود ِ-حرکت، معادلات- ِ جواب

ِ-حرکت معادلات- از که گفت چنین میشود را این است. ِ-حرکت معادلات- ِ جواب Έی همچنان

بود: ِ-انتظار قابل- پیش از هم این البته و آورد. دست به را τ فضا-زمان ِ مختصات یِ ͳΎبست نمیشود

یِ لΎَرانژی از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- با ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات-

میئاید. دست به زمان به فضا ِ مختصات یِ ͳΎبست فقط اخیر ِ معادلات از و َند، همئرز متناظر

آورد. دست به هم (ͳفضا-زمان یِ لΎَرانژی یِ جا (به لΎَرانژی با میشود را ͳمˇضع ِ تقارن ِ نتای;

برمیئاورˆد. را این (h ِ پارامتر و G ِ مولد (با A ِ تبدیل ِ خاطر به لΎَرانژی ِ تغییر

(δ L)=1 =
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

. (1298)

که هست λΈی باشد، نُت̃ری ِ تقارن Έی A اگر و

(δ L)=1 =
d (λh)

d t
. (1307)

که

λ = λτ − LG0τ . (1306)

مینم. تعریف چنین را I هم اینجا

I = pi Gi − λ. (1359)

هم اینجا البته و

I = Iτ . (1371)
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باشد، زمان ِ تاب΄ h اگر میشود دیده و

0
ns
= İ . (1366)

و

I = 0. (1429)

ی چیز جمله، از میئاید. دست به ͳرانژی-یِ-فضا-زمانΎَل از حاصل یِ نتیجه ان هم هم لΎَرانژی با پس

است. صفر باشد حرکت ِ ثابت بود قرار که

میدهد نتیجه است، صفر I که این

0 = İ . (1430)

(چون است صفر ِ-لاک بیرون- İ ͳیعن (1430) نیست. (1366) یِ رابطه ان هم (1430) یِ رابطه

هم اینجا است. صفر بر-لاک İ ͳیعن (1366) که ی حال در است). صفر ِ-لاک بیرون- I ِ خُد

میشود نتیجه

0 = (e∂i L)Gi. (1431)

از ͳخط ِ ترکیب Έی (a ِ شاخص هر یِ ازا (به نیستند: مستقل-از-هم ِ-حرکت معادلات- ͳیعن این

است. صفر ِ-لاک بیرون- ِ-حرکت معادلات-

ست: ͳخط ِ-بالا دست- مان ِ دوم ِ مشتق به نسبت (e∂ L)

e∂ i L = Fi −Mi j q̈
j , (1432)

َند: زمان به نسبت مان ِ دوم ِ مشتق از مستقل M و F که

Fi =
∂ L

∂ qi
− ∂2 L

∂ t ∂ q̇i
− ∂2 L

∂ qj ∂ q̇i
q̇j . (1433)

Mi j =
∂2 L

∂ q̇j ∂ q̇i
. (626)
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است: متقارن M میشود دیده جمله از

Mj i = Mi j . (1434)

میشود نتیجه هم اینجا

0 = Fi Gi. (1435)

0 = Mi j Gi. (1436)

است، متقارن M چون و

0 = Mj i Gi. (1437)

این کرد. ترار میشود هم را جواب ِ یتا-نبودن و ِ-حرکت معادلات- ِ مستقل-نبودن یِ رابطه

ِ شرط با ِ-حرکت معادلات- ِ جواب میدهد نشان جمله از نیستند، هم از مستقل ِ-حرکت معادلات- که

و برمیئاورˆد را ِ-حرکت معادلات- q گیرم نیست: یتا اولیه

q(t0) = a. (1438)

q̇(t0) = c. (1439)

و ش َ خُد t0 در که میΎیرم t از دلبخاه ی تاب΄ را h اند. اولیه ِ شرایط (1439) و (1438) ِ روابط

َند: صفر ش َ اول ِ مشتق

h(τ0) = 0. (1440)

ḣ(t0) = 0. (1441)

میدهم: نشان q̃ با را h ِ ِ-تبدیل پارامتر- و G ِ مولد با q یِ تبدیل-یافته

q̃ = q + G h+ o(h). (1442)
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میدهد نتیجه َند، صفر ش َ اول ِ مشتق و h ِ خُد t0 در که این

q̃(t0) = a+ o(h). (1443)

˙̃q(t0) = c+ o(h). (1444)

همچنین، است. q یِ برا ِ-اولیه شرایط- ان هم q̃ یِ برا ِ-اولیه شرایط- ،h به نسبت Έی یِ مرتبه تا پس

¨̃q(t0) = q̈(t0) + G ḧ(t0) + o(h), (1445)

میدهد نشان که

(M ¨̃q)(t0) = (M q̈)(t0) + o(h). (1446)

تغییر آن ِ اول ِ مشتق و q ِ مقدار تبدیل ِ اثر در ،t0 در و h به نسبت Έی یِ مرتبه تا ترتیب، این به

ِ تغییر از حاصل ِ اثر که است چنان ِ-دوم مشتق- ِ تغییر اما میند. تغییر دوم ِ مشتق اما نمینند،

ِ-اولیه، شرایط- با معادله-یِ-حرکت q اگر پس نمیشود. ظاهر معادله-یِ-حرکت در ِ-دوم، مشتق-

شرایط- ان هم با برمیئاورˆد، را ِ-حرکت معادلات- ان هم هم q̃ براورˆد، را ،(1439) و (1438) ِ روابط

دارد: فرق t0 در q ِ دوم ِ مشتق با t0 در q̃ ِ دوم ِ مشتق چند هر ،(h به نسبت Έی یِ مرتبه (تا ِ-اولیه

ͳجمع یِ ͳخط-ِ ترکیب- Έی ِ حد تا فقط را
˜
q ِ دوم ِ مشتق ِ-اولیه، شرایط- و معادله-یِ-حرکت از

آورد. دست به میشود G از

ِ-حرکت معادلات- اما است. صفر I چون ست، ͳبدیه حرکت ِ ͳط I ِ ثابت-ماندن که این نتیجه

یِ ͳخط-ِ ترکیب- Έی ِ حد تا فقط را شتاب ِ-حرکت معادلات- از که چنان میشوند، خطͳ-وابسته

است: نُت̃ر ِ دوم یِ قضیه نتیجه این آورد. دست به میشود مولدها از ͳجمع

ِ-حرکت معادلات- ِ بین ͳخط ِ اتحاد Έی به ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن هر نُت̃ر: ِ دوم یِ قضیه

است. (صفر) ͳبدیه ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن هر با متناظر ِ ِ-حرکت ثابت- همچنین، مینجامد.

میΎویند. هم ͳپیمان̃ئ ِ نُت̃ری) ِ (تقارن تبدیل ͳمˇضع ِ نُت̃ری) ِ (تقارن تبدیل به
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ِ ساختن یِ برا مینجامد. ِ-حرکت ثابت- Έی به سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن هر میΎوید نُت̃ر ِ اول یِ قضیه

-ِ ثابت- ِ ساختن ِ اساس بر قضیه ِ اثبات واق΄ در هست. ای ساده ِ دستور هم ِ-حرکت ثابت- این

از ی تاب΄ I اگر ͳیعن است. درست هم نُت̃ر ِ اول یِ قضیه ِ عس بدهم نشان میخاهم است. حرکت

سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی میمانَد، ثابت حرکت ِ ͳط که باشد سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست-

است. آن با متناظر ِ ِ-حرکت ثابت- که هست

میشود. چنین زمان به نسبت است) سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ تاب΄ (که I ِ کامل ِ مشتق

İ =
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i +

∂ I

∂ q̇i
q̈i. (1447)

است: M ِ ماتریس سرعت به نسبت لΎَرانژی ِ دوم ِ مشتق

Mi j =
∂2 L

∂ q̇j ∂ q̇i
. (626)

میشود دیده تانه ِ تعریف از

∂ pi
∂ q̇j

= Mi j . (1448)

گیرم است. وارون-پذیر M که این ͳیعن باشد، وارون-پذیر سرعت به نسبت تانه ِ مشتق که این پس

که هست سرعت) و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ (تاب΄ GΈی صورت این در است. چنین

∂ I

∂ q̇
= MG. (1449)

مفصلتر،

∂ I

∂ q̇i
= Mi j Gj . (1450)

میشود. چنین (1447) پس

İ =
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i +Mi j Gj q̈i. (1451)
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است، متقارن M چون یا،

İ =
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i + (Mj i q̈

i)Gj . (1452)

همچنین،

ṗj =
∂ pj
∂ t

+
∂ pj
∂ qi

q̇i +Mj i q̈
i. (1453)

میشود چنین (1452) پس

İ =
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i +

(
ṗj −

∂ pj
∂ t
− ∂ pj
∂ qi

q̇i
)
Gj . (1454)

یا

İ =
∂ I

∂ qα
q̇α +

(
ṗj −

∂ pj
∂ qα

q̇α
)
Gj . (1455)

نوشت. چنین میشود را (1455) یِ رابطه

İ = Iα q̇
α + ṗi Gi. (1456)

که

Iα =
∂ I

∂ qα
− ∂ pi
∂ qα

Gi. (1457)

ثابت، یِ p در
˜
q به نسبت I یِ ͳپارِئ ِ مشتق

˜
I میشود دیده و َند، سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ هم G و

˜
I

است: ثابت یِ
˜
q در p به نسبت I یِ ͳپارِئ ِ مشتق G و

˜
I =

(
∂ I

∂
˜
q

)
p

. (1458)

G =

(
∂ I

∂ p

)
˜
q

. (1459)

که چنان است، تانه و مان و زمان ِ تاب΄ که هست I Έی (مˇضعˆن) ͳیعن این

I(
˜
q, p) = I(

˜
q, q̇). (1460)
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و

˜
I =

∂ I
∂
˜
q
. (1461)

G =
∂ I
∂ p

. (1462)

نوشت. چنین میشود را (1456) یِ رابطه

İ = Iα q̇
α +

∂ L

∂ qi
Gi −

(
∂ L

∂ qi
− ṗi

)
Gi. (1463)

این باشد حرکت ِ ثابت Έی I که آن یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط پس است. صفر بر-لاک آخر یِ جمله

که است

0
ns
= Iα q̇

α +
∂ L

∂ qi
Gi. (1464)

َند. سرعت و مان، زمان، ِ-بالا دست- ِ تاب΄ اند شده ظاهر راست ِ طرف در که ͳی کمیتها یِ همه

و لازم ِ شرط ترتیب، این به است. صفر هم ِ-لاک بیرون- باشد صفر بر-لاک اگر راست، ِ طرف پس

میشود باشد حرکت ِ ثابت Έی I که آن یِ برا ͳکاف

0 = Iα q̇
α +

∂ L

∂ qi
Gi. (1465)

مینم. تعریف چنین را A ِ خانواده-یِ-تبدیل است. حرکت ِ ثابت Έی I گیرم

[Ai(h)](q) = qi + Gi h+ o(h). (1466)

تبدیل- ِ خطͳ-نسبت-به-پارامتر ِ بخش ِ تعریف این واق΄ در است. زمان) از (مستقل ثابت h که

است: مسیر یِ یافته

(δ qi)=1 = Gi h. (1467)

میشود. چنین لΎَرانژی یِ تبدیل-یافته ِ خطͳ-نسبت-به-پارامتر ِ بخش این، با

(δ L)=1 =

(
∂ L

∂ qi
Gi + ∂ L

∂ q̇i
Ġi
)
h. (1468)
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یا،

(δ L)=1 =

(
∂ L

∂ qi
Gi + pi Ġi

)
h. (1469)

میشود (1465) از استفاده با هم، این

(δ L)=1 = (−Iα q̇α + pi Ġi)h. (1470)

میشود (1456) از استفاده با که

(δ L)=1 = (−İ + ṗi Gi + pi Ġi)h. (1471)

یا

(δ L)=1 =
d (λh)

d t
. (1472)

که

λ = −I + pi Gi. (1473)

نوشت. چنین ،(1459) از استفاده با میشود، هم را این و

λ = −I + ∂ I

∂ pi
pi. (1474)

که است رˇشن (1473) از همچنین،

I = pi Gi − λ. (1475)

Έی میشود، تعریف (1467) یا (1466) با که ،A ِ خانواده-یِ-تبدیل میدهد نشان (1472) یِ رابطه

ِ ِ-حرکت ثابت- ان هم I ِ ِ-حرکت ثابت- میدهد نشان هم (1475) یِ رابطه ست. نُت̃ری ِ تقارن

است. G ش َ مولد که است، A یِ ِ-نُت̃ری تقارن- با متناظر
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را بالا ِ ساختار میخاهم است. ورارون-پذیر M که بود اساس این بر آمد دست به اینجا تا چه آن

از است. حرکت ِ ثابت Έی I گیرم نیست. وارون-پذیر لزومˆن M که دهم، گسترش ͳکل ِ حالت به

میشود نتیجه (1447)

0
ns
=
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i +

∂ I

∂ q̇i
q̈i. (1476)

است. این حرکت یِ معادله

0
ns
= Fi −Mi j q̈

j . (1477)

را t ِ زمان در (1477) یِ معادله [t, q(t), q̇(t), q̈(t)] اگر ͳیعن است، حرکت ِ ثابت Έی I که این

برمیئاورˆد. هم را t ِ زمان در (1476) یِ معادله [t, q(t), q̇(t), q̈(t)] آنΎاه براورˆد،

است: t ِ زمان در M یِ هسته در w گیرم

0 = Mi j w
j . (1478)

(1477) یِ معادله [t, q(t), q̇(t), q̈(t)] اگر پس َند. سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ Mتاب΄ و F

برمیئاورˆد. را t ِ زمان در (1477) یِ معادله هم [t, q(t), q̇(t), q̈(t) +w] آنΎاه براورˆد، را t ِ زمان در

t ِ زمان در ͳیعن

0
ns
= Fi −Mi j (q̈

j +wj). (1479)

،t ِ زمان در پس

0
ns
=
∂ I

∂ t
+
∂ I

∂ qi
q̇i +

∂ I

∂ q̇i
(q̈i +wi). (1480)

،t ِ زمان در میدهد نتیجه (1476) با همراه که

0
ns
=

∂ I

∂ q̇i
wi. (1481)
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-ِ دست- به (1481) ِ راست ِ طرف پس دارد. ͳΎبست سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- به w

باشد صفر بر-لاک اگر ،(1481) ِ راست ِ طرف ͳیعن که دارد. ͳΎبست سرعت و مان و زمان بالا

،t ِ زمان در ترتیب این به است. صفر هم ِ-لاک بیرون-

0 =
∂ I

∂ q̇i
wi. (1482)

بردار هر که است این نتیجه کرد. حذف را زمان ِ قید میشود پس است. درست زمان هر یِ برا رابطه این

[t, q(t), q̇(t)] یِ ازا به q̇ به نسبت I ِ مشتق یِ هسته در باشد، [t, q(t), q̇(t)] یِ ازا Mبه یِ هسته در که

هست: هم

w ∈ ker(M). ⇒

w ∈ ker

(
∂ I

∂ q̇

)
. (1483)

که هست GΈی ͳیعن است. M یِ سطرها از ͳخط ِ ترکیب Έی q̇ به نسبت I ِ مشتق ͳیعن هم این

∂ I

∂ q̇i
= Gj Mj i. (1484)

است. (1450) یِ رابطه ان هم (1484) یِ رابطه است، متقارن M چون

لزومˆن G و
˜
I که این جز نمیند، ی تغییر (1475) یِ رابطه تا (1451) یِ رابطه از بحث، یِ بقیه

آنها با همئرز یا ،(1459) و (1458) است ممن ͳیعن نیستند. p و
˜
q به نسبت I یِ ͳپارِئ یِ مشتقها

یِ رابطه در G نباشد وارون-پذیر M اگر همچنین، نباشند. درست (1474) و ،(1462) و (1461)

نیست. یتا A ِ خانواده-یِ-تبدیل ͳیعن که نیست، یتا (1484)

ͳی سراسری یِ نُت̃ری ِ تقارن با متناظر ِ ِ-حرکت ثابت- باشد، حرکت ِ ثابت Έی I اگر که این نتیجه

است: نُت̃ر ِ اول یِ قضیه ِ عس نتیجه این است. I ان هم است، G ش َ مولد که

مینجامد. سراسری یِ نُت̃ری ِ یΈتقارن به حرکت ِ ثابت هر نُت̃ر: ِ اول یِ قضیه ِ عس

میشود دیده مینم. ͳبررس را تانه بر A ِ اثر

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ pi

∂ q̇j
Ġj
)
h. (1485)
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یا،

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj +Mi j Ġj

)
h. (1486)

است، متقارن M چون و

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj +Mj i Ġj

)
h. (1487)

پس، است. سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- ِ تاب΄ G

Ġj = ∂ Gj

∂ qα
q̇α +

∂ Gj

∂ q̇k
q̈k. (1488)

باشد، وارون-پذیر M اگر

Gj = ∂ I
∂ pj

. (1489)

نوشت. چنین میشود را (1488) و

Ġj = ∂2 I
∂ qα ∂ pj

q̇α +
∂2 I

∂ pk ∂ pj
ṗk. (1490)

ترتیب، این به

(δ pi)=1 =

[
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ pj

∂ q̇i

(
∂2 I

∂ qα ∂ pj
q̇α +

∂2 I
∂ pk ∂ pj

ṗk

)]
h. (1491)

یا،

(δ pi)=1 =

[
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ pj

∂ q̇i

(
∂2 I

∂ pj ∂ qα
q̇α +

∂2 I
∂ pj ∂ pk

ṗk

)]
h. (1492)

میشود که

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ Iα

∂ q̇i
q̇α +

∂ Gk

∂ q̇i
ṗk

)
h. (1493)
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یا،

(δ pi)=1 =

[
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ Iα

∂ q̇i
q̇α +

∂ L

∂ qk
∂ Gk

∂ q̇i
− (e∂k L)

∂ Gk

∂ q̇i

]
h. (1494)

میشود تانه، ِ تعریف از استفاده با هم، این

(δ pi)=1 =

[
∂2 L

∂ qj ∂ q̇i
Gj + ∂ Iα

∂ q̇i
q̇α +

∂ L

∂ qk
∂ Gk

∂ q̇i
− (e∂k L)

∂ Gk

∂ q̇i

]
h. (1495)

یا،

(δ pi)=1 =

[
∂ Iα
∂ q̇i

q̇α +
∂

∂ q̇i

(
∂ L

∂ qj
Gj
)
− (e∂j L)

∂ Gj

∂ q̇i

]
h. (1496)

میشود که

(δ pi)=1 =

[
∂

∂ q̇i

(
Iα q̇

α +
∂ L

∂ qj
Gj
)
− Iα

∂ q̇α

∂ q̇i
− (e∂j L)

∂ Gj

∂ q̇i

]
h. (1497)

همچنین، است. صفر راست ِ طرف یِ کروشه در اول ِ پرانتز میشود دیده (1465) از

∂ q̇α

∂ q̇i
= δαi . (1498)

میدهد نتیجه که

Iα
∂ q̇α

∂ q̇i
= Ii. (1499)

پس،

(δ pi)=1 = −Ii h− (e∂j L)
∂ Gj

∂ q̇i
h. (1500)

جمله، از

(δ pi)=1
ns
= − Ii h. (1501)
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اینها از َند. درست همچنان (1488) و (1487) نیست، وارون-پذیر Mلزومˆن که ͳکل ِ حالت در

میشود نتیجه

(δ pi)=1 =

[
∂ pi
∂ qj
Gj +Mj i

(
∂ Gj

∂ qα
q̇α +

∂ Gj

∂ q̇k
q̈k
)]

h. (1502)

میشود دیده (1484) یِ رابطه از

∂2 I

∂ q̇k ∂ q̇i
=
∂Mj i

∂ q̇k
Gj +Mj i

∂ Gj

∂ q̇k
. (1503)

پس، است. سرعت به نسبت لΎَرانژی ِ دوم ِ مشتق M

∂Mj i

∂ q̇k
=

∂3 L

∂ q̇k q̇j q̇i
. (1504)

که است رˇشن است. متقارن k و i به نسبت ،(1503) ِ راست ِ طرف در اول یِ جمله میدهد نشان این

(1503) ِ راست ِ طرف در دوم یِ جمله پس است. متقارن k و i به نسبت هم (1503) ِ چپ ِ طرف

است: متقارن k و i به نسبت هم

Mj i
∂ Gj

∂ q̇k
= Mj k

∂ Gj

∂ q̇i
. (1505)

میشود. چنین (1502) ترتیب این به

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj +Mj i

∂ Gj

∂ qα
q̇α +Mj k

∂ Gj

∂ q̇i
q̈k
)
h. (1506)

میشود نتیجه (1448) یِ رابطه از

Mj k q̈
k = ṗj −

∂ pj
∂ qα

q̇α. (1507)

میشود (1506) یِ رابطه ،(1507) و (1448) از استفاده با

(δ pi)=1 =

[
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ pj

∂ q̇i
∂ Gj

∂ qα
q̇α +

(
ṗj −

∂ pj
∂ qα

q̇α
)
∂ Gj

∂ q̇i

]
h. (1508)
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یا،

(δ pi)=1 =

{
∂ pi
∂ qj
Gj +

[
∂

∂ qα

(
∂ pj
∂ q̇i
Gj
)
− ∂

∂ q̇i

(
∂ pj
∂ qα

Gj
)]

q̇α

+ṗj
∂ Gj

∂ q̇i

}
h. (1509)

،(1450) از استفاده با و

(δ pi)=1 =

{
∂ pi
∂ qj
Gj +

[
∂

∂ qα

(
∂ I

∂ q̇i

)
− ∂

∂ q̇i

(
∂ pj
∂ qα

Gj
)]

q̇α

+ṗj
∂ Gj

∂ q̇i

}
h. (1510)

یا،

(δ pi)=1 =

{
∂ pi
∂ qj
Gj +

[
∂

∂ q̇i

(
∂ I

∂ qα
− ∂ pj
∂ qα

Gα
)]

q̇α + ṗj
∂ Gj

∂ q̇i

}
h. (1511)

میشود (1457) از استفاده با که

(δ pi)=1 =

(
∂ pi
∂ qj
Gj + ∂ Iα

∂ q̇i
q̇α + ṗj

∂ Gj

∂ q̇i

)
h. (1512)

M که رفت کار به ی حالت یِ برا که است ان هم بحث یِ بقیه است. (1493) یِ رابطه ان هم این

وارون-پذیر M اگر البته است. (1501) و (1500) ِ روابط ان هم ͳنهای یِ نتیجه است. وارون-پذیر

p یِ تبدیل-پافته ͳیعن هم این نیست. یتا (1457) یِ رابطه در I نتیجه در و نیست، یتا G نباشد

A ِ خانواده-یِ-تبدیل نباشد وارون-پذیر M اگر آمد. دست به q یِ برا که ی چیز ِ شبیه نیست، یتا

نیست. یتا

و (1467) باشد، وارون-پذیر M اگر البته و اند. (1467) ِ شبیه (1501) و (1500) ِ روابط

میشوند. چنین (1501) و (1500)

(δ qi)=1 =

(
∂ I

∂ pi

)
˜
q

h. (1513)

(δ pi)=1 = −
(
∂ I

∂ qi

)
p

h− (e∂j L)
∂ Gj

∂ q̇i
h. (1514)

(δ pi)=1
ns
= −

(
∂ I

∂ qi

)
p

h. (1515)
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ِ-حرکت معادلات- ِ بین ͳخط ِ اتحاد Έی به ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن هر میΎوید نُت̃ر ِ دوم یِ قضیه

که باشد G Έی اگر ͳیعن است. درست هم نُت̃ر ِ دوم یِ قضیه ِ عس بدهم نشان میخاهم مینجامد.

ِ ضریب با ِ-حرکت معادلات- یِ ͳخط ِ ترکیب و است سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- از ی تاب΄

ست. ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی است G ش َ مولد که ی خانواده-یِ-تبدیل آنΎاه است، صفر G

ِ-حرکت معادلات- یِ ͳخط ِ ترکیب و است سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- از ی تاب΄ G گیرم

(1467) ِ مثل را مسیر یِ تبدیل-یافته ِ خطͳ-نسبت-به-پارامتر ِ بخش است. صفر G ِ ضریب با

مینم: تعریف

(δ qi)=1 = Gi h. (1467)

برمیئاورˆد. را این (1467) ِ تبدیل ِ خاطر به لΎَرانژی ِ تغییر است. زمان ِ تاب΄ h ِ ِ-تبدیل پارامتر- و

(δ L)=1 =
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi

d (Gi h)
d t

. (1298)

است، زمان ِ تاب΄ h چون و

(δ L)=1 =

(
∂ L

∂ qi
Gi h+ pi Ġi

)
h+ pi Gi ḣ. (1516)

ͳیعن است، صفر G ِ ضریب با ِ-حرکت معادلات- یِ ͳخط ِ ترکیب

0 = (e∂i L)Gi. (1431)

یا

∂ L

∂ qi
Gi = ṗi Gi. (1517)

میشود (1516) ترتیب این به

(δ L)=1 = (ṗi Gi h+ pi Ġi)h+ pi Gi ḣ. (1518)
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یا،

(δ L)=1 =
d (pi Gi h)

d t
. (1519)

پس،

(δ L)=1 =
d (λh)

d t
. (1307)

که،

λ = pi Gi. (1520)

Έی ِ کامل ِ مشتق (1467) ِ تبدیل ِ خاطر به لΎَرانژی ِ تغییر ِ خطͳ-نسبت-به-پارامتر ِ بخش پس

است. زمان به نسبت تاب΄

یِ ͳخط ِ ترکیب که باشد سرعت و مان و زمان ِ-بالا دست- از ی تاب΄ G اگر که این نتیجه

به لΎَرانژی ِ تغییر ِ خطͳ-نسبت-به-پارامتر ِ بخش است، صفر G ِ ضریب با ِ-حرکت معادلات-

تاب΄ Έی ِ کامل ِ مشتق است زمان ِ تاب΄ ش َ پارامتر و است G ش َ مولد که ی مسیر -ِ تبدیل- ِ خاطر

Έی است، زمان ِ تاب΄ ش َ پارامتر و است G ش َ مولد که ی مسیر -ِ تبدیل- ͳیعن است، زمان به نسبت

است: نُت̃ر ِ دوم یِ قضیه ِ عس نتیجه این ست. ͳمˇضع یِ نُت̃ری ِ تقارن

یِ نُت̃ری ِ تقارن Έی به ِ-حرکت معادلات- ِ بین ͳخط ِ اتحاد هر نُت̃ر: ِ دوم یِ قضیه ِ عس

مینجامد. ͳمˇضع
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میدهم: نشان p با را L ِ مشتق است. V یِ ͳخط یِ فضا ش اَ دامنه که ست ͳتابع Έی L

p = DL. (1521)

مفصلتر،

pi = Di L. (1522)

مینم. تعریف چنین را N یِ ͳتابع است. (V ِ (دˇگان V∗ در p میشود دیده

N (v) = L(v)− [pi(v)] v
i. (1523)

است. این بالا یِ رابطه یِ نتیجه Έی

dN = dL− pi d vi − (d pi) v
i. (1524)



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی ٢٧٢

یا،

dN = (Di L)d vi − pi d vi − (d pi) v
i. (1525)

میشود (1522) از استفاده با که

dN = −(d pi) v
i. (1526)

به ͳΎبست ِ حسب بر (مˇضعˆن) را v به ͳΎبست میشود باشد، وارون-پذیر (مˇضعˆن) v به p یِ ͳΎبست اگر

یِ متغیرها یِ ازا (به ش َ مقدار و است، V∗ ش اَ دامنه که مینم تعریف ͳتابع Έی را N نوشت. p

است: برابر N ِ مقدار با متناظر)

N[p(v)] = N (v). (1527)

پس است. p ِ تاب΄ (مˇضعˆن) N هم، نباشد وارون-پذیر v به p یِ ͳΎبست اگر میشود معلوم (1526) از

که بل نیست V∗ یِ Nهمه یِ دامنه حالت این در البته میند. کار همچنان N یِ برا (1527) ِ تعریف

است. img(DL)

میشود. چنین (1523) یِ رابطه ،N ِ حسب بر

N(p) = L(v)− pi v
i. (1528)

نشان N ان هم با هم را N پس این از است. p هم N یِ ͳطبیع ِ متغیر میدهد نشان (1526) یِ رابطه

میدهم.

نشان LeV با را V یِ دامنه با یِ تابعیها یِ برا لُژاندر ِ تبدیل دقیقتر، میΎویم. L ِ لُژاندر-مبدَل N به

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم

(LeV L)[(DL)(v)] = L(v)− [(DL)(v)] v. (1529)

مفصلتر،

(LeV L)[(DL)(v)] = L(v)− [(Di L)(v)] v
i. (1530)
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میدهم: نشان Le با سادِتر را LeV است، معلوم V ی وقت

(LeL)[(DL)(v)] = L(v)− [(Di L)(v)] v
i. (1531)

یا،

(LeL)(p) = L(v)− pi v
i. (1532)

میئاید. دست به (1521) از p که

میشود نتیجه (1526) از صورت این در است. وارون-پذیر v به نسبت p ِ مشتق گیرم

[Di (LeL)](p) = −vi. (1533)

یا،

[Di (LeL)][(DL)(v)] = −vi. (1534)

بسته،

[D (LeL)](p) = −v. (1535)

یا،

[D (LeL)][(DL)(v)] = −v. (1536)

شود، داده نشان N با (LeL) اگر و

(Di N)(p) = −vi. (1537)

یا،

(Di N)[(DL)(v)] = −vi. (1538)
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بسته،

(DN)(p) = −v. (1539)

یا،

(DN)[(DL)(v)] = −v. (1540)

ͳیعن (1521) یِ رابطه

(DL)(v) = p. (1541)

یِ ͳΎبست و است، (1541) یِ رابطه ِ وارون (1539) یِ رابطه میدهد. را v به p یِ ͳΎبست رابطه این

میدهد. را p به v

مینویسم: L یِ جا به است، (LeV L) ان هم که ،N یِ برا را (1530) یِ رابطه

(LeV∗ N)[(DN)(p)] = N(p)− [(Di N)(p)] pi. (1542)

میشود (1537) از استفاده با که

(LeV∗ N)(−v) = N(p) + vi pi. (1543)

میشود (1528) از استفاده با هم، این

(LeV∗ N)(−v) = L(v). (1544)

اما

N = LeV L. (1545)

پس،

(LeV∗ LeV L)(−v) = L(v). (1546)



٢٧۵ � لُژاندر ِ تبدیل 60

یا،

(LeV∗ LeV L)(v) = L(−v). (1547)

نوشت. هم چنین میشود را (1546) یِ رابطه

[(LeV)
−1 N](v) = (LeV∗ N)(−v). (1548)

مینم. تعریف چنین را Ñ و L̃ همچنین،

L̃(v) = L(−v). (1549)

Ñ = LeV L̃. (1550)

میشود دیده

(D L̃)(v) = −(DL)(−v). (1551)

و،

Ñ[(D L̃)(v)] = L̃(v)− [(D ˜L)(v)] v. (1552)

میشود که

Ñ[−(DL)(−v)] = L(−v)− [(DL)(−v)] (−v). (1553)

ͳیعن

Ñ[−(DL)(−v)] = N[(DL)(−v)]. (1554)

یا،

Ñ(p̃) = N(−p̃). (1555)
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مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان PaV با را V یِ دامنه با وارونͳ-یِ-فضا ِ تبدیل

PaV v = −v. (1556)

که است رˇشن

(PaV)
2 = 1V. (1557)

یا،

(PaV)
−1 = PaV. (1558)

میدهم: نشان Pa با سادِتر را PaV است، معلوم V ی وقت

Pa v = −v. (1559)

Pa2 = 1. (1560)

Pa−1 = Pa. (1561)

میشود نتیجه ضمنَن (1558) از

[(PaV)
∗]−1 = (PaV)

∗. (1562)

میشود هم (1562) یِ ساده ِ شل است. X ِ پسار X∗ که

(Pa∗)−1 = Pa∗. (1563)

با است همئرز که

(Pa∗)2 = 1. (1564)

نوشت. چنین میشود را (1547) یِ رابطه ،Pa از استفاده با

LeV∗ LeV L = L ◦ PaV. (1565)
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یا،

LeV∗ LeV = (PaV)
∗. (1566)

پس،

(LeV)
−1 = [(PaV)

∗]−1 LeV∗ . (1567)

یا،

(LeV)
−1 = (PaV)

∗ LeV∗ . (1568)

سادِتر،

Le2 = Pa∗. (1569)

Le−1 = (Pa∗)−1 Le. (1570)

Le−1 = Pa∗ Le. (1571)

میشوند. چنین هم (1555) و (1550) و (1549) ِ روابط

L̃ = (PaV)
∗ L. (1572)

Ñ = LeV L̃. (1573)

Ñ = (PaV∗)∗ N. (1574)

ترتیب، این به

(PaV∗)∗ LeV = LeV (PaV)
∗. (1575)

سادِتر،

LePa∗ = Pa∗ Le. (1576)
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نوشت. میشود هم چنین را ِ-لُژاندر تبدیل- ِ وارون اینها، از استفاده با

(LeV)
−1 = LeV∗ (PaV∗)∗. (1577)

ِ سادِتر

Le−1 = LePa∗. (1578)

M×V تاب΄ یِ دامنه که داد گسترش ی حالت به میشود را ِ-لُژاندر تبدیل- ِ تعریف که است رˇشن

یِ دامنه با L یِ ͳتابع با متناظر حالت این در ست. ͳخط یِ یΈفضا V و است MیΈخمینه که است،

مینم. تعریف چنین را V∗ در مقدار و M× V یِ دامنه با p ِ ×Mتاب΄ V

p =
0

D(1) L. (1579)

مفصلتر،

pi =
0

D(1) i L. (1580)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان N با را L ِ ِ-لُژاندر مبدَل-

N(q, p) = L(q, v)− pi v
i. (1581)

،Le ِ نماد با و

(LeV L)(q, p) = L(q, v)− pi v
i. (1582)

یا،

(LeV L)[q, (
0

D(1) L)(q, v)] = L(q, v)− [(
0

D(1) i L)(q, v)] v
i. (1583)

بسته،

(LeV L)[q, (
0

D(1) L)(q, v)] = L(q, v)− [(
0

D(1) L)(q, v)] v. (1584)
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میشود دیده

dN = (
0

D(0)α L)d qα + (
0

D(1) i L)d vi − pi d vi − vi d pi. (1585)

یا،

dN = (
0

D(0)α L)d qα − vi d pi. (1586)

میدهد نشان که

0

D(0)α N =
0

D(0)α L. (1587)
0

D(1) N = −v. (1588)

ِ روابط است. ثابت یِ v در L بر
0

D(0) ِ اثر که ی حال در است، ثابت یِ p در N بر
0

D(0) ِ اثر البته

نوشت. چنین میشود را )بالا
∂N

∂ q

)
p

=

(
∂ L

∂ q

)
v

. (1589)(
∂N

∂ p

)
q

= −v. (1590)

البته )و
∂ L

∂ v

)
q

= p. (1591)

)مفصلتر،
∂N

∂ qα

)
p

=

(
∂ L

∂ qα

)
v

. (1592)(
∂N

∂ pi

)
q

= −vi. (1593)(
∂ L

∂ vi

)
q

= pi. (1594)

یِ فضا Έی V ست ͳکاف ،M×V یِ دامنه با ͳی تابعیها یِ برا ِ-لُژاندر تبدیل- ِ تعریف یِ برا واق΄ در

(1579) ِ روابط همچنان صورت این در میشود دیده ͳسادِگ به باشد. Mخمینه نیست لازم باشد، ͳخط
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ی روابط یِ برا مینند. کار ،(1593) و (1594) یا ،(1590) و (1591) آنها با همئرز یا ،(1588) و

باشد. خمینه M است لازم اند، (q) صفرˇم ِ متغیر به نسبت مشتق ِ شامل که

ِ کلاف Έی تاب΄ یِ دامنه که داد گسترش ی حالت به میشود را ِ-لُژاندر تبدیل- ِ تعریف سرانجام،

و M آن یِ خمینه-یِ-پایه که است، E یِ برداری ِ کلاف L یِ ͳتابع یِ دامنه گیرم ست. برداری

هر باشد، نقشه این با متناظر ِ بدیهیΎر Ua و باشد، M یِ نقشه Έی ϕa اگر است. V آن تار-نُعͳ-یِ

است. [dom(ϕa)]× V در (q, va) یِ نقطه Έی با متناظر شل این به E در x یِ نقطه

x = Ua(q, va). (1595)

است: x یِ مبنا q که

q = π(x). (1596)

است. [dom(ϕa)] × V ش اَ دامنه که ست برداری یِ ͳتابع Έی (L ◦ Ua) است. E ِ افنش π و

مینم: تعریف L یِ جا به La با ، (1579) ِ مثل را pa میدهم. نشان La با را (L ◦ Ua)

pa =
0

D(1) La. (1597)

که است رˇشن

Lb = La ◦ Ua b, (1598)

است: ِ-گذار تاب΄- Ua b که

Ua b = U−1
a ◦ Ub. (1599)

(q, va) = Ua b(q, vb). (1600)

ست: ͳخط vb به va یِ ͳΎبست ست، برداری کلاف چون و

va = [Ǔa b(q)] vb. (1601)
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که

Ǔa b(q) = Ua b(q, �). (1602)

یا،

Ǔa b(q) = [Ǔa(q)]
−1 [Ǔb(q)]. (1603)

که،

Ǔa(q) = Ua(q, �). (1604)

جمله، از

(DUa b)(q, vb) =

 1 0

(D Ǔa b)(q) Ǔa b(q)

 . (1605)

پس،

(
0

D(1) Ua b)(q, vb) =

 0

Ǔa b(q)

 . (1606)

مینم: مقایسه هم با را نقشه دˇ ِ اساس بر p ِ تعریف

pb(q, vb) = (
0

D(1) Lb)(q, vb),

= [
0

D(1) (La ◦ Ua b)](q, vb),

= {(DLa)[Ua b(q, vb)]} [(
0

D(1) Ua b)(q, vb)],

= [(DLa)(q, va)]

 0

Ǔa b(q)

 ,

= [(
0

D(1) La)(q, va)] [Ǔa b(q)]. (1607)
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ͳیعن

pb(q, vb) = [pa(q, va)] [Ǔa b(q)]. (1608)

پس،

[pb(q, vb)] [Ǔb(q)]
−1 = [pa(q, va)] [Ǔa(q)]

−1. (1609)

میشود نتیجه ضمنَن (1608) از

pb(q, vb) = [Ǔa b(q)]
∗ [pa(q, va)]. (1610)

یا،

pb(q, vb) = [Ǔ∗
b a(q)] [pa(q, va)]. (1611)

که،

Ǔ∗
b a(q) = [Ǔa b(q)]

∗. (1612)

که است رˇشن

[Ǔa b(q)]
∗ = [Ǔb(q)]

∗ {[Ǔa(q)]
∗}−1. (1613)

پس،

[Ǔ∗
c a(q)] = [Ǔ∗

c b(q)] [Ǔ
∗
b a(q)]. (1614)

ͳیعن (1611) یِ رابطه

[q, pb(q, vb)] = U∗
b a[q, pa(q, va)]. (1615)

مینم. تعریف چنین را Ǔ∗
a ِ تاب΄ (1609) ِ اساس بر همچنین،

Ǔ∗
a (q) = {[Ǔa(q)]

∗}−1. (1616)
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میشود دیده (1613) و (1612) از

Ǔ∗
b a(q) = [Ǔ∗

b (q)]
−1 [Ǔ∗

a (q)]. (1617)

گرفت: (E ِ دˇگان ِ (کلاف E∗ ِ بدیهیΎر میشود را U∗ پس

U∗
a (q, �) = Ǔ∗

a (q). (1618)

میشود هم (1609) یِ رابطه

[Ǔ∗
b (q)] [pb(q, vb)] = [Ǔ∗

a (q)] [pa(q, va)]. (1619)

یا،

U∗
b [q, pb(q, vb)] = U∗

a [q, pa(q, va)]. (1620)

نوشت. چنین میشود را (1620) یِ رابطه

U∗
b ◦ (π, pb ◦ U−1

b ) = U∗
a ◦ (π, pa ◦ U−1

a ). (1621)

در که است، π−1[dom(ϕa)] یِ دامنه با تاب΄ Έی za میدهم. نشان za با را U∗
a ◦ (π, pa ◦ U−1

a )

میشود دیده میΎیرد. مقدار E∗

z ∈ π−1[dom(ϕa)]. ⇒

za(x) = U∗
a [q, pa(q, va)]. (1622)

یا،

z ∈ π−1[dom(ϕa)]. ⇒

za(x) = U∗
a{π(x), pa[U−1

a (x)]}. (1623)
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بسته،

z ∈ π−1[dom(ϕa)]. ⇒

za = U∗
a ◦ (π, pa ◦ U−1

a ). (1624)

ِ راست ِ طرف باشد، {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]} در x اگر میشود دیده (1621) از

است: یسان b و a یِ ازا به (1624)

x ∈ {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]}. ⇒

[U∗
b ◦ (π, pb ◦ U−1

b )](x) = [U∗
a ◦ (π, pa ◦ U−1

a )](x). (1625)

پس،

x ∈ {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]}. ⇒

zb(x) = za(x). (1626)

E ش اَ دامنه که کرد تعریف z Έی میشود پس َند. برابر هم با شان یِ دامن̃ها ِ اشتراک در zb و za

و میΎیرد، مقدار E∗ در است،

res{z;π−1[dom(ϕa)]} = za. (1627)

ِ راست ِ طرف باشد، {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]} در x اگر میشود دیده (1626) از

خُش-تعریف z ͳیعن که است، نقشه از مستقل z ِ تعریف پس است. یسان b و a یِ ازا به (1627)

است.

مینم: تعریف L یِ جا به La با ، (1581) ِ مثل را Na

Na(q, pa) = La(q, va)− (pa)i (va)
i. (1628)

یا،

[Na ◦ (U∗
a )

−1][z(x)] = L(x)− pa va. (1629)
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میشود دیده (1608) و (1601) از

x ∈ {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]}. ⇒

[pb(q, vb)] vb = [pa(q, va)] va. (1630)

واق΄، در

[pa(q, va)] va = res{z x;π−1[dom(ϕa)]}. (1631)

چنان مینم، تعریف E∗ یِ دامنه با ͳتابع Έی را N است. a از مستقل (1629) ِ راست ِ طرف پس

که

res{N ◦ z;π−1[dom(ϕa)]} = [Na ◦ (U∗
a )

−1] ◦ z. (1632)

به (1632) ِ راست ِ طرف باشد، {π−1[dom(ϕa)]} ∩ {π−1[dom(ϕb)]} در x اگر میشود دیده

است. خُش-تعریف N ͳیعن که است، نقشه از مستقل N ِ تعریف پس است. یسان b و a یِ ازا

مستقل-از- ِ شل به را (1628) و (1597) روابط میشود بالا، یِ استقلال-از-نقش̃ها ِ اساس بر

نوشت: نقشه

z =
0

D(1) L. (1633)

N(z) = L(x)− z x. (1634)

میشوند هم (1588) و (1587) یِ مانست̃ها

0

D(0) N =
0

D(0) L. (1635)
0

D(1) N = −x. (1636)

x ترتیب، به یِ، جا به Na و La و (q, pa) و (q, va) با و گرفت ϕa یِ نقشه Έی میشود هم عملَن

و کرد حذف هم را a یِ ِ-نقشه شاخص- میشود نیاید، پیش ابهام که ͳی جا کرد. کار N و L و z و

برد. کار به را N و L و (q, p) و (q, v) ِ خُد ترتیب، به ،Na و La و (q, pa) و (q, va) یِ جا به

بر ِ-لُژاندر تبدیل- ِ ساختار ان هم عملَن برداری ِ یΈکلاف بر ِ-لُژاندر تبدیل- ِ ساختار ترتیب این به

میشود. ͳخط یِ فضا Έی در خمینه Έی یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل-
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میدهم: نشان N با را L ِ ِ-لُژاندر مبدَل- است. V یِ ͳخط یِ فضا ش اَ دامنه که ست ͳتابع Έی L

p = DL. (1521)

N(p) = L(v)− p v. (1637)

مینویسم: میشود) مشخص پریم با (که خاص یِ نقطه Έی یِ برا را اینها

p′ = (DL)(v′). (1638)

N(p′) = L(v′)− p′ v′. (1639)

مینم. تعریف چنین را Ta یِ ͳتابع

Ta(v′, v) = L(v′) + p′ (v− v′). (1640)

همچنین، ست. ͳبالا-خط-ِ دست- Ta(v′, �) میشود دیده

[Ta(v′, �)](v′) = L(v′). (1641)

{D [Ta(v′, �)]}(v′) = p′. (1642)

،ͳیعن که

{D [Ta(v′, �)]}(v′) = (DL)(v′). (1643)

،v′ در ͳیعن (1641) یِ رابطه است. ِ-صفحه فُق- Έی Ta(v′, �) پس است. ثابت Ta(v′, �) ِ مشتق

ِ مشتق با Ta(v′, �) ِ مشتق ،v′ در ͳیعن هم (1643) یِ رابطه است. برابر L ِ مقدار با Ta(v′, �) ِ مقدار

است. [v′,L(v′)] یِ نقطه در L بر مماس یِ ِ-صفحه فُق- Ta(v′, �) پس است. برابر L

نوشت. چنین میشود را (1640) یِ رابطه

Ta(v′, v) = N(p′) + p′ v. (1644)
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یا،

[Ta(v′, �)](v) = N(p′) + p′ v. (1645)

پس،

[Ta(v′, �)](0) = N(p′). (1646)

است. Ta(v′, �) ِ عرض-از-مبدئ N(p′) ͳیعن این

میدهم. نشان p با را (LeL) ِ متغیر و ،v با را L ِ متغیر است. چنین L با (LeL) یِ رابطه پس

بر مماس یِ ِ-صفحه فُق- p و v است. v یِ نقطه در L ِ مشتق با رابر p ِ مقدار ،v ِ مقدار هر یِ ازا به

است. ِ-صفحه فُق- این ِ عرض-از-مبدئ (LeL)(p) مینند. مشخص را [v,L(v)] یِ نقطه در L

که میشود یافته چنان v یِ نقطه ،p یِ نقطه هر یِ ازا به است. چنین Le(L) ِ ساختن ِ روش ͳیعن این

یِ ِ-صفحه فُق- ِ عرض-از-مبدئ ،p یِ نقطه در (LeL) ِ مقدار باشد. p با برابر v یِ نقطه در L ِ مشتق

است. [v,L(v)] یِ نقطه در L بر مماس

-ِ فُق- Έی ،(N ِ (متغیر p هر با متناظر ساخت. را (Le−1 N) میشود N از استفاده با عس، بر

این از Έی هر است. p یِ نقطه Nدر ِ مقدار ش َ عرض-از-مبدئ و است pش َ مشتق که هست صفحه

ست. ِ-صفح̃ها فُق- یِ خانواده این ِ پوش (Le−1 N) پس است. مماس (Le−1 N) بر ِ-صفح̃ها فُق-

است. X یِ برا کْل̃رو یِ معادله این ِ تین ِ جواب (Le−1 N) واق΄ در

X(v) = [(DX)(v)] v+N[(DX)(v)]. (1647)

مفصلتر،

X(v) = [(Di X)(v)] v
i +N[(DX)(v)]. (1648)

میΎیرم: مشتق v به نسبت معادله این از

(Di X)(v) = [(Di X)(v)] + [(Di Dj X)(v)] v
j

+ {(Dj N)[(DX)(v)]} [(Di Dj X)(v)]. (1649)
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پس،

0 = [(Di Dj X)(v)] {vj + (Dj N)[(DX)(v)]}. (1650)

باشد: صفر X ِ دوم ِ مشتق که میئاید دست به این از معادله این یِ ͳعموم ِ جواب

0 = Di Dj X. (1651)

میΎذارم: (1647) در را آن و میدهم نشان c با را ثابت ِ مقدار این است. ثابت X ِ اول ِ مشتق ͳیعن این

X(v) = c v+N(c). (1652)

مفصلتر،

X(v) = ci v
i +N(c). (1653)

شN(c)است. َ عرض-از-مبدئ و cش َ مشتق که است، ِ-صفحه فُق- Έی c هر یِ ازا به جواب، این

ِ راست ِ طرف در کلاد آ که میئاید دست به این از ،(1648) یا ،(1647) یِ معادله ِ تین ِ جواب

است: صفر (1650)

0 = vj + (Dj N)[(DX)(v)]. (1654)

بسته،

0 = v+ (DN)[(DX)(v)]. (1655)

میشود (1655) میدهم. نشان p با را (DX)(v)

0 = v+ (DN)(p). (1656)

میشود هم (1647) یِ رابطه

X(v) = p v+N(p). (1657)
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ان هم X میشود دیده اند. v ِ حسب بر X یِ برا پارامتری ِ معادلات (1657) و (1656) ِ روابط

با همراه ،(1656) یِ رابطه باشد: N ان هم Le(L) ͳوقت برمیئاورˆد، L که برمیئاورˆد را ی روابط

L(v) = p v+N(p). (1658)

ͳهˆمیلت̃ن 62

T × (TM) یِ دامنه با ͳتابع Έی لΎَرانژی ترتیب این به است. سرعت و مان، زمان، ِ تاب΄ لΎَرانژی

مماس یِ فضا TM و ست، پیربندی یِ Mقضا است، زمانها) یِ (مجموعه زمان ِ محور T که است،

لΎَرانژی یِ برا پس ست. برداری ِ کلاف Έی مماس) ِ (کلاف TM است. پیربندی) یِ فضا (بر

با ͳتابع Έی لΎَرانژی ِ ِ-لژاندر مبدَل- کرد. تعریف مماس) ِ کلاف با (متناظر ِ-لُژاندر مبدَل- میشود

است. (TM ِ ِ-مماس کلاف- ِ (دˇگان هممماس یِ فضا T∗M که است، T× (T∗M) یِ دامنه

میشود دیده ِ-لُژاندر تبدیل- ِ تعریف از

(LeL)(t, z) = L(t, x)− z x. (1659)

z =
0

D(1) [L(t, �)]. (1660)

،z یِ جا به (q, p) و x یِ جا به (q, q̇) با سادِتر، یِ نماد-گذاری با

(LeL)(t, q, p) = L(t, q, q̇)− p q. (1661)

مفصلتر،

(LeL)(t, q, p) = L(t, q, q̇)− pi qi. (1662)

که

pi =
∂ L

∂ q̇i
. (641)
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است: p0 ِ تعریف (1662) ِ راست ِ طرف

p0 = L− pi q̇i. (1047)

پس،

Le(L) = p0. (1663)

بود. شده تعریف مماس) ِ کلاف و زمان از ی تاب΄ ͳیعن) سرعت و مان و زمان از ی تاب΄ p0 البته

میشود. تعریف هممماس) ِ کلاف و زمان از ی تاب΄ ͳیعن) تانه و مان و زمان از ی تاب΄ (LeL)

ͳیعن واق΄ در (1663) یِ رابطه

(LeL)[t, q, p(t, q, q̇)] = p0(t, q, q̇). (1664)

میشود دیده آمد دست به لُژاندر ِ تبدیل یِ برا که ی روابط از همچنین،

∂ (LeL)

∂ qα
=

∂ L

∂ qα
. (1665)

∂ (LeL)

∂ pi
= −q̇i. (1666)

Ϳهی واقعˆن ͳمنف ِ علامت این مینند. کار (LeL) یِ قرینه با (LeL) یِ جا به سنتَن Έانیم در

میدهم. Hنشان با را ͳهˆمیلت̃ن میΎویند. ͳهˆمیلت̃ن (LeL) یِ قرینه به ست. ͳتاریخ فقط و ندارد ی اهمیت

ترتیب، این به

H(t, q, p) = p q̇ − L(t, q, q̇). (1667)

مفصلتر،

H(t, q, p) = pi q̇
i − L(t, q, q̇). (1668)

جمله، از

H[t, q, p(t, q, q̇)] = −p0(t, q, q̇). (1669)
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میشوند هم (1666) و (1665) ِ روابط

∂ H

∂ qα
= − ∂ L

∂ qα
. (1670)

∂ H

∂ pi
= q̇i. (1671)

حرکت ِ معادلات و فاز یِ فضا 63

میΎویند. فاز یِ فضا پیربندی، یِ فضا ِ هممماس یِ فضا ،T∗M به ست. پیربندی یِ فضا M

یˆند. اینها پیربندی یِ فضا در حرکت ِ معادلات

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− d

d t

(
∂ L

∂ q̇i

)
. (1672)

یا،

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− ∂2 L

∂ t ∂ q̇i
− ∂2 L

∂ qj ∂ q̇i
q̇j − ∂2 L

∂ q̇j ∂ q̇i
q̈j . (1673)

از پیربندی یِ فضا در حرکت ِ معادلات ترتیب این به اند. (t, q, q̇) ِ تاب΄ آن یِ ͳپارِئ ِ مشتقات و L

اند. دˇ یِ مرتبه

معادلات- ِ دستΎاه Έی کرد. کم ِ-حرکت معادلات- یِ مرتبه میشود متغیرها، ِ تعداد ِ افزایش با

است. چنین مرتبه-یِ-دˇ ِ ِ-دیفرانسیل

q̈i
ns
= fi(t, q, q̇). (1674)

(1674) یِ جا به و میΎیرند متغیر را (q, v) است. این معادلات یِ مرتبه ِ کاهش یِ برا ساده ِ راه Έی

مینویسند. را معادلات این

q̇i
ns
= vi. (1675)

v̇i
ns
= fi(t, q, v). (1676)
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(1675) میشود: نتیجه (1674) ان هم (1676) و (1675) ِ معادلات ِ بین v ِ حذف با که است رˇشن

َند. همئرز (1674) با ،(1676) و

روش، این در برد. کار به را روش ین هم میشود هم پیربندی یِ فضا در حرکت ِ معادلات یِ برا

ِ زُج یِ جا به میشوند: نوشته پیربندی، یِ فضا بر مماس یِ فضا ،TM یِ برا ِ-حرکت معادلات-

میشوند معادلات و میرود کار به (q, v) ِ زُج (q, q̇)

0
ns
= q̇i − vi. (1677)

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− ∂2 L

∂ t ∂ vi
− ∂2 L

∂ qj ∂ vi
vj − ∂2 L

∂ vj ∂ vi
v̇j . (1678)

اند. (t, q, v) ِ تاب΄ آن یِ ͳپارِئ ِ مشتقات و L اینجا

افزایش- این نیست لازم اما کرد. زیاد را متغیرها ِ تعداد باید معادلات یِ مرتبه ِ کاهش یِ برا

یِ متغیرها از استفاده ،Έانیم در رای; ِ روش Έی باشد. بالا یِ ساده ِ شل به ِ-متغیرها ِ-تعداد-

حسب بر را تانه، و مان ،(q, p) یِ ͳزمان ِ مشتق حرکت ِ معادلات روش، این در است. فاز یِ فضا

میئاید: دست به q یِ ͳزمان ِ مشتق (1671) یِ رابطه از میدهند. تانه و مان و زمان

∂ H

∂ pi

ns
= q̇i. (1671)

میدهد: را تانه یِ ͳزمان ِ مشتق هم پیربندی یِ فضا در حرکت یِ معادله

0
ns
=
∂ L

∂ qi
− ṗi. (1679)

ِ مشتق (1670) یِ رابطه است. سرعت و مان و زمان از ی تاب΄ مان، به نسبت لΎَرانژی ِ مشتق

میند: مربوط مان به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق به را مان به نسبت لΎَرانژی

∂ H

∂ qα
= − ∂ L

∂ qα
. (1670)

میشود (1679) یِ معادله ترتیب این به

0
ns
= − ∂ H

∂ qi
− ṗi. (1680)
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ِ-حرکت معادلات- ترتیب این به است. تانه و مان و زمان از ی تاب΄ مان، به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق

میشوند

0
ns
= q̇i − ∂ H

∂ pi
. (1681)

0
ns
= − ṗi −

∂ H

∂ qi
. (1682)

یا،

q̇i
ns
=
∂ H

∂ pi
. (1683)

ṗi
ns
= − ∂ H

∂ qi
. (1684)

فرمول- در است: تانه ِ تعریف لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در است، (1681) ان هم که ،(1683) یِ رابطه

مان و زمان از یِ تاب΄ تانه نتیجه در که است، سرعت به نسبت لΎَرانژی ِ مشتق تانه لΎَرانژ یِ بندی

بر را مان) یِ ͳزمان ِ (مشتق سرعت رابطه این است: تابعیت این ِ وارون (1683) است. سرعت و

معادله-یِ-حرکت است، (1682) ان هم که هم، (1684) یِ رابطه میدهد. تانه و مان و زمان ِ حسب

لΎَرانژ، یِ فرمول-بندی در البته میدهد. را تانه یِ ͳزمان ِ مشتق که است، لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در

(1684) یِ معادله اینجا، میشود. داده سرعت و مان و زمان از ی تاب΄ ِ شل به تانه یِ ͳزمان ِ مشتق

تانه و مان و زمان از ی تاب΄ ِ شل به ،(1670) یِ رابطه از استفاده با را، تانه یِ ͳزمان ِ مشتق

میدهد.

میΎویند. هˆمیلت̃ن ِ معادلات ،(1684) و (1683) یا ،(1682) و (1681) به

فاز یِ فضا کنشدر 64

است. صفر مسیر به نسبت کنش یِ ͳدرون ِ مشتق که است این پیربندی یِ فضا در حرکت یِ معادله

میشود را لΎَرانژی است. سرعت و مان و زمان ِ تاب΄ لΎَرانژی و است، زمان بر لΎَرانژی ِ انتΎرال کنش

نوشت. چنین

L(t, q, q̇) = p q̇ −H(t, q, p). (1685)
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مفصلتر،

L(t, q, q̇) = pi q̇
i −H(t, q, p). (1686)

میشود کنش ترتیب این به

S =

∫
(d t) [p q̇ −H(t, q, p)]. (1687)

ی تاب΄ ِ شل به کنش اینجا که است این رفت کار به لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در چه آن با این ِ تفاوت

یِ فضا از ی تاب΄ کنش لΎَرانژ، یِ فرمول-بندی در که ی حال در شده. نوشته فاز یِ فضا در مسیر از

میدهم: نشان Sϕ با را کنش این کنم، تئید تفاوت این بر میخاهم که ͳی جا ست. پیربندی

Sϕ =

∫
(d t) [p q̇ −H(t, q, p)]. (1688)

مفصلتر،

Sϕ =

∫ tf

t0

(d t) [pi q̇
i −H(t, q, p)]. (1689)

میΎویم. فضا-یِ-فاز ِ کنش Sϕ به

میشود دیده مینم. ͳبررس را فضا-یِ-فاز در مسیر ِ تغییر ِ خاطر به فضا-یِ-فاز ِ کنش ِ تغییر

(δ Sϕ)=1 =

∫
(d t)

[
p (δ q̇)−

(
∂ H

∂q

)
(δq) + (δ p) q̇ − (δp)

(
∂ H

∂p

)]
.

(1690)

اول، یِ جمله از جزئ-به-جزی یِ انتΎرال-گیری با و

(δ Sϕ)=1 =

∫
(d t)

[(
−ṗ− ∂ H

∂q

)
(δq) + (δ p)

(
q̇ − ∂ H

∂p

)]
+ [p (δ q)](tf)− [p (δ q)](t0). (1691)

نوشت. چنین میشود را این

(δ Sϕ)=1 = (δ Sϕ)=1 in + (δ Sϕ)=1 bo. (1692)
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که،

(δ Sϕ)=1 in =

∫
(d t) [(D(1) Sϕ)in (δ q) + (δ p) (D(2) Sϕ)in]. (1693)

(δ Sϕ)=1 bo = [p (δ q)](tf)− [p (δ q)](t0). (1694)

البته، و

(D(1) Sϕ)in = −ṗ− ∂ H

∂q
. (1695)

(D(2) Sϕ)in = q̇ − ∂ H

∂p
. (1696)

مفصلتر،

(δ Sϕ)=1 in =

∫ tf

t0

(d t) [(D(1) i Sϕ)in (δ q
i) + (δ pi) (D(2)

i Sϕ)in](t). (1697)

(δ Sϕ)=1 bo = [pi (δ q
i)](tf)− [pi (δ q

i)](t0). (1698)

البته، و

(D(1) i Sϕ)in = −ṗi −
∂ H

∂qi
. (1699)

(D(2)
i Sϕ)in = q̇i − ∂ H

∂pi
. (1700)

مینویسند. هم چنین را روابط این

[
δ Sϕ

(δ qi)(t)

]
in

= −ṗi(t)−
∂ H

∂ [qi(t)]
. (1701)[

δ Sϕ

(δ pi)(t)

]
in

= q̇i(t)− ∂ H

∂ [pi(t)]
. (1702)

نوشت. چنین میشود را هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در حرکت ِ معادلات پس

0
ns
= (DSϕ)in. (1703)
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مفصلتر،

0
ns
= (D(1) i Sϕ)in. (1704)

0
ns
= (D(2)

i Sϕ)in. (1705)

چنین را Lϕ کنم. کاملتر را شباهت َند. لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در مشابه ِ روابط یِ مانست̃ها اینها

مینم. تعریف

Lϕ(t, q, q̇, p, ṗ) = p q̇ −H(t, q, p). (1706)

همچنین، است. L ِ مقدار ان هم Lϕ ِ مقدار میشود دیده میΎویم. فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی Lϕ به

Sϕ =

∫
(d t)Lϕ(t, q, q̇, p, ṗ). (1707)

مفصلتر،

Sϕ =

∫ tf

t0

(d t)Lϕ(t, q, q̇, p, ṗ). (1708)

همچنین،

(DSϕ)in = e∂ Lϕ, (1709)

که

e∂(1) i Lϕ =
∂ Lϕ

∂ qi
− d

d t

(
∂ Lϕ

∂ q̇i

)
. (1710)

e∂(2)
i Lϕ =

∂ Lϕ

∂ pi
− d

d t

(
∂ Lϕ

∂ ṗi

)
. (1711)

،ͳیعن

e∂(1) i Lϕ = −∂ H
∂ qi
− ṗi. (1712)

e∂(2)
i Lϕ = q̇i − ∂ H

∂ pi
. (1713)
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میشوند هم هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در حرکت ِ معادلات

0
ns
= e∂(2)

i Lϕ. (1714)

0
ns
= e∂(1) i Lϕ. (1715)

بسته،

0
ns
= e∂ Lϕ. (1716)
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ِ-حرکت معادلات- آمد، دست به نهایتَن چه آن در اما شد. تعریف پیربندی یِ فضا یِ رو از فاز یِ فضا

که این یِ برا جز نیست، لازم باشد پیربندی یِ فضا ِ هممماس یِ فضا که این ،ͳهˆمیلت̃ن ِ اساس بر

همئرز لΎَرانژ یِ فرمول-بندی با ِ-حرکت معادلات- با هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی با ِ-حرکت معادلات-

پیربندی یِ فضا با فاز یِ فضا یِ رابطه شود، ͳبررس مستقلَن هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی ی وقت باشند.

نیست. مهم

شود، ساخته (M) پیربندی یِ فضا یِ رو از فاز یِ فضا ی وقت میدهم. نشان P با را فاز یِ فضا

دید. میشود هم p و q یِ برا حرکت ِ معادلات یِ رو از را این است. یسان p و q یِ برا مئلف̃ها ِ تعداد

(در بردار p شود، ساخته پیربندی یِ فضا یِ رو از فاز یِ فضا ی وقت است. زُج فاز یِ فضا ِ بˇعد پس

ِ-حرکت معادلات- در ،p و q ِ بین تفاوت این اما باشد. بردار نیست لازم q اما است، همبردار) واق΄

از مستقل را فاز یِ فضا ی وقت َند. هم به شبیه بسیار p و q یِ برا ِ-حرکت معادلات- نمیشود: ظاهر

ِ شبیه p و q ترتیب این به میΎذارم. کنار را باشد بردار p که فرض این مینم، ͳبررس پیربندی یِ فضا

میدهم: نشان (x) مشترک ِ نماد Έی با را اینها میشوند. هم

xa = qa, a ≤ m. (1717)

xa = pa−m, a > m. (1718)
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یِ فضا ِ بˇعد ی وقت میΎیرد: مقدار (2m) تا Έی از a ِ شاخص و ست، پیربندی یِ فضا ِ بˇعد m

تا 1 از که را، فضا-یِ-فاز با متناظر یِ شاخصها است. (2m) فاز یِ فضا ِ بˇعد است، m پیربندی

میدهم. نشان لاتین یِ ͳابتدای یِ حرفها با میΎیرند، مقدار (2m)

گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز فاز) یِ (فضا P در زمان) ِ (محور T یِ ͳدِکَرت ِ ِ-ضرب حاصل- به

میدهم: نشان Pext با را آن و میΎویم

Pext = T× P. (1719)

فضا)، این ِ عضو Έی)
˜
x یِ برا

˜
x = (t, x). (1720)

مینم: تعریف
˜
x ِ صفر یِ مئلفه را t هم اینجا

x0 = t. (1721)

میΎیرد، را (ͳفضای) ناصفر یِ مقدارها هم و (زمان) صفر هم ͳیونان ِ شاخص هر مینم قرارداد هم اینجا

میΎیرد. را ͳفضای یِ مقدارها فقط لاتین ِ شاخص هر و

یˆند. اینها حرکت ِ معادلات

0
ns
= q̇i − ∂ H

∂ pi
. (1681)

0
ns
= − ṗi −

∂ H

∂ qi
. (1682)

نوشت. چنین میشود را اینها

0
ns
= − J(ẋ)− ∂ H

∂ x
. (1722)

ست: ͳخط J میشود دیده و

0
ns
= − J ẋ− ∂ H

∂ x
. (1723)
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مفصلتر،

0
ns
= − Ja b ẋ

b − ∂ H

∂ xa
. (1724)

است. چنین پایین) یِ شاخصها (با J ِ ماتریس که

J� � =

 0m×m 1m×m

−1m×m 0m×m

 . (1725)

یا،

J� � =

Jq q Jq p

Jp,q Jp,p

 . (1726)

که،

Jq q = 0m×m. (1727)

Jq p = 1m×m. (1728)

Jp q = −1m×m. (1729)

Jp p = 0m×m. (1730)

میΎویند. همتافته ِ ماتریس J به

ͳیعن جمله از این، میبˆرم. ُ-بالا پایین- را شاخصها J با

Ja c Jb d J
c d = Ja b. (1731)

با است همئرز که

Jb d J
c d = δcb . (1732)

یا،

Jc d = (J−1)d c. (1733)
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با ماتریس Έی ش َ وارون که است، پایین ِ شاخص با J ِ ماتریس راست، ِ طرف در J ِ ماتریس

یِ رابطه است. پایین ِ شاخص با J∗ ِ وارون بالا ِ شاخص با J ترتیب این به ست. بالا ِ شاخص

نوشت. چنین میشود را (1733)

Jc d = [(J∗)−1]c d. (1734)

یا،

Jc d = (J t)d c. (1735)

مینویسم. هم چنین سادِتر، را، اینها است. X یِ ترانهاده Xt که

J = [(J∗)−1]. (1736)

یا،

J = −J t. (1737)

میشود. چنین بالا ِ شاخص با J ِ ماتریس

J � � =

 0m×m 1m×m

−1m×m 0m×m

 . (1738)

یا،

J � � =

Jq q Jq p

Jp q Jp p

 . (1739)

که،

Jq q = 0m×m. (1740)

Jq p = 1m×m. (1741)
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Jp q = −1m×m. (1742)

Jp p = 0m×m. (1743)

است: پادمتقارن J که است رˇشن

Jb a = −Ja b. (1744)

Jb a = −Ja b. (1745)

مینم: ضرب بالا ِ شاخص با J در را ،(1724) یِ معادله حرکت، یِ معادله

0
ns
= − Jc a Ja b ẋ

b − Jc a ∂ H

∂ xa
. (1746)

میشود نتیجه ،(1732) از استفاده با و ،J ِ پادتقارن از استفاده با

0
ns
= ẋc − Jc a ∂ H

∂ xa
. (1747)

بسته،

0
ns
= ẋ− J ∂ H

∂ x
. (1748)

است. (1682) و (1681) ِ معادلات ان هم ،(1748) یا (1747) یا ،(1724) یا (1723) یِ معادله

میΎویند. هˆمیلت̃ن ِ معادلات هم اینها به

مشابه p و q ِ نقش فضا-یِ-فاز، یِ لΎَرانژی در اما َند. هم ِ شبیه p و q یِ برا ِ-حرکت معادلات-

نیست:

Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ) = pi q̇
i −H(t, q, p). (1749)

نوشت: همتافته ِ ماتریس از) ی (بخش ِ حسب بر میشود را اول یِ جمله

Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ) = (Jq p)
i
j pi q̇

j −H(t, q, p). (1750)
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یا،

Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ) = −(Jp q)
i
j pi q̇

j −H(t, q, p). (1751)

یا،

Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ) =
1

2
(Jq p − Jp q)

i
j pi q̇

j −H(t, q, p). (1752)

است. p ِ خُد و q ِ مشتق ِ شامل جمله این نیست: مشابه p و q ِ نقش اول یِ جمله در همچنان اما

مشابه p و q ِ نقش آن در ͳول است، همئرز Lϕ با که کرد تعریف (L̃ϕ) دیΎر یِ لΎَرانژی Έی میشود

است:

L̃ϕ = Lϕ −
d

d t

(
pi q

i

2

)
. (1753)

ترتیب، این به

L̃ϕ(t, q, p, q̇, ṗ) =
1

2
(pi q̇

i − ṗi qi)−H(t, q, p). (1754)

نوشت: همتافته ِ ماتریس ِ حسب بر میشود را این

L̃ϕ(t, q, p, q̇, ṗ) = −
1

2
Ja b x

a ẋb −H(t, q, p). (1755)

یا،

L̃ϕ(t, x, ẋ) = −
1

2
Ja b x

a ẋb −H(t, x). (1756)

میشود دیده

e∂c L̃ϕ = −Jc b ẋb −
∂ H

∂ xc
. (1757)

بسته،

e∂ L̃ϕ = −J ẋ− ∂ H

∂ x
. (1758)
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که است رˇشن البته و

e∂ Lϕ = e∂ L̃ϕ. (1759)

میشود حرکت یِ معادله و

0
ns
= e∂ L̃ϕ. (1760)

است. همئرز (1716) با که

0
ns
= e∂ Lϕ. (1716)

میدهم: نشان S̃ϕ با را متناظر ِ کنش ساخت. کنش میشود هم L̃ϕ با

S̃ϕ =

∫
(d t) L̃ϕ(t, x, ẋ). (1761)

نوشت: S̃ϕ ِ حسب بر میشود را معادله-یِ-حرکت

0
ns
= (D S̃ϕ)in. (1762)

است. همئرز (1703) یِ معادله با هم (1762) یِ معادله و است، همئرز Sϕ با S̃ϕ که است رˇشن

0
ns
= (DSϕ)in. (1703)

پ̶و͈سˇن یِ کروشه 66

میشود. چنین آن ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق است. گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی A

Ȧ
ns
=
∂ A

∂ t
+
∂ A

∂ x
ẋ. (1763)
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مفصلتر،

Ȧ
ns
=
∂ A

∂ t
+
∂ A

∂ xa
ẋa. (1764)

میشود. چنین معادله-یِ-حرکت، از استفاده با هم، این

Ȧ
ns
=
∂ A

∂ t
+ Ja b ∂ A

∂ xa
∂ H

∂ xb
. (1765)

را است) گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز هر-دˇ یِ دامنه (که B یِ ͳتابع با A یِ ͳتابع ِ پˇو͈سˇن یِ کروشه

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان {A,B} با

{A,B} = Ja b ∂ A

∂ xa
∂B

∂ xb
. (1766)

بسته،

{A,B} = J(dA,dB). (1767)

یا،

{A,B} = 1

2
J [(dA) ∧ (dB)]. (1768)

شده: تعریف صفر Jα 0 و J0α البته که

J0α = 0. (1769)

Jα 0 = 0. (1770)

میشود. چنین (1765) یِ معادله کروشه-یِ-پˇو͈سˇن، ِ حسب بر

Ȧ
ns
=
∂ A

∂ t
+ {A,H}. (1771)

میشود. چنین A یِ ͳتابع Έی با ها xa ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{xa,A} = Jb c ∂ x
a

∂ xb
∂ A

∂ xc
,

= Jb c δab
∂ A

∂ xc
. (1772)
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ترتیب، این به

{xa,A} = Ja c ∂ A

∂ xc
. (1773)

جمله، از

{xa, xb} = Ja c ∂ x
b

∂ xc
,

= Ja c δbc. (1774)

میدهد نتیجه که

{xa, xb} = Ja b. (1775)

میشود A یِ جا به H یِ برا (1773) یِ مانسته همچنین،

{xa,H} = Ja b ∂ H

∂ xb
. (1776)

نوشت. چنین میشود هم را ها xa ِ خُد یِ برا معادله-یِ-تحول میشود دیده آن از که

ẋa
ns
= {xa,H}. (1777)

یا،

ẋa
ns
= Ja b ∂ H

∂ xb
. (1778)

زمان به نسبت xa یِ ͳپارِئ ِ مشتق البته که است، A یِ جا به xa با (1771) ان هم (1777) یِ رابطه

است. صفر

یِ جا به ،p و q ِ حسب بر میشود را این است. (1766) کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ تعریف-کننده یِ رابطه

نوشت: ،x

{A,B} = ∂ A

∂ qi
∂B

∂ pi
− ∂ A

∂ pi

∂B

∂ qi
. (1779)
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جمله، از

{qi,A} = ∂ A

∂ pi
. (1780)

{pi,A} = −
∂ A

∂ qi
. (1781)

همچنین،

{qi, qj} = 0. (1782)

{qi, pj} = δij . (1783)

{pi, pj} = 0. (1784)

پ̶و͈سˇن یِ کروشه یِ ویژگیها 67

میشود دیده است، پادمتقارن J که این از

{B,A} = −{A,B}. (1785)

باشند، عدد c و b اگر میشود دیده مشتق-گیری ِ خطͳ-بودن از

{A, bB+ c C} = b{A,B}+ c{A,C}. (1786)

باشند، عدد b و a اگر آن، یِ مانسته البته و

{aA+ bB,C} = a{A,C}+ b{B,C}. (1787)

میشود نتیجه مشتق-گیری یِ برا ͳزنجیرِئ یِ قاعده از

{A,B(C1, . . . )} =
∂B

∂ Ca
{A,Ca}. (1788)

آن، یِ مانسته البته و

{A(C1, . . . ),B} =
∂ A

∂ Ca
{Ca,B}. (1789)
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میشود اینها ِ خاص ِ حالت Έی

{A,BC} = C {A,B}+B {A,C}. (1790)

و

{AB,C} = A {B,C}+B {A,C}. (1791)

سرانجام،

{A, {B,C}} = Ja b (∂a A) ∂b {B,C},

= Ja b (∂a A) ∂b [J
c d (∂c B) (∂d C)],

= PB2(A,B,C) + PB3(A,B,C), (1792)

که

PB2(A,B,C) = Ja b Jc d (∂a A) (∂b ∂c B) (∂d C). (1793)

PB3(A,B,C) = Ja b Jc d (∂a A) (∂c B) (∂b ∂d C). (1794)

ست. ͳخط C ِ اول ِ مشتق و ،B ِ دوم ِ مشتق ،A ِ اول ِ مشتق به نسبت [PB2(A,B,C)]

دیده ست. ͳخط C ِ دوم ِ مشتق و ،B ِ اول ِ مشتق ،A ِ اول ِ مشتق به نسبت هم [PB3(A,B,C)]

میشود

PB3(A,B,C) = Ja b Jd c (∂a A) (∂d B) (∂b ∂c C),

= −Ja b Jc d (∂a A) (∂d B) (∂b ∂c C), (1795)

میدهد نشان که

PB3(A,B,C) = −PB2(A,C,B). (1796)

ترتیب، این به است. پادمتقارن C و B به نسبت {A, {B,C}} که دید میشد هم اینجا از را این البته

{A, {B,C}} = PB2(A,B,C)− PB2(A,C,B). (1797)
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میشود دیده همچنین،

PB2(C,B,A) = Ja b Jc d (∂a C) (∂b ∂c B) (∂d A),

= Jd c Jb a (∂d C) (∂c ∂b B) (∂a A),

= Ja b Jc d (∂a A) (∂b ∂c B) (∂d C), (1798)

میدهد نشان که

PB2(C,B,A) = PB2(A,B,C). (1799)

ترتیب، این به

{{A,B},C} = −{C, {A,B}},

= −PB2(C,A,B) + PB2(C,B,A). (1800)

یا،

{{A,B},C} = PB2(A,B,C)− PB2(B,A,C). (1801)

همچنین،

{B, {A,C}} = PB2(B,A,C)− PB2(B,C,A). (1802)

یا،

{B, {A,C}} = PB2(B,A,C)− PB2(A,C,B). (1803)

میشود دیده (1803) و (1801) و (1797) ِ روابط از

{A, {B,C}} = {{A,B},C}+ {B, {A,C}}. (1804)
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میشود نتیجه مشابه، ی شل به

{{A,B},C} = {{A,C},B}+ {A, {B,C}}. (1805)

نوشت. چنین میشود را (1804) یِ رابطه

0 = {A, {B,C}}+ {C, {A,B}} − {B, {A,C}}. (1806)

یا،

0 = {A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}}. (1807)

است. متقارنتر C و B و A به نسبت اخیر، ِ شل

(1804) ، (1791) و (1790) ، (1789) و (1788) ، (1787) و (1786) ، (1785) ِ روابط

مینند. بیان چنین ترتیب، به را، اینها َند. کروشه-یِ-پوو͈سˇن یِ ویژگیها (1807) و ، (1805) و

پˇو͈سˇن یِ کروشه

است. پادمتقارن i1

ست. ͳخط تابعیها) از Έی هر به (نسبت i2

ست. ͳزنجیرئ تابعیها) از Έی هر به (نسبت i3

ست. ͳلَیبنیتس تابعیها) از Έی هر به (نسبت i4

ست. ͳلَیبنیتس ضرب) یِ جا (به کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با تابعیها)، از Έی هر به (نسبت i5

برمیئاورˆد). را ͳیاکُب ِ (اتحاد ست ͳیاکُب i6
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گرفت. (τ) دیΎر ی چیز را تحول ِ پارامتر و متغیر Έی را زمان میشود هم هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در

با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن و شود شروع (ͳفضا-زمان یِ (لΎَرانژی Lτ از که است آن کار این یِ برا راه Έی



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی ٣١٠

شود: ساخته آن

Lτ (
˜
q,

′

˜
q) =

′
t L(t, q, q̇). (1029)

میشود. چنین هم Lτ ِ ِ-لُژاندر مبدَل- است. Lτ ِ ِ-لُژاندر مبدَل- یِ قرینه متناظر، یِ ͳهˆمیلت̃ن

[Le(Lτ )] = Lτ − pα
′
qα. (1808)

اما

Lτ = pα
′
qα. (1052)

پس،

[Le(Lτ )] = 0. (1809)

وابسته میئامد دست به که ی چیز هم، میشد اگر البته رسید. ͳهˆمیلت̃ن به نمیشود روش این با ترتیب این به

ͳهˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی که ی وجود با میبود، آن با متناظر یِ لΎَرانژی و فضا-یِ-پیربندی ِ وجود به

است. فضا-یِ-پیربندی و لΎَرانژی از مستقل ͳکل ِ حالت در فضا-یِ-فاز، و

متغیر Έی هم زمان که این با متناظر یِ ͳهˆمیلتن مینم. دنبال را لΎَرانژی از مستقل ی راه پس

که بسازم چنان را Hτ میخاهم میΎویم. ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن آن به و میدهم، نشان Hτ با را باشد

بدهند. را H با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات- ان هم آن با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات-

بر ͳهˆمیلت̃ن اما میشود. فرد-بˇعدی گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز پس ست. زُج-بˇعدی فاز یِ فضا

افزوده فضا-یِ-فاز به زمان اگر هˆمیلت̃ن، یِ فرمول-بندی یِ برا میشود. فرمول-بندی زُج-بˇعدی ͳی فضا

میدهم. نشان p0 با را زمان با متناظر یِ تانه افزود. فضا این به هم را زمان با متناظر یِ تانه باید شود

بˇعدی (2m+ 2) یِ فضا Έی بˇعدی، (2m) ِ فضا-یِ-فاز به آن با متناظر یِ تانه و زمان ِ افزودن با

میΎویم: فاز ِ فضا-زمان آن به و میدهم نشان Pτ با را آن که میئاید دست به

Pτ = T× P× A. (1810)
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یا،

Pτ = Pext × A. (1811)

فاز، ِ فضا-زمان از
˘
x ِ عضو Έی یِ برا ست. تانه-یِ-متناظر-با-زمانها یِ مجموعه A که

˘
x = (t, x, p0). (1812)

بود: شده تعریف زمان با برابر x0 قبلَن

x0 = t. (1721)

مینم: تعریف p0 با برابر هم را
˘
x ِ آخر یِ مختصه حالا

x2m+1 = p0. (1813)

میشوند Hτ از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات-

′
t
ns
=
∂ Hτ

∂ p0
. (1814)

′
x

ns
= J

∂ Hτ

∂ x
. (1815)

′
p0

ns
= − ∂ Hτ

∂ t
. (1816)

میشوند هم H از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات-

ẋ
ns
= J

∂ H

∂ x
. (1817)

نیست، صفر
′
t که این ِ فرض با

ẋ = (
′
t)−1 ′

x. (1818)

میدهند نتیجه (1815) و (1814) ِ معادلات صورت این در

ẋ
ns
=

(
∂ Hτ

∂ p0

)−1 (
J
∂ Hτ

∂ x

)
. (1819)
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اگر تنها و اگر است، (1817) یِ معادله ان هم این میشود دیده

J
∂ Hτ

∂ x
= J

∂ H

∂ x

∂ Hτ

∂ p0
. (1820)

یا،

∂ Hτ

∂ x
=
∂ H

∂ x

∂ Hτ

∂ p0
. (1821)

میبرم: کار به را (p0 +H) به p0 ِ ِ-متغیر تغییر-

p = p0 +H(t, x). (1822)

Hτ (t, x, p0) = H(t, x, p). (1823)

،ͳیعن که

Hτ (t, x, p0) = H[t, x, p0 +H(t, x)]. (1824)

میشود دیده

∂ Hτ

∂ x
=
∂ H

∂ x
+
∂ H

∂ p

∂ p

∂ x
. (1825)

پس،

∂ Hτ

∂ x
=
∂ H

∂ x
+
∂ H

∂ p

∂ H

∂ x
. (1826)

همچنین،

∂ Hτ

∂ p0
=
∂ H

∂ p

∂ p

∂ p0
. (1827)

پس،

∂ Hτ

∂ p0
=
∂ H

∂ p
. (1828)
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میشود (1821) ترتیب این به

∂ H

∂ x
+
∂ H

∂ p

∂ H

∂ x
=
∂ H

∂ x

∂ H

∂ p
. (1829)

با است همئرز این

∂ H

∂ x
= 0. (1830)

با است همئرز (1821) پس

Hτ (t, x, p0) = H(t, p). (1831)

،ͳیعن که

Hτ (t, x, p0) = H[t, p0 +H(t, x)]. (1832)

نیست: صفر p به نسبت H ِ مشتق که شرط این با است، p و t از دلبخاه ی تاب΄ H

∂ H

∂ p
̸= 0. (1833)

میشوند ِ-حرکت معادلات- ،H ِ حسب بر

′
t
ns
=
∂ H

∂ p
. (1834)

′
x

ns
=
∂ H

∂ p

(
J
∂ H

∂ x

)
. (1835)

′
p0

ns
= − ∂ H

∂ t
− ∂ H

∂ p

∂ H

∂ t
. (1836)

دست به (1817) یِ معادله میرود انتظار که چنان ،(1835) و (1834) ِ معادلات ِ بین τ ِ حذف از

همچنین، میئاید.

Ḣ =
∂ H

∂ t
+
∂ H

∂ xa
ẋa, (1837)
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میشود x یِ برا معادله-یِ-حرکت از استفاده با که

Ḣ
ns
=
∂ H

∂ t
+
∂ H

∂ xa
Ja b ∂ H

∂ xb
. (1838)

پس، است. پادمتقارن J چون است، صفر دوم یِ جمله

Ḣ
ns
=
∂ H

∂ t
. (1839)

میشود. چنین (1836) ترتیب این به

′
p0

ns
= − ∂ H

∂ t
− ∂ H

∂ p
Ḣ. (1840)

میشود (1834) از استفاده با هم، این

′
p0

ns
= − ∂ H

∂ t
−

′
H. (1841)

یا،

′
p

ns
= − ∂ H

∂ t
. (1842)

نوشت. چنین ،(1834) از استفاده با را، آن میشود که

ṗ
ns
= −

(
∂ H

∂ p

)−1
∂ H

∂ t
. (1843)

فضا-یِ-پیربندی یِ متغیرها یِ رابطه τ ِ ِ-تحول پارامتر- ِ وارد-کردن لΎَرانژ، یِ فرمول-بندی در

آن که میدهد، τ و زمان ِ بین جدید یِ رابطه Έی فقط نمیدهد، تغییر را ِ-حرکت معادلات- در زمان با

یِ متغیرها یِ رابطه τ ِ ِ-تحول پارامتر- ِ وارد-کردن هم، هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در است. دلبخاه هم

که هست، H آزاد، ِ تاب΄ Έی هم اینجا نمیدهد. تغییر را ِ-حرکت معادلات- در زمان با فضا-یِ-فاز

میدهد. را τ به آن با متناظر یِ تانه و زمان یِ ͳΎبست

را ،p و t آن، یِ متغیرها ِ تحول (1842) و (1834) ِ معادلات ست. دˇ-متغیری ِ تاب΄ Έی H

،(t, p) ِ مختصات با دˇ-بˇعدی، ِ فضا-یِ-فاز Έی در تحول ِ معادلات ِ شبیه معادلات این میدهند.
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میشود دیده اند. H یِ ͳهˆمیلت̃ن با

′
H =

∂ H

∂ t

′
t+

∂ H

∂ p
′
p, (1844)

میشود (1842) و (1834) ِ ِ-حرکت معادلات- از استفاده با که

′
H

ns
=
∂ H

∂ t

∂ H

∂ p
− ∂ H

∂ p

∂ H

∂ t
. (1845)

پس،

′
H

ns
= 0. (1846)

یا،

Ḣ
ns
= 0. (1847)

باشد): صفر t به نسبت H یِ ͳپارِئ ِ (مشتق نباشد وابسته t به H که است این خاص ِ حالت Έی

∂ H

∂ t
= 0. (1848)

بر-لاک p که این البته است. ثابت بر-لاک p ͳیعن که است، ثابت بر-لاک H(p) صورت این در

میشود. دیده مستقیمˆن هم (1842) از است، ثابت

است. چنین H یِ برا ساده ِ انتخاب Έی

H(t, p) = p. (1849)

ͳیعن این

Hτ (t, x, p0) = p0 +H(t, x). (1850)

میشوند ِ-حرکت معادلات- انتخاب، این با

′
t
ns
= 1. (1851)
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′
x

ns
= J

∂ H

∂x
. (1852)

′
p0

ns
= − ∂ H

∂ t
. (1853)

با است همئرز (1851) یِ معادله

t
ns
= τ + a, (1854)

(1817) ان هم (1852) یِ معادله ،(1851) ان هم یا ،(1854) از استفاده با است. ثابت Έی a که

میشود هم (1853) یِ معادله میرود. انتظار که چنان میشود،

ṗ0
ns
= − ∂ H

∂ t
. (1855)

نوشت. چنین میشود ،(1839) یِ معادله از استفاده با هم، را این

ṗ0
ns
= − Ḣ. (1856)

با است همئرز معادله این و

p0
ns
= −H + b, (1857)

است. ثابت Έی b که

است زمان ان هم عملَن τ ِ ِ-تحول پارامتر- ͳیعن ،(1850) آن با همئرز یا ،(1849) ِ انتخاب پس

یِ قرینه عملَن p0 و گرفت)، صفر را a میشود البته و ندارد، ی اثر زمان ِ گذر در باشد چه هر a ِ (ثابت

صفر را b میشود البته و ندارد، ی اثر ِ-حرکت معادلات- بر ،ͳهˆمیلت̃ن از b ِ ثابت ِ (کاستن ست ͳهˆمیلت̃ن

میشوند ترتیب، به ،(1857) و (1854) ِ معادلات ،b و a ِ صفر-گرفتن با گرفت).

t
ns
= τ. (1858)

p0
ns
= −H. (1859)

ِ-حرکت (معادلات- (1817) ِ معادلات ان هم هم شوند حذف (p0 و τ) ͳاضاف یِ کمیتها ی وقت

ندارد. ͳΎبست (1849) ِ انتخاب به و ست ͳکل این البته میئایند. دست به (t ِ حسب بر
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ِ مشتق و فاز ِ فضا-زمان یِ متغیرها از تاب΄ Έی ِ شل به میشود هم را فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی

مینم. تعریف چنین را L8
ϕ نوشت. متغیرها این

L8
ϕ(
˜
q,
˜
p, q̇, ˙

˜
p) = Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ). (1860)

ͳیعن که

L8
ϕ(
˜
q,
˜
p, q̇, ˙

˜
p) = p q̇ −H(t, q, p). (1861)

میشود دیده

e∂(1) i L
8
ϕ = e∂(1) i Lϕ. (1862)

e∂(2)
i L8

ϕ = e∂(2)
i Lϕ. (1863)

میئایند. دست به Lϕ با که یˆند انها هم میئایند، دست به L8
ϕ با که فضا-یِ-فاز ِ ِ-حرکت معادلات- پس

ندارد: ͳΎبست ṗ0 و p0 به L8
ϕ اما

∂ L8
ϕ

∂ p0
= 0. (1864)

∂ L8
ϕ

∂ ṗ0
= 0. (1865)

ترتیب، این به

e∂(2)
0 L8

ϕ = 0. (1866)

همچنین،

ṫ = 1. (1867)

نیست. خُش-تعریف [e∂(1) 0 L
8
ϕ] ͳیعن این نیست. مشخص ṫ به L8

ϕ یِ ͳΎبست و

اتحاد بدهد) را ṫ بود قرار که ای (معادله ِ-حرکت معادلات- از ی Έی ͳیعن (1866) یِ رابطه

خُش-تعریف بدهد را ṗ0 بود قرار که ای معادله ͳیعن نیست، خُش-تعریف [e∂(1) 0 L
8
ϕ] که این است.



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی ٣١٨

کمتر نَ میئاید، دست به ͳقبل ِ معادله-یِ-حرکت ان هم دقیقَن Lϕ یِ جا به L8
ϕ از استفاده با پس نیست.

دست به هم ṗ0 معادله-یِ-حرکت. از نَ میشود نتیجه تعریف از این اما است، Έی ṫ البته بیشتر. نَ و

نمیشود. ظاهر ͳی جا p0 چون ندارد، ی اثر دیΎر یِ متغیرها ِ ِ-حرکت معادلات- بر هم این اما نمیئاید،

ِ عنوان به τ با گرفت. t از غیر ی چیز را ِ-تحول پارامتر- و ،ͳدینامی ِ متغیر Έی را t میشود

که مینم، تعریف فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی ِ دیΎر ِ شل Έی را L88
ϕ ِ-تحول، پارامتر-

∫
(d τ)L88

ϕ =

∫
(d t)L8

ϕ. (1868)

پس،

L88
ϕ(
˜
q,
˜
p,

′

˜
q,

′

˜
p) =

′
t L8

ϕ(
˜
q,
˜
p, q̇, ˙

˜
p). (1869)

،Lϕ ِ خُد ِ حسب بر و

L88
ϕ(
˜
q,
˜
p,

′

˜
q,

′

˜
p) =

′
t Lϕ(t, q, p, q̇, ṗ). (1870)

،ͳیعن که

L88
ϕ(
˜
q,
˜
p,

′

˜
q,

′

˜
p) =

′
t [p q̇ −H(t, q, p)]. (1871)

یا،

L88
ϕ(
˜
q,
˜
p,

′

˜
q,

′

˜
p) = p

′
q −H(t, q, p)

′
t. (1872)

میشود دیده

e∂(1) 0 L
88
ϕ = −∂ H

∂ t

′
t+

′
H. (1873)

e∂(1) i L
88
ϕ = − ′

pi −
∂ H

∂ qi
′
t. (1874)

e∂(2)
i L88

ϕ =
′
qi − ∂ H

∂ pi

′
t. (1875)
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یا،

e∂(1) 0 L
88
ϕ =

′
t

(
−∂ H
∂ t

+ Ḣ

)
. (1876)

e∂(1) i L
88
ϕ =

′
t

(
−ṗi −

∂ H

∂ qi

)
. (1877)

e∂(2)
i L88

ϕ =
′
t

(
−q̇i − ∂ H

∂ pi

)
. (1878)

پس،

e∂(1) i L
88
ϕ =

′
t e∂(1) i Lϕ. (1879)

e∂(2)
i L88

ϕ =
′
t e∂(2)

i Lϕ. (1880)

که ی ِ-حرکت معادلات- با میئایند، دست به p و q یِ برا L88
ϕ از که ی ِ-حرکت معادلات- ͳیعن اینها

میشود دیده هم (1839) و (1876) از ترتیب، این به َند. همئرز میئایند دست به p و q یِ برا Lϕ از

0
ns
= e∂(1) 0 L

88
ϕ. (1881)

-ِ معادلات- پس میشود. صفر هم e∂(1) 0 L88
ϕ باشند، صفر e∂(2)

i L88
ϕ و e∂(1) i L88

ϕ اگر ͳیعن که

َند. همئرز میئایند دست به Lϕ از که ی ِ-حرکت معادلات- با میئایند، دست به L88
ϕ از که ی حرکت

اینها البته نمیئاید. دست به τ به t و p و q یِ ͳΎبست میدهند. را t به p و q یِ ͳΎبست فقط اینها یِ همه

آمد. دست به لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در که َند ان هم ِ شبیه

که است رˇشن باشد. وابسته p0 به لΎَرانژی باید آید، دست به τ به متغیرها یِ ͳΎ̃بست که این یِ برا

L88
ϕ = p

′
q + p0

′
t− (p0 +H)

′
t. (1882)

اولیه ِ ِ-حرکت معادلات- از τ به متغیرها یِ ͳΎ̃بست که این است. p0 از مستقل هنوز راست ِ طرف اما

مثلَن هست: آزادی τ به متغیرها یِ ͳΎ̃بست در ͳیعن نمیشود، نتیجه میئایند) دست به Lϕ از که (آنها

را L888
ϕ شود. گرفته Έی

′
t که است این ساده ِ انتخاب Έی کرد. انتخاب را τ به t یِ ͳΎبست میشود

شده: گذاشته Έی
′
t یِ جا به راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله در که مینم، تعریف (1882) در L88

ϕ ان هم

L888
ϕ = p

′
q + p0

′
t− (p0 +H). (1883)
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،ͳیعن

L888
ϕ =

˜
p

′

˜
q − p. (1884)

Lϕ τ با را آن که کلیتر، ِ یΈشل است. ِ-فاز فضا-زمان- یِ لΎَرانژی از خاص ِ یΈشل L888
ϕ

دلبخاه ِ تاب΄ Έی (1882) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله یِ جا به که میئاید دست به چنین میدهم، نشان

بΎذارم:

Lϕ τ = p
′
q + p0

′
t− A. (1885)

است: (ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن) Hτ ان هم A میشود دیده فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی با این یِ مقایسه از

A = Hτ . (1886)

ترتیب، این به

Lϕ τ =
˜
p

′

˜
q −Hτ . (1887)

ِ ِ-حرکت معادلات- با فضا-یِ-فاز یِ متغیرها یِ Hτبرا از حاصل ِ ِ-حرکت معادلات- شد دیده قبلَن

باشد. ،(1832) ِ شل به ͳیعن ،(1831) ِ شل به Hτ اگر تنها و اگر َند، همئرز H از حاصل

ترتیب، این به

Lϕ τ =
˜
p

′

˜
q − H(t, p). (1888)

مفصلتر،

Lϕ τ (
˜
q,
˜
p,

′

˜
q,

′

˜
p) =

˜
p

′

˜
q − H[t, p0 +H(

˜
q, p)]. (1889)

یا،

Lϕ τ (t, q, p, p0,
′
t,

′
q,

′
p,

′
p0) = p0

′
t+ pi

′
q
i − H[t, p0 +H(t, q, p)]. (1890)
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ͳی Bتابعیها و A ی وقت داد. گسترش فاز ِ فضا-زمان به میشود هم را کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ِ تعریف

مینم. تعریف چنین را {A,B}τ َند، فاز ِ فضا-زمان از

{A,B}τ =
∂ A

∂ qα
∂B

∂ pα
− ∂ A

∂ pα

∂B

∂ qα
. (1891)

میشود دیده

{A,B}τ =
∂ A

∂ q0
∂B

∂ p0
− ∂ A

∂ p0

∂B

∂ q0
+
∂ A

∂ qi
∂B

∂ pi
− ∂ A

∂ pi

∂B

∂ qi
. (1892)

،ͳیعن که

{A,B}τ =
∂ A

∂ t

∂B

∂ p0
− ∂ A

∂ p0

∂B

∂ t
+ {A,B}. (1893)

میΎویم. B با A یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن {A,B}τ به

نشان
˘
J با را گسترش-یافته یِ ِ-همتافته ماتریس- گسترش-یافته، ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با متناظر

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم

{xa, xb}τ =
˘
Ja b. (1894)

بˇعدی (2m+ 2) ِ ِ-فاز فضا-زمان- یِ برا لاتین، یِ ماشین-تحریری یِ شاخصها که ام کرده قرارداد

میشوند. چنین
˘
J یِ مئلف̃ها میΎیرند. را (2m+ 1) تا صفر یِ مقدارها

˘
J0 b = δb2m+1. (1895)

˘
Ja 0 = 0. (1896)

˘
Ja b = Ja b. (1897)

˘
Ja (2m+1) = 0. (1898)

˘
J (2m+1) b = −δb0. (1899)

است. چنین p و q یِ مئلف̃ها ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{qi, qj} = 0. (1782)
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{qi, pj} = δij . (1783)

{pi, pj} = 0. (1784)

میشود. چنین
˜
p و

˜
q یِ مئلف̃ها یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{qα, qβ}τ = 0. (1900)

{qα, pβ}τ = δαβ . (1901)

{pα, pβ}τ = 0. (1902)

میشود (1894) یِ رابطه پس میدهم. نشان J ِ خُد با را
˘
J یِ مئلف̃ها پس این از

{xa, xb}τ = Ja b. (1903)

مینم تعریف

B با A یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن باشند، p0 از مستقل Bهر-دˇ و A اگر که است رˇشن

است: B با A ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ان )]هم
∂ A

∂ p0
= 0

)
∧
(
∂B

∂ p0
= 0

)]
. ⇒

{A,B}τ = {A,B}. (1904)

B با A یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن در ͳاضاف ِ جملات از ی Έی باشد، p0 از مستقل A اگر

میشود: صفر

∂ A

∂ p0
= 0. ⇒

{A,B}τ =
∂ A

∂ t

∂B

∂ p0
+ {A,B}. (1905)

گسترش- ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن است)، p0 از مستقل A (که بالا ِ حالت ِ مهم ِ ِ-خاص مˇرِد- Έی

ست: ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن با گسترش-یافته) ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی) A یِ یافته

{A, Hτ}τ =
∂ A

∂ t

∂ Hτ

∂ p0
+ {A,Hτ}. (1906)



٣٢٣ � فاز ِ فضا-زمان 68

میشود (1831) از استفاده با هم، این

{A,Hτ}τ =
∂ A

∂ t

(
∂ H

∂ p

∂ p

∂ p0
+
∂ H

∂ t

∂ t

∂ p0

)
+
∂ H

∂ p
{A, p}+ ∂ H

∂ t
{A, t}. (1907)

است: صفر p0 به نسبت t ِ مشتق

∂ t

∂ p0
= 0. (1908)

است: صفر هم x به نسبت t ِ مشتق

∂ t

∂ x
= 0. (1909)

است: صفر t با ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از ͳتابع هر ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن پس

{A, t} = 0. (1910)

ترتیب، این به

{A,Hτ}τ =
∂ H

∂ p

(
∂ A

∂ t

∂ p

∂ p0
+ {A, p}

)
. (1911)

میشود دیده ،(1822) یِ رابطه ،p ِ تعریف از

∂ p

∂ p0
= 1. (1912)

{A, p} = {A, p0}+ {A,H}. (1913)

است: صفر x به نسبت p0 ِ مشتق

∂ p0
∂ x

= 0. (1914)

است: صفر p0 با ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از ͳتابع هر ِ یِ-پˇو͈سˇن کروشه- پس

{A, p0} = 0. (1915)
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ترتیب، این به

{A,Hτ}τ =
∂ H

∂ p

(
∂ A

∂ t
+ {A, H}

)
. (1916)

میشود: داده (1771) با گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از A یِ ͳتابع یِ ͳزمان ِ تحول

Ȧ
ns
=
∂ A

∂ t
+ {A,H}. (1771)

میشود. چنین فاز ِ فضا-زمان از A یِ ͳتابع ِ تحول مشابه، ی شل به

′
A

ns
= {A,Hτ}τ . (1917)

وابسته τ به صریحˆن A چون نمیشود، ظاهر (1771) ِ راست ِ طرف در اول یِ جمله یِ مانسته اینجا

ِ راست ِ طرف باشد)، گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز A یِ (دامنه نباشد وابسته p0 به A اگر نیست.

صورت، این در میئاید. دست به (1916) یِ رابطه از (1917)

′
A

ns
=
∂ H

∂ p

(
∂ A

∂ t
+ {A,H}

)
. (1918)

،(1834) از استفاده با و

′
A

ns
=

′
t

(
∂ A

∂ t
+ {A, H}

)
. (1919)

که است رˇشن

′
A

ns
=

′
t Ȧ. (1920)

است. (1771) ان هم (1919) پس

بر-لاک
′
t صورت این در شود. انتخاب (1849) ِ شل به H که است این خاصتر ِ حالت Έی

پس، میشود. Έی

′
A

ns
=
∂ A

∂ t
+ {A,H}. (1921)

البته، و

′
A

ns
= Ȧ. (1922)

است. (1771) ان هم (1921) پس
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Έکانُنی ِ مختصات 69

مختصات ِ عوض-کردن با اُیل̃ر-لΎَرانژ) یِ (معادله لΎَرانژی از حاصل ِ معادله-یِ-حرکت ِ شل

جدید ِ مختصات کنم. ͳبررس را هˆمیلت̃ن یِ معادله بر ِ-مختصات تغییر- ِ اثر میخاهم نمیند. تغییر

ِ مختصات فقط ِ تاب΄ جدید ِ مختصات که مینم ͳبررس را ی حالت اول میدهم. نشان پریم با را

نیستند: وابسته زمان به ͳیعن َند، فضا-یِ-فاز

∂ x′a

∂ t
= 0. (1923)

میشود پریم-دار ِ مختصات یِ برا تحول یِ معادله

ẋ′a
ns
= {x′a,H}. (1924)

ͳیعن

ẋ′a
ns
= Jb c ∂ x

′a

∂ xb
∂ H

∂ xc
. (1925)

یا،

ẋ′a
ns
= Jb c ∂ x

′a

∂ xb
∂ H

∂ x′d
∂ x′d

∂ xc
. (1926)

نوشت. چنین میشود را این

ẋ′a
ns
= Ja′ d′ ∂ H

∂ x′d
. (1927)

که،

Ja′ d′
=
∂ x′a

∂ xb
∂ x′d

∂ xc
Jb c. (1928)

ِ مختصات یِ برا ِ-تحول معادلات- ِ شل ان هم پریم-دار ِ مختصات یِ برا ِ-تحول معادلات- ِ شل

اگر تنها و اگر باشد)، چه ͳهˆمیلت̃ن که این از (مستقل است ِ-پریم بدون-

Ja′ b′ = Ja b. (1929)
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نوشت. چنین میشود را شرط این

{x′a, x′b} = Ja b. (1930)

میشود (1924) یِ معادله دید. (1924) یِ معادله از هم مستقیمˆن میشد را این

ẋ′a
ns
= {x′a, x′b} ∂ H

∂ x′b
. (1931)

اما

{x′a, x′b} = Jc d ∂ x
′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
. (1932)

ِ-تحول معادلات- ِ شل که این ِ شرط و است. (1927) یِ معادله ان هم (1931) یِ معادله پس

ان هم باشد ِ-پریم بدون- ِ مختصات یِ برا ِ-تحول معادلات- ِ شل ان هم پریم-دار ِ مختصات یِ برا

نوشت. چنین را آن میشود که است، (1930)

{x′a, x′b} = {xa, xb}. (1933)

ͳیعن که شود، براورده (1930) ی وقت َند، Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات میΎویند

Ja b =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (1934)

ان هم به آنها با متناظر یِ پایه در همتافته ِ ماتریس یِ مئلف̃ها که یˆند ͳآنهای Έکانُنین ِ مختصات پس

یِ معادله ِ شل که است Έکانُنی ِ مختصات به ِ-مختصات تغییر- با است. (Έکانُنی) معمول ِ شل

نمیشود. عوض هˆمیلت̃ن

(1934) یِ رابطه نوشت. میشود هم پایین ِ شاخص با J یِ مئلف̃ها ِ حسب بر را (1934) یِ رابطه

با است همئرز

Ja b ∂ x
e

∂ x′a
= Jc d ∂ x

′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
∂ xe

∂ x′a
. (1935)

یا،

Ja b ∂ x
e

∂ x′a
= Je d ∂ x

′b

∂ xd
. (1936)
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با است همئرز هم این

Jf b Je g J
a b ∂ x

e

∂ x′a
= Jf b Je g J

e d ∂ x
′b

∂ xd
. (1937)

یا،

Je g
∂ xe

∂ x′f
= Jf b

∂ x′b

∂ xg
. (1938)

با است همئرز این و

Je g
∂ xe

∂ x′f
∂ x′f

∂ xa
= Jf b

∂ x′b

∂ xg
∂ x′f

∂ xa
. (1939)

یا،

Ja g = Jf b
∂ x′f

∂ xa
∂ x′b

∂ xg
. (1940)

ِ فضا-یِ-فاز ِ مختصات ِ تاب΄ جدید ِ مختصات ͳیعن باشد، زمان به وابسته ِ-مختصات تبدیل- اگر

میشود. چنین پریم-دار ِ مختصات یِ برا تحول یِ معادله باشند، گسترش-یافته

ẋ′a
ns
=
∂ x′a

∂ t
+ {x′a,H}. (1941)

میشود (1941) یِ معادله صورت این در َند. Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات گیرم

ẋ′a
ns
=
∂ x′a

∂ t
+ Ja b ∂ H

∂ x′b
. (1942)

یِ معادله ِ شل به به است ممن اما نیست. H یِ ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن یِ معادله ِ شل به معادله این

باشد: H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن

ẋ′a
ns
= Ja b ∂ H

′

∂ x′b
. (1943)

که است این باشد چنین که این ِ شرط

∂ x′a

∂ t
= Ja b ∂ (H

′ −H)

∂ x′b
. (1944)
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یا،

∂ (H ′ −H)

∂ x′c
= Ja c

∂ x′a

∂ t
. (1945)

نوشت. چنین را آن میشود که

∂ (H ′ −H)

∂ xb
= Ja c

∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xb
. (1946)

ِ طرف ِ مشتق اگر تنها و اگر دارد، جواب (مˇضعˆن) معادله این است. (H ′−H) یِ برا معادله Έی این

باشد: متقارن x به نسبت راست

0 =
∂

∂ xb

(
Ja c

∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xd

)
− ∂

∂ xd

(
Ja c

∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xb

)
. (1947)

با است همئرز (1947) یِ رابطه

0 = Ja c
∂ x′a

∂ t

(
∂2 x′c

∂ xb ∂ xd
− ∂2 x′c

∂ xd ∂ xb

)
+ Ja c

(
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
∂ x′c

∂ xd
− ∂2 x′a

∂ t ∂ xd
∂ x′c

∂ xb

)
. (1948)

دوم، یِ جمله در است. متقارن x به نسبت دوم ِ مشتق چون است، صفر راست ِ طرف ِ اول یِ جمله

پس، است. پادمتقارن J که میبˆرم کار به را این

Ja c
∂2 x′a

∂ t ∂ xd
∂ x′c

∂ xb
= −Ja c

∂2 x′c

∂ t ∂ xd
∂ x′a

∂ xb
. (1949)

با است همئرز (1948) یِ رابطه ترتیب این به

0 = Ja c

(
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
∂ x′c

∂ xd
+

∂2 x′c

∂ t ∂ xd
∂ x′a

∂ xb

)
. (1950)

یا،

0 =
∂

∂ t

(
Ja c

∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd

)
. (1951)
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میشود نتیجه ،(1940) یِ رابطه َند، Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات که این از

Jb d = Ja c
∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd
. (1952)

با است همئرز (1951) یِ رابطه پس

0 =
∂ Jb d
∂ t

. (1953)

ͳیعن که است، درست (1947) یِ رابطه پس َند. ثابت J یِ مئلف̃ها چون است، درست رابطه این

دارد. جواب (H ′ −H) یِ برا (مˇضعˆن) (1946) یِ معادله

هˆمیلت̃ن یِ معادله آنها یِ برا حرکت یِ معادله باشند، Έکانُنی ی مختصات ها x′a اگر ترتیب، این به

که ،ͳهˆمیلتن Έی (با هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله اگر ͳیعن چه؟ عس بر است.

که مینم ͳبررس را ی حالت اول َند؟ Έکانُنی ی مختصات حتمˆن ها x′a باشد، نیست) H لزومˆن

باشد. زمان از مستقل فضا-یِ-فاز ِ بͳ-پریم ِ مختصات با فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه

حرکت یِ معادله ͳیعن است، H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله گیرم

هم (1925) ِ شل به را ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله البته است. (1943) یِ معادله ها x′a یِ برا

پس، نوشت. میشود

Ja b ∂ H
′

∂ x′b
= Jb c ∂ x

′a

∂ xb
∂ H

∂ xc
. (1954)

با است همئرز این

Ja d J
a b ∂ H

′

∂ x′b
= Ja d J

b c ∂ x
′a

∂ xb
∂ H

∂ xc
. (1955)

،ͳیعن

∂ H ′

∂ x′d
= Ja d J

b c ∂ x
′a

∂ xb
∂ H

∂ xc
. (1956)

با است همئرز هم این

∂ H ′

∂ x′d
∂ x′d

∂ xe
= Ja d J

b c ∂ x
′a

∂ xb
∂ H

∂ xc
∂ x′d

∂ xe
. (1957)
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،ͳیعن

∂ H ′

∂ xe
=

(
Ja d

∂ x′a

∂ xb
∂ x′d

∂ xe

)
Jb c ∂ H

∂ xc
. (1958)

مینم. تعریف چنین را J̃

J̃a b = Jc d
∂ x′c

∂ xa
∂ x′d

∂ xb
. (1959)

میشود. چنین (1958) ترتیب این به

∂ H ′

∂ xe
= J̃b e J

b c ∂ H

∂ xc
. (1960)

فضا-یِ-فاز ِ بͳ-پریم ِ مختصات با فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه که است این فرض

H جمله، از باشد. برقرار رابطه این که هست H ′ Έی ،H هر یِ ازا به و است، (H ′ (یا H از مستقل

میΎیرم: xa را

H = xa. (1961)

میدهم: نشان Ha
1 با را متناظر ِ H ′

∂ Ha
1

∂ xe
= J̃b e J

b c ∂ x
a

∂ xc
. (1962)

،ͳیعن

∂ Ha
1

∂ xe
= J̃b e J

b a. (1963)

یا،

∂ Ha
1

∂ xe
Jc a = J̃b e J

b a Jc a. (1964)

میشود که

∂ (Jc aH
a
1 )

∂ xe
= J̃c e. (1965)
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ترتیب، این به

0 =
∂ J̃c e
∂ xd

− ∂ J̃c d
∂ xe

. (1966)

،ͳیعن

0 =
∂

∂ xd

(
Ja b

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xe

)
− ∂

∂ xe

(
Ja b

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd

)
. (1967)

میشود بالا یِ رابطه پس است. متقارن x به نسبت دوم ِ مشتق

0 = Ja b

(
∂2 x′a

∂ xd ∂ xc
∂ x′b

∂ xe
− ∂2 x′a

∂ xe ∂ xc
∂ x′b

∂ xd

)
. (1968)

است، پادمتقارن J چون و

0 = Ja b

(
∂2 x′a

∂ xd ∂ xc
∂ x′b

∂ xe
+

∂2 x′b

∂ xd ∂ xc
∂ x′a

∂ xe

)
. (1969)

یا،

0 =
∂

∂ xc

(
Ja b

∂ x′a

∂ xd
∂ x′b

∂ xe

)
. (1970)

،ͳیعن

0 =
∂ J̃d e

∂ xc
. (1971)

Έی با َند، ثابت J̃ یِ مئلف̃ها که این َند. ثابت فضا-یِ-فاز) (بر J̃ یِ مئلف̃ها ͳیعن (1971) یِ رابطه

از مستقل َند ثابت J̃ یِ مئلف̃ها که این اما آمد. دست به (1960) یِ رابطه در H یِ برا خاص ِ انتخاب

مستقل و دارد، ͳΎبست بͳ-پریم ِ مختصات با پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه فقط به J̃ چون است. H

است. H از

نوشت. چنین میشود را (1960) یِ رابطه

∂ H ′

∂ xe
= J̃c

e
∂ H

∂ xc
. (1972)
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که،

J̃c
e = J̃b e J

b c. (1973)

H جمله، از است. xe به نسبت تاب΄ Έی ِ مشتق ،(1972) یا ،(1960) ِ راست ِ طرف باشد هرچه H

میΎیرم: (xa xb) را

H = xa xb. (1974)

میدهم: نشان Ha b
2 با را متناظر ِ H ′

∂ Ha b
2

∂ xe
= J̃c

e
∂ (xa xb)

∂ xc
. (1975)

،ͳیعن

∂ Ha b
2

∂ xe
= J̃c

e (δ
a
c x

b + δbc x
a). (1976)

میشود نتیجه این از

0 =
∂ [J̃c

e (δ
a
c x

b + δbc x
a)]

∂ xd
− ∂ [J̃c

d (δ
a
c x

b + δbc x
a)]

∂ xe
. (1977)

و بالا ِ شاخص Έی با J̃ یِ مئلف̃ها نتیجه در و پایین یِ شاخصها با J̃ یِ مئلف̃ها که این به توجه با یا،

َند، ثابت پایین ِ شاخص Έی

0 = J̃c
e (δ

a
c δ

b
d + δbc δ

a
d)− J̃c

d (δ
a
c δ

b
e + δac δ

b
e). (1978)

میشود که

0 = J̃a
e δ

b
d + J̃b

e δ
a
d − J̃a

d δ
b
e − J̃b

d δ
a
e . (1979)

میشود e با b ِ ادغام با هم، این

0 = J̃a
d + J̃b

b δ
a
d − J̃a

d δ
b
b − J̃a

d. (1980)
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پس،

J̃a
d = c δad . (1981)

که

c =
J̃b

b

δcc
. (1982)

ترتیب، این به

J̃b c J
b e = c δec . (1983)

ͳیعن که

J̃b c = c Jb c. (1984)

میشود (1972) یِ رابطه ،(1981) با

∂ H ′

∂ xe
= c

∂ H

∂ xe
. (1985)

را جواب میشود جمله از دارد. جواب H ′ یِ برا (1985) یِ رابطه باشد چه هر H پس است. ثابت c

گرفت. چنین

H ′ = cH. (1986)

این باشد هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط ترتیب این به

که است

Ja b
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
= c Jc d. (1987)

با است همئرز رابطه این است. ثابت فضا-یِ-فاز) (بر c که

Ja b
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
∂ xc

∂ x′e
= c Jc d

∂ xc

∂ x′e
. (1988)
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میشود که

Je b
∂ x′b

∂ xd
= c Jc d

∂ xc

∂ x′e
. (1989)

با است همئرز هم این

Je a Je b
∂ x′b

∂ xd
= c Je a Jc d

∂ xc

∂ x′e
. (1990)

میشود که

∂ x′a

∂ xd
= c Je a Jc d

∂ xc

∂ x′e
. (1991)

با است همئرز این و

Jb d ∂ x
′a

∂ xd
= c Jb d Je a Jc d

∂ xc

∂ x′e
. (1992)

میشود که

Jb d ∂ x
′a

∂ xd
= c Je a ∂ x

b

∂ x′e
. (1993)

با، است همئرز این سرانجام،

Jb d ∂ x
′c

∂ xb
∂ x′a

∂ xd
= c Je a ∂ x

b

∂ x′e
∂ x′c

∂ xb
. (1994)

میشود. ساده رابطه این به که

Jb d ∂ x
′c

∂ xb
∂ x′a

∂ xd
= c Jc a. (1995)

یا،

{x′a, x′b} = c Ja b. (1996)

هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله که است این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط (1996) یِ رابطه

باشد. Έی c اگر تنها و اگر َند، Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات و است؛ ثابت c رابطه این در باشد.
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ِ-فاز فضا-زمان- در ِمختصات تبدیل- ندارد. ͳΎبست τ ِ ِ-تحول پارامتر- به ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن

فضا- ِ حسب بر وابسته-به-زمان، یِ تبدیلها ِ بحث خاطر ین هم به ندارد. ͳΎبست ِ-تحول پارامتر- به هم

فضا-یِ-فاز در مستقل-از-زمان ِ ِ-مختصات تبدیل- ِ بحث با مشابه و میشود، مختصرتر فاز ِ زمان

-ͳهˆمیلتن ان هم با هˆمیلت̃ن یِ معادله پریم-دار ِ مختصات یِ برا معادله-یِ-حرکت که این ِ شرط است.

یِ عبارتها این ͳیعن باشند، Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات که است این باشد Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان

هم: با همئرز

{x′a, x′b}τ = Ja b. (1997)

{x′a, x′b}τ = {xa, xb}τ . (1998)

Ja b =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (1999)

تبدیل- اند. (1934) و (1933) و (1930) ِ روابط ترتیب، به یِ، مانست̃ها (1999) تا (1997) ِ روابط

فقط ِ تاب΄ هم ها x′a و است، t ان هم t′ که یˆند ͳی آنها گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز یِ ِ-مختصاتها

ِ مختصات یِ برا گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ترتیب این به ندارند. ͳΎ̃بست p0 به ͳیعن یˆند، ها xα

میشود: معمول ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ان هم گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز (ِ بͳ-پریم یا (پریم-دار

{x′α, x′β}τ = {x′α, x′β}. (2000)

{xα, xβ}τ = {xα, xβ}. (2001)

میشود نتیجه ضمنَن (1998) از میدهد. نتیجه را (1933) یِ رابطه (1998) پس

{t, x′β} = 0. (2002)

میشود نتیجه همچنین (1998) از است. برقرار ندارند ͳΎبست p0 به ها x′β چون که

{t, p′0}τ = 1. (2003)

{x′a, p′0}τ = 0. (2004)

با است همئرز (2003) یِ رابطه

{t, (p′0 − p0)}τ = 0. (2005)
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ͳیعن هم این

∂ (p′0 − p0)
∂ p0

= 0. (2006)

است: گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز ِ مختصات فقط ِ تاب΄ (p′0 − p0) ͳیعن

p0 − p′0 = F(t, x). (2007)

نشده: عوض ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن

H ′
τ = Hτ . (2008)

البته، و

Hτ (t, x, p0) = H[t, p0 +H(t, x)]. (1832)

میشود دیده

H[t, p0 +H(t, x)] = H{t, p′0 + [H(t, x) + p0 − p′0]}. (2009)

ͳیعن

H[t, p0 +H(t, x)] = H[t, p′0 +H ′(t, x)]. (2010)

که،

H ′(t, x) = H(t, x) + F(t, x). (2011)

که ی چیز است. H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن یِ معادله x′ یِ مئلف̃ها یِ برا حرکت یِ معادله ترتیب این به

نوشت. چنین را آن میشود که است، (2004) یِ رابطه مانده

{x′a,F}τ = {x′a, p0}τ . (2012)
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ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن چپ ِ طرف ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن نیستند، وابسته p0 به کدام Ϳهی ،F و ها x′a چون

میشود (2012) ترتیب این به ست. معمول

{x′a,F} = ∂ x′a

∂ t
. (2013)

ͳیعن

Jb c ∂ x
′a

∂ xb
∂ F
∂ xc

=
∂ x′a

∂ t
. (2014)

با است همئرز این

Jb c ∂ x
′a

∂ xb
∂ F
∂ xc

∂ xd

∂ x′a
=
∂ x′a

∂ t

∂ xd

∂ x′a
. (2015)

میشود که

Jd c ∂ F
∂ xc

=
∂ x′a

∂ t

∂ xd

∂ x′a
. (2016)

با است همئرز هم این

Jd b J
d c ∂ F
∂ xc

= Jd b
∂ x′a

∂ t

∂ xd

∂ x′a
. (2017)

میشود که

∂ F
∂ xb

= Jd b
∂ x′a

∂ t

∂ xd

∂ x′a
. (2018)

ͳیعن میشود، نتیجه (1938) یِ رابطه (1933) از است. برقرار (1933) گیرم

Jd b
∂ xd

∂ x′a
= Ja c

∂ x′c

∂ xb
. (2019)

با است همئرز (2018) پس

∂ F
∂ xb

= Ja c
∂ x′c

∂ xb
∂ x′a

∂ t
. (2020)
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راست ِ طرف ِ مشتق اگر تنها و اگر دارد، جواب (مˇضعˆن) معادله این است. F یِ برا معادله Έی این

باشد: متقارن x به نسبت

0 =
∂

∂ xb

(
Ja c

∂ x′c

∂ xd
∂ x′a

∂ t

)
− ∂

∂ xd

(
Ja c

∂ x′c

∂ xb
∂ x′a

∂ t

)
. (2021)

با است همئرز (2021) یِ رابطه پس است. متقارن x به نسبت دوم ِ مشتق

0 = Ja c

(
∂ x′c

∂ xd
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
− ∂ x′c

∂ xb
∂2 x′a

∂ t ∂ xd

)
. (2022)

با است همئرز بالا یِ رابطه پس است. پادمتقارن J

0 = Ja c

(
∂ x′c

∂ xd
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
+
∂ x′a

∂ xb
∂2 x′c

∂ t ∂ xd

)
. (2023)

یا،

0 =
∂

∂ t

(
Ja c

∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd

)
. (2024)

با است همئرز بالا یِ رابطه پس است. برابر Jb d با پرانتز میشود نتیجه (1933) از

0 =
∂ Jb d
∂ t

. (2025)

ِ-فاز فضا-زمان- ِ پریم-دار ِ مختصات که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط که این نتیجه است. برقرار که

است این باشد، t ان هم t′ و باشند، p0 از مستقل فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار ِ مختصات باشند، Έکانُنی

ِ بͳ-پریم ِ مختصات ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار ِ مختصات ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که

حالت این در است. (2020) ِ معادلات ِ جواب F که باشد، برقرار (2007) و باشد برابر متناظر

میئاید. دست به (2011) از پریم-دار یِ ͳهˆمیلت̃ن

ͳکاف و لازم ِ شرط آمد، دست به ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مˇرِد در چه آن با مشابه همچنین،

که است این باشد هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت یِ معادله که این یِ برا

{x′a, x′b}τ = c Ja b. (2026)
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یِ معادله حالت این در است. (1996) یِ رابطه یِ مانسته این است. ثابت ِ-فاز) فضا-زمان- (بر c که

(1985) یِ مانسته که است، H ′
τ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن یِ معادله ها x′a یِ برا حرکت

برمیئاورˆد: را

∂ H ′
τ

∂ xa
= c

∂ Hτ

∂ xa
. (2027)

جمله از است.) Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن با هˆمیلت̃ن یِ معادله ها xa یِ برا حرکت یِ (معادله

گرفت. چنین را H ′
τ میشود

H ′
τ = cHτ . (2028)

باشد. Έی c اگر تنها و اگر َند، Έکانُنین پریم-دار ِ مختصات هم اینجا که است رˇشن

تبدیل Έکانُنی ی مختصات به میشود ͳسادگ به را براورند را (2026) یِ رابطه که ی مختصات

مینویسم. چنین را (1985) کرد.

{q′α, q′β}τ = 0. (2029)

{q′α, p′β}τ = c δαβ . (2030)

{p′α, p′β}τ = 0. (2031)

مینم. تعریف چنین را زگُند-دار ِ مختصات

q′′α = q′α. (2032)

c p′′α = p′α. (2033)

میشود دیده

{q′′α, q′′β}τ = 0. (2034)

{q′′α, p′′β}τ = δαβ . (2035)

{p′′α, p′′β}τ = 0. (2036)
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ͳیعن که

{x′′a, x′′b}τ = Ja b. (2037)

ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- یِ برا ین هم که است رˇشن و َند. Έکانُنی زگُند-دار ِ مختصات پس

میند. کار هم ِ-فاز) فضا-زمان- یِ جا (به

فضا-یِ- ِ پریم-دار ِ (مختصات ها x′α یِ برا حرکت یِ معادله که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

به -فاز فضا-زمان- یِ برا متناظر ِ شرط از میشود هم را باشد هˆمیلت̃ن یِ معادله گسترش-یافته) ِ فاز

ِ پریم-دار ِ مختصات حال هر به اما عوضشود، هم زمان است ممن ͳکل ِ حالت در اینجا آورد. دست

اند ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-

نیستند). وابسته p0 (به

با همراه ،(1996) یِ رابطه میشود گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ برا (2026) ِ شرط

{t′, x′α}τ = 0. (2038)

{t′, p′0}τ = c. (2039)

{x′a, p′0}τ = 0. (2040)

میشود (2038) یِ رابطه پس نیستند. وابسته p0 به ،t′ جمله از ها، x′α

{t′, x′α} = 0. (2041)

فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات با ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه

ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات جمله از است. p0 از مستقل ِ-گسترش-یافته

پس، اند. ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ پریم-دار ِ مختصات فقط ِ تاب΄

{t′, xα} = ∂ xα

∂ x′β
{t′, x′β}. (2042)

میدهد نتیجه ،(2041) از استفاده با که،

{t′, xα} = 0. (2043)
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جمله، از

{t′, xa} = 0. (2044)

،ͳیعن که

Ja b ∂ t
′

∂ xb
= 0. (2045)

میدهد نتیجه (2045) پس است. وارون-پذیر J

∂ t′

∂ xa
= 0. (2046)

میشود. چنین (2039) پس است. t فقط ِ تاب΄ t′ ͳیعن نیست. وابسته ها xa به t′ ترتیب، این به

d t′

d t

∂ p′0
∂ p0

= c. (2047)

میدهد نتیجه که

p′0 = c
d t

d t′
[p0 −F(t, x)]. (2048)

میشود (2040) یِ رابطه این، با

{x′a, p0 −F}τ = 0. (2049)

یا،

∂ x′a

∂ t
− {x′a,F} = 0. (2050)

داشته جواب F یِ برا (2013) که این یِ برا ͳکاف ِ شرط شد دیده است. (2013) یِ رابطه ان هم این

ها x′′a اما نیستند. Έکانُنی لزومˆن ها x′a باشند. Έکانُنی ها x′a که این است، (1933) یِ رابطه باشد

چنین (2050) یِ رابطه ِ مفصلتر مینویسم. ها x′′a ِ حسب بر را (2050) یِ رابطه هستند. Έکانُنی

است.

∂ q′i

∂ t
− {q′i,F} = 0. (2051)

∂ p′i
∂ t
− {p′i,F} = 0. (2052)
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میشود. چنین (2051) یِ رابطه ،(2032) از استفاده با

∂ q′′i

∂ t
− {q′′i,F} = 0. (2053)

میشود. چنین (2052) یِ رابطه ،(2033) از استفاده با

∂ p′′i
∂ t
− {p′′i ,F} = 0. (2054)

است. این (2054) و (2053) ِ ترکیب

∂ x′′a

∂ t
− {x′′a,F} = 0. (2055)

دارد. جواب F یِ برا (2055) پس َند. Έکانُنی ها x′′a

میشود (2028) یِ رابطه سرانجام،

H′(t′, p′0 +H ′) = cH(t, p0 +H). (2056)

میشود ،(2048) از استفاده با هم، این

H′
[
t′, c

d t

d t′
(p0 −F) +H ′

]
= cH(t, p0 +H). (2057)

یا،

H′
[
t′, c

d t

d t′

(
p0 −F +

1

c

d t′

d t
H ′
)]

= cH(t, p0 +H). (2058)

t فقط ِ تاب΄ t′ میئاورم. دست به متغیرها یِ بقیه ِ حسب بر را ِ-چپ طرف- ِ پرانتز ِ درون ِ متغیر

که هست A ِ تاب΄ Έی پس است.

p0 −F +
1

c

d t′

d t
H ′ = A(t, p). (2059)

که،

p = p0 +H(t, x). (1822)
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راست ِ طرف ِ مشتق پس است. Έی ثابت) یِ ها xα (در p0 به نسبت (2059) ِ چپ ِ طرف ِ مشتق

است: چنین هم

{
∂ [A(t, p0 +H)]

∂ p0

}
˜
x

= 1. (2060)

اما،

{
∂ [A(t, p0 +H)]

∂ p0

}
˜
x

=
∂ A

∂ p
. (2061)

پس،

∂ A

∂ p
= 1. (2062)

که، هست h Έی میدهد نتیجه که

A(t, p) = p+ h(t). (2063)

ͳیعن هم این

H ′(t, x) = c
d t

d t′
[H(t, x) + F(t, x) + h(t)]. (2064)

گذاشت: صفر را آن میشود و ندارد ی اثر ها x′α ِ معادله-یِ-حرکت بر h

H ′(t, x) = c
d t

d t′
[H(t, x) + F(t, x)]. (2065)

صورت، این در باشد. t ان هم t′ که است این خاص ِ حالت Έی

d t′

d t
= 1. (2066)

میشود (2065) و

H ′(t, x) = c [H(t, x) + F(t, x)]. (2067)
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ͳول) ثابت ṫ′ اگر باشد. برقرار (2066) ͳیعن باشد، Έی ṫ′ ست ͳکاف (2067) به رسیدن یِ برا واق΄ در

هم، باشد (Έی لزومˆن نَ

H ′(t, x) = c̃ [H(t, x) + F(t, x)]. (2068)

است: ثابت Έی c̃ که

c̃ = c
d t

d t′
. (2069)

یِ رابطه ان هم (2067) یِ رابطه باشند، Έکانُنی ها x′a ͳیعن باشد، Έی هم c و باشد، Έی ṫ′ اگر

باشند. Έی هر-دˇ c و ṫ′ نیست لازم هم (2011) به رسیدن یِ برا که است رˇشن میشود. (2011)

باشد. Έی c̃ ست ͳکاف

را F میشود حالت این در باشند. زمان از مستقل ها x′a که است این دیΎر ِ خاص ِ حالت Έی

میشود (2065) و گرفت صفر

H ′(t, x) = c
d t

d t′
H(t, x). (2070)

باشد، ثابت هم ṫ′ ِ مشتق این بر علاوه اگر

H ′(t, x) = c̃H(t, x). (2071)

باشند)، Έکانُنین ها x′a) باشد Έی هم c و باشد Έی ṫ′ اینها بر علاوه اگر

H ′ = H. (2072)

Έی c̃ ست ͳکاف باشند. Έی هر-دˇ c و ṫ′ نیست لازم ،(2072) به رسیدن یِ برا که است رˇشن هم اینجا

باشد.
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است. چنین هˆمیلت̃ن ِ معادله-یِ-حرکت

ẋ
ns
= J

∂ H

∂ x
. (1817)
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مفصلتر،

ẋa
ns
= Ja b ∂ H

∂ xb
. (1778)

نوشت. چنین میشود را اینها

ẋ
ns
= JH . (2073)

مفصلتر، یا،

ẋa
ns
= Ja

H . (2074)

میشود. تعریف چنین گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از A یِ ͳتابع یِ برا JA که

Ja
A = Ja b ∂ A

∂ xb
. (2075)

،ͳیعن

JA = J dA. (2076)

باشند، گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳی تابعیها B و A اگر میشود دیده

{A,B} = ∂ A

∂ xa
Ja
B. (2077)

بسته،

{A,B} = (dA) JB. (2078)

نوشت. چنین میشود را این البته و

{A,B} = LJB
A. (2079)
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باشد، یΈ-فرم Έی σ اگر همچنین،

σ JA = J(σ,dA). (2080)

یا،

σ JA = −J(dA, σ). (2081)

،ͳیعن که

σ JA = −(dA) (J σ). (2082)

یا،

σ JA = −LJ σ A. (2083)

آورد: دست به JA ِ حسب بر را A یِ ͳپارئ ِ مشتق میشود ،(2075) یِ رابطه ار

Ja c J
a
A = Ja c J

a b ∂ A

∂ xb
. (2084)

ͳیعن که

∂ A

∂ xc
= Ja c J

a
A. (2085)

مینم: تعریف پایین ِ شاخص با J یِ مئلف̃ها با را همتافته، ِ دˇ-فرم ،J

J =
1

2
Ja b (dx

a) ∧ (dxb). (2086)

یا،

J = (d qi) ∧ (d pi). (2087)
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نوشت. چنین میشود را (2085) ترتیب این به

dA = iJA
J. (2088)

میشود دیده (2078) در این ِ نشاندن با

{A,B} = (iJA
J) (JB). (2089)

،ͳیعن

{A,B} = J(JA, JB). (2090)

یا،

{A,B} = 1

2
J(JA ∧ JB). (2091)

که است رˇشن J ِ تعریف از

dJ = 0. (2092)

میشود دیده هم (2088) از

d (iJA
J) = 0. (2093)

ترتیب، این به

d (iJA
J) + iJA

(d J) = 0. (2094)

،σ ِ ِ-دیفرانسیل ِ-فرم- میدان- هر و u یِ ِ-برداری میدان- هر یِ برا

d (iu σ) + iu (dσ) = Lu σ. (2095)

میدهد نتیجه (2094) پس

LJA
J = 0. (2096)
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جمله، از ست. ͳلَیبنیتس ادغام به نسبت ͳل ِ مشتق

LJA
[J(JB, JC)] = (LJA

J)(JB, JC)

+ J(LJA
JB, JC) + J(JB,LJA

JC). (2097)

پس، است. صفر راست ِ طرف ِ اول یِ جمله میشود دیده (2096) از

LJA
[J(JB, JC)] = J(LJA

JB, JC) + J(JB,LJA
JC). (2098)

یا،

LJA
[J(JB, JC)] = −(iJC

J)(LJA
JB) + (iJB

J)(LJA
JC). (2099)

میشود ،(2088) از استفاده با که،

LJA
[J(JB, JC)] = −(dC)(LJA

JB) + (dB)(LJA
JC). (2100)

،v یِ ِ-برداری میدان- هر و u یِ ِ-برداری میدان- هر یِ برا

Lu v = −Lv u. (2101)

میشود (2100) پس

LJA
[J(JB, JC)] = (dC)(LJB

JA)− (dB)(LJC
JA). (2102)

میدهد نتیجه ست، ͳلَیبنیتس ͳل ِ مشتق که این

LJB
[(dC)JA] = [LJB

(dC)] JA + (dC)(LJB
JA). (2103)

پس،

(dC)(LJB
JA) = LJB

[(dC) JA]− [LJB
(dC)] JA. (2104)
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،(2078) از استفاده با

(dC)JA = {C,A},

= −{A,C}. (2105)

میدهد نتیجه که

(dC)JA = −(dA)JC. (2106)

یا،

(dC)JA = −LJC
A. (2107)

پس،

LJB
[(dC) JA] = −LJB

(LJC
A). (2108)

جمله، از میشود. جا-به-جا ͳبرون ِ مشتق با ͳل ِ مشتق

LJB
d = dLJB

. (2109)

پس،

[LJB
(dC)] JA = [d (LJB

C)] JA. (2110)

میشود ،(2078) از استفاده با که،

[LJB
(dC)] JA = {LJB

C,A}. (2111)

،(2079) از استفاده با یا،

[LJB
(dC)] JA = {{C,B},A}. (2112)
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ترتیب، این به

(dC)(LJB
JA) = −LJB

(LJC
A)− {{C,B},A}. (2113)

میشود (2102) پس

LJA
[J(JB, JC)] = −LJB

(LJC
A)− {{C,B},A}

+ LJC
(LJB

A) + {{B,C},A}. (2114)

یا،

LJA
{B,C} = [LJC

,LJB
]A+ 2 {{B,C},A}. (2115)

میشود دیده (2079) از

LJA
{B,C} = {{B,C},A}. (2116)

البته، و

{{B,C},A} = −LJ{B,C} A. (2117)

میشود. چنین (2115) پس

LJ{B,C} A = [LJC
,LJB

]A. (2118)

پس، است. درست A هر یِ برا رابطه این

LJ{B,C} = [LJC
,LJB

]. (2119)

میشود. چنین هم ِ-لیها مشتق- ِ جا-به-جاگر

[LJC
,LJB

] = LJC ⋄ JB
. (2120)



٣۵١ � همتافته ِ دˇ-فرم 70

پس،

LJ{B,C} = LJC ⋄ JB
. (2121)

میدهد نتیجه که

J{B,C} = JC ⋄ JB. (2122)

میدهد: کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ برا ͳیاکُب ِ اتحاد ِ اثبات یِ برا دیΎر ِ راه Έی جمله از رابطه، این

J{A,{B,C}} = J{B,C} ⋄ JA,

= (JC ⋄ JB) ⋄ JA. (2123)

یا،

J{A,{B,C}} = JA ⋄ (JB ⋄ JC). (2124)

برمیئاورˆد: را ͳیاکُب ِ اتحاد برداری یِ میدانها ِ جا-به-جاگر

0 = JA ⋄ (JB ⋄ JC) + JC ⋄ (JA ⋄ JB) + JB ⋄ (JC ⋄ JA). (2125)

پس،

0 = J{A,{B,C}} + J{C,{A,B}} + J{B,{C,A}}. (2126)

ست، ͳخط عددی) یِ ضریبها (با X به نسبت JX چون و

0 = J{A,{B,C}}+{C,{A,B}}+{B,{C,A}}. (2127)

میشود نتیجه ،(2076) با همراه این، از

0 = d
(
{A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}}

)
. (2128)
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که هست D ِ ثابت Έی ͳیعن (2128) یِ رابطه نیست. ͳیاکُب ِ اتحاد هنوز این

D = {A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}}. (2129)

ͳΎبست C و B و A به البته که است، ثابت Έی (2129) ِ راست ِ طرف باشند، چه هر C و B و A

میشود نتیجه (2129) از است. صفر ثابت این ͳیعن ͳیاکُب ِ اتحاد ِ برقرار-بودن دارد.

D = (∂a A) {xa, {B,C}}

+ {C, (∂a A) {xa,B}}+ {B, (∂a A) {C, xa}}. (2130)

یا،

D = (∂a A) ({xa, {B,C}}+ {C, {xa,B}}+ {B, {C, xa}})

+ {C, ∂a A} {xa,B}+ {B, ∂a A} {C, xa}. (2131)

میشود که

D = (∂a A) ({xa, {B,C}}+ {C, {xa,B}}+ {B, {C, xa}})

+ (∂d ∂a A) ({C, xd} {xa,B}+ {B, xd} {C, xa}). (2132)

یا،

D = (∂a A) ({xa, {B,C}}+ {B, {C, xa}}+ {C, {xa,B}})

+ (∂d ∂a A) ({B, xd} {C, xa} − {B, xa} {C, xd}). (2133)

است. پادمتقارن d و a به نسبت پرانتز ِ خُد و متقارن d و a به نسبت پرانتز ِ ضریب دوم، یِ جمله در

است: صفر دوم یِ جمله پس

0 = (∂d ∂a A) ({B, xd} {C, xa} − {B, xa} {C, xd}). (2134)

ترتیب، این به

D = (∂a A) ({xa, {B,C}}+ {C, {xa,B}}+ {B, {C, xa}}). (2135)
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یِ ثابتها میشود نتیجه است، ثابت C Bو و A یِ ͳسه-تابع هر یِ برا (2129) ِ راست ِ طرف که این از

که هستند ی Da
1

Da
1 = {xa, {B,C}}+ {C, {xa,B}}+ {B, {C, xa}}. (2136)

پس،

D = (∂a A)D
a
1 . (2137)

میدهد نتیجه که

0 = (∂d ∂a A)D
a
1 . (2138)

یِ ازا به جمله از است. درست A هر یِ برا بالا یِ رابطه و نیستند، وابسته A به ها Da
1

A =
1

2
(σb x

b) (σc x
c). (2139)

،A این با َند. ثابت ها σa که

∂d ∂a A = σd σa. (2140)

میشود (2138) یِ رابطه و

0 = σd (σa D
a
1). (2141)

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از باشد، ناصفر ها σd از ی Έی ِ-کم دست- اگر

0 = σa D
a
1 . (2142)

(2142) باشند چه هر ها σ پس ست. ͳبدیه (2142) یِ رابطه که هم باشند صفر ها σd یِ همه اگر

َند: صفر ها Da
1 میشود نتیجه این از است. برقرار

0 = Da
1 . (2143)
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ترتیب، این به

0 = D. (2144)

است: برقرار ͳیاکُب ِ اتحاد ͳیعن هم این که

0 = {A, {B,C}}+ {C, {A,B}}+ {B, {C,A}}. (1807)

دˇ-فرم- داد. گسترش هم ِ-فاز فضا-زمان- به میشود را ِ-همتافته دˇ-فرم- ِ تعریف که است رˇشن

مینم. تعریف چنین را
˘
J یِ گسترش-یافته یِ ِ-همتافته

˘
J =

1

2
Ja b (dx

a) ∧ (dxb). (2145)

یا،

˘
J = (d qα) ∧ (d pα). (2146)

پس،

˘
J = (d t) ∧ (d p0) + (d qi) ∧ (d pi). (2147)

،ͳیعن که

˘
J = (d t) ∧ (d p0) + J. (2148)

َند. برقرار هم
˘
J یِ برا آمدند، دست به J یِ برا که ی نتای; یِ مانست̃ها که است رˇشن و
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َند. چنین فضا-یِ-فاز یِ لΎَرانژی و فضا-یِ-فاز ِ کنش

Sϕ =

∫
(d t)Lϕ(t, x, ẋ). (1707)
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Lϕ(t, x, ẋ) = pi q̇
i −H(t, x). (1749)

نوشت. چنین میشود را (1707) یِ رابطه

Sϕ =

∫
Σ. (2149)

است: ِ-دیفرانسیل فرم- Έی Σ که

Σ = Ξ−H d t. (2150)

است: ِ-دیفرانسیل فرم- Έی هم Ξ

Ξ = pi d q
i. (2151)

میشود دیده

dΞ = (d pi) ∧ (d qi). (2152)

ͳیعن که

dΞ = −J. (2153)

که است این باشند همئرز L′ و L یِ لΎَرانژی دِ که این ِ شرط شد دیده لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در

که، باشد Λ Έی ͳیعن باشد. تاب΄ Έی ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق آنها ِ اختلاف

Λ̇ = L′ − L. (2154)

نوشت. چنین میشود را این

dΛ = (L′ d t)− (Ld t). (2155)

فضا-یِ-فاز، یِ لΎَرانژی یِ برا

Lϕ d t = Σ. (2156)
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،ͳیعن

Lϕ d t = Ξ−H d t. (2157)

میشود (2155) یِ مانسته و

dΛϕ = Σ′ − Σ. (2158)

یا،

dΛϕ = (Ξ′ −H ′ d t)− (Ξ−H d t). (2159)

که،

Ξ′ = p′i d q
′i. (2160)

است: صفر راست ِ طرف یِ ͳبرون ِ مشتق که این با است همئرز (مˇضعˆن) (2159) یِ رابطه

0 = [dΞ′ − (dH ′) ∧ (d t)]− [dΞ− (dH) ∧ (d t)]. (2161)

میشود ،(2153) از استفاده با که،

0 = [−J ′ − (dH ′) ∧ (d t)]− [−J − (dH) ∧ (d t)]. (2162)

که،

J ′ = (d q′i) ∧ (d p′i). (2163)

یا،

J ′ =
1

2
Ja b (dx

′a) ∧ (dx′b). (2164)
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ِ-پریم، بدون- ِ مختصات ِ حسب بر و

J ′ =
1

2
Ja b

[
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
(dxc) ∧ (dxd)

+
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ t
(dxc) ∧ (d t) +

∂ x′a

∂ t

∂ x′b

∂ xc
(d t) ∧ (dxc)

]
. (2165)

S یِ وقت میدهم. نشان X| S با را S یِ زیرخمینه بر X ِ تحدید ،X ِ ِ-دیفرانسیل فرم- با متناظر

میشود را (2165) یِ رابطه ترتیب این به میدهم. نشان X|Q با را X| S هم باشد Q-ثابت یِ زیرخمینه

نوشت. چنین

J ′ = (d t) ∧ J ′
0 + J ′

| t. (2166)

که

J ′
0 = J ′

0 c dx
c. (2167)

J ′
| t =

1

2
J ′
c d (dx

c) ∧ (dxd). (2168)

و،

J ′
0 c = Ja b

∂ x′a

∂ t

∂ x′b

∂ xc
. (2169)

J ′
c d = Ja b

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
. (2170)

میشود (2162) یِ رابطه

J ′ − J = (d t) ∧ [d (H ′ −H)]. (2171)

که است رˇشن

(d t) ∧ [d (H ′ −H)] = (d t) ∧ [d (H ′ −H)]| t. (2172)

میشود (2171) پس

J ′
0 + (J ′ − J)| t = (d t) ∧ [d (H ′ −H)]| t. (2173)
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میشود نتیجه رابطه این از

J ′
0 = (d t) ∧ [d (H ′ −H)]| t. (2174)

(J ′ − J)| t = 0. (2175)

مفصلتر،

J ′
0 a = ∂a (H

′ −H). (2176)

J ′
a b = Ja b. (2177)

باشند: Έکانُننی پریم-دار ِ مختصات که است این ِ شرط (2177) یِ رابطه

Jb d = Ja c
∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd
. (1952)

که این یِ برا است، پریم-دار) ِ مختصات ِ کانُنیΈ-بودن (بر اضافه ِ شرط هم (2176) یِ رابطه

یِ برا ِ-حرکت معادلات- ان هم H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن با پریم-دار ِ مختصات یِ برا ِ-حرکت معادلات-

که هست F Έی ͳیعن رابطه این باشند. H یِ ͳهˆمیلت̃ن با بͳ-پریم ِ مختصات

H ′(t, x) = H(t, x) + F(t, x). (2011)

∂ F
∂ xb

= Ja c
∂ x′c

∂ xb
∂ x′a

∂ t
. (2020)

دارد. جواب F یِ برا (2020) باشند، Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات ی وقت شد دیده که

پریم-دار ِ مختصات که است این باشند همئرز Lϕ و L′
ϕ یِ لΎَرانژیها که این ِ شرط ترتیب این به

H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن با پریم-دار ِ مختصات یِ برا ِ-حرکت معادلات- که باشد چنان H ′ و باشند، Έکانُنی

باشند. H یِ ͳهˆمیلت̃ن با بͳ-پریم ِ مختصات یِ برا ِ-حرکت معادلات- ان هم

یِ همئرزی یِ ͳبررس یِ برا کلیتر ِ حالت بود. t ان هم t′ ͳیعن نشد، عوض زمان بالا ِ بحث در

ِ فضا-یِ-فاز از ی تاب΄ t′ که شود، تبدیل t′ به هم t که است این Sϕ و S′
ϕ یِ فضا-یِ-فازها ِ- کنش

مسیر یِ ͳدرون ِ نقاط به (S′
ϕ − Sϕ) که است این Sϕ و S′

ϕ یِ همئرزی ِ شرط است. گسترش-یافته

یِ) ͳبرون) ِ مشتق (Σ′ − Σ) ͳیعن هم این باشد. مرزی ِ نقاط فقط ِ تاب΄ ͳیعن باشد، نداشته ͳΎبست
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یاشد: متفاوت t با t′ است ممن اینجا که باشد، برقرار (2158) که باشد Λϕ Έی ͳیعن باشد. تاب΄ Έی

dΛϕ = (Ξ′ −H ′ d t′)− (Ξ−H d t). (2178)

با است همئرز (مˇضعˆن) هم این

0 = [dΞ′ − (dH ′) ∧ (d t′)]− [dΞ− (dH) ∧ (d t)]. (2179)

یا،

0 = [−J ′ − (dH ′) ∧ (d t′)]− [−J − (dH) ∧ (d t)]. (2180)

باشد، داشته جواب H ′ یِ برا H هر یِ ازا به (2180) که یˆم، ها xα و ها x′α ِ بین ی روابط ِ دنبال

فضا-یِ- ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه ͳیعن این باشد. داشته جواب H یِ برا H ′ هر یِ ازا به یا

(H ′ (یا H از مستقل ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات با ِ-گسترش-یافته فاز-

باشد.

Hمتناظر باشد. داشته وجود Hجواب یِ برا باشد Hصفر ′ اگر که باشند چنان باید ها x′α جمله از

میشود. چنین (2180) یِ رابطه میدهم. نشان H ′′ با را است صفر H ′ ی وقت با

J ′ − J = −(d t) ∧ (dH ′′). (2181)

با همراه میشود، نتیجه (2177) پس است. ،(H −H ′) یِ جا به H ′′ با ،(2171) یِ رابطه ان هم این

J ′
0 a = −∂aH ′′. (2182)

میشود شاخصها با و است، (2176) یِ مانسته (2182) یِ رابطه

−∂ H
′′

∂ xb
= Ja c

∂ x′c

∂ xb
∂ x′a

∂ t
. (2183)

است. ،F یِ جا به (−H ′′) با ،(2020) یِ مانسته که

ان هم که میئاید، دست به (2177) ِ شرط باشد، t ان هم t′ که ی حالت ِ مثل ترتیب، این به

باشند: Έکانُنی ها x′a که این ِ شرط است، (1952)

Jb d = Ja c
∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd
. (1952)
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باید (2183) میئاید: دست به هم دیΎر ِ شرط Έی باشند، Έکانُنی x′aباید که این بر علاوه هم اینجا

شد دیده که باشد، داشته جواب F یِ برا (1952) که است ان هم این و باشد. داشته جواب H ′′ یِ برا

میشود. براورده باشند Έکانُنی ها x′a یِ وقت

نوشت. چنین میشود را (2180) یِ رابطه نیست، صفر H ′ که ͳکل ِ حالت در

(J ′ − J) + (d t) ∧ (dH ′′) = −(d t) ∧ [d (H −H ′′)] + (d t′) ∧ (dH ′). (2184)

فضا- ِ بͳ-پریم ِ مختصات با ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه که این

از است. برقرار همچنان (2181) ِ شرط ͳیعن است، (H ′ (یا H از مستقل ِ-گسترش-یافته یِ-فاز-

میشود نتیجه (2181) و (2184)

(d t) ∧ [d (H −H ′′)] = (d t′) ∧ (dH ′). (2185)

میشود دیده

d t′ = (d t′)0 + (d t′)| t. (2186)

که،

(d t′)0 =
∂ t′

∂ t
d t. (2187)

(H ′ (یا H از مستقل ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات به t′ یِ ͳΎبست است قرار

در است. برقرار باشد) t از (مستقل باشد ها xa فقط ِ تاب΄ H ′ اگر جمله از بالا، یِ رابطه پس باشد.

حالت، این

dH ′ = (dH ′)| t. (2188)

میشود. چنین (2185) و

(d t) ∧ [d (H −H ′′)] = (d t′) ∧ (dH ′)| t. (2189)
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یا،

(d t) ∧ [d (H −H ′′)] = (d t′)0 ∧ (dH ′)| t + (d t′)| t ∧ (dH ′)| t. (2190)

که است رˇشن

(d t) ∧ [d (H −H ′′)] = (d t) ∧ [d (H −H ′′)]| t. (2191)

میشود (2190) ترتیب این به

(d t) ∧ [d (H −H ′′)]| t = (d t′)0 ∧ (dH ′)| t + (d t′)| t ∧ (dH ′)| t. (2192)

با، است همئرز که

(d t) ∧ [d (H −H ′′)]| t = (d t′)0 ∧ (dH ′)| t. (2193)

(d t′)| t ∧ (dH ′)| t = 0. (2194)

Έی در اگر ͳیعن یˆند. موازی هم با (dH ′)| t و (d t′)| t که این با است همئرز (2194) یِ رابطه

که هست c Έی نباشد، صفر (d t′)| t ِ یΈ-فرم x یِ نقطه

(dH ′)| t(x) = c (d t′)| t(x). (2195)

(H ′ (یا H از مستقل ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات به t′ یِ ͳΎبست است قرار

(2195) یِ رابطه ترتیب، این به مشخصاست. (H ′ H(یا از مستقل ،(d t′)| t(x) یِ راستا پس باشد.

ِ-کم دست- است، آن در (dH ′)| t(x) که ͳی فضا ِ بˇعد است. مشخص (dH ′)| t(x) یِ راستا ͳیعن

موازی (d t′)| t(x) با ͳیعن نیست، خاص یِ راستا این در که دارد عضو Έی فضا این پس است. 2

،H ′ یِ برا انتخاب این با باشد. عضو آن با برابر (dH ′)| t(x) که گرفت چنان را H ′ میشود نیست.

آن با که هست ی H ′ باشد، ناصفر (d t′)| t(x) اگر که این نتیجه نمیشود. برقرار (2195) یِ رابطه

که است این (2194) یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط Έی پس نمیشود. برقرار (2194) یِ رابطه

(d t′)| t(x) = 0. (2196)
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که است این (2194) یِ برقراری یِ برا لازم ِ شرط Έی پس است. درست ها x یِ همه یِ برا این

(d t′)| t = 0. (2197)

پس، است. t فقط ِ تاب΄ است: x از مستقل t′ ͳیعن این

∂ t′

∂ t
= ṫ′. (2198)

میشود (2193) یِ رابطه

[d (H −H ′′)]| t =
∂ t′

∂ t
(dH ′)| t. (2199)

مفصلتر،

∂ (H −H ′′)

∂ xa
=
∂ t′

∂ t

∂ H ′

∂ xa
. (2200)

میشوند ،(2198) از استفاده با هم، اینها

[d (H −H ′′)]| t = ṫ′ (dH ′)| t. (2201)

مفصلتر، یا،

∂ (H −H ′′)

∂ xa
= ṫ′

∂ H ′

∂ xa
. (2202)

میشود (2201) ترتیب، این به است. x از مستقل هم ṫ′ پس است. x از مستقل t′

[d (H −H ′′)]| t = d (ṫ′H ′)| t. (2203)

و است t فقط ِ تاب΄ که هست C Έی ͳیعن هم این

H = ṫ′H ′ +H ′′ + C. (2204)

ِ پریم-دار ِ مختصات یِ رابطه (و باشند همئرز Sϕ و S′
ϕ که این ِ شرط نباشد، t ان هم t′ اگر پس

H از مستقل ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ بͳ-پریم ِ مختصات با ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-
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و باشند، Έکانُنی فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار ِ مختصات باشد، t فقط ِ تاب΄ t′ که است این باشد) H ′ یا

ِ مختصات و باشد t فقط ِ تاب΄ t′ اگر که شد معلوم که باشد، برقرار ی معین یِ رابطه H و H ′ ِ بین

ی وقت واق΄ در دارد. Hجواب یِ Hبرا ′ هر یِ ازا به رابطه این باشند، Έکانُنی فضا-یِ-فاز ِ پریم-دار

t فقط ِ تاب΄ t′ اگر است. t ان هم t′ که کرد تبدیل ی حالت به میشود را مسئله باشد، t فقط ِ تاب΄ t′

باشد،

(dH ′) ∧ (d t′) = ṫ′ (dH ′) ∧ (d t),

= ṫ′ (dH ′)| t ∧ (d t),

= [d (ṫ′H ′)]| t ∧ (d t). (2205)

پس،

(dH ′) ∧ (d t′) = [d (ṫ′H ′)] ∧ (d t). (2206)

مینم. تعریف چنین را H̃ ′

H̃ ′ = ṫ′H ′. (2207)

ترتیب، این به

(dH ′) ∧ (d t′) = (d H̃ ′) ∧ (d t). (2208)

میشود (2180) یِ رابطه و

0 = [−J ′ − (d H̃ ′) ∧ (d t)]− [−J − (dH) ∧ (d t)]. (2209)

است. ،H ′ یِ جا به H̃ ′ با ،(2162) یِ رابطه ان هم این

میشود. چنین ِ-فاز فضا-زمان- در مشابه ِ بحث

Sϕ τ =

∫
(d τ)Lϕ τ (

˘
x,

′

˘
x). (2210)
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که،

Lϕ τ (
˘
x,

′

˘
x) = pα

′
qα −Hτ (

˘
x). (2211)

و،

Hτ (
˘
x) = H(t, p). (2212)

p = p0 +H(t, x). (1822)

نوشت. چنین میشود را (2210) یِ رابطه

Sϕ τ =

∫
Στ . (2213)

است: ِ-دیفرانسیل فرم- Έی Στ که

Στ = Ξτ −Hτ d τ. (2214)

است: ِ-دیفرانسیل فرم- Έی هم Ξτ

Ξτ = pα d qα. (2215)

میشود دیده

dΞτ = (d pα) ∧ (d qα). (2216)

ͳیعن که

dΞτ = −
˘
J. (2217)

ِ کامل ِ مشتق آنها ِ اختلاف که است این باشند همئرز L′
ϕ,τ و Lϕ,τ یِ لΎَرانژی دِ که این ِ شرط

که، باشد Λϕ τ Έی ͳیعن باشد. τ به نسبت تاب΄ Έی

′
Λϕ τ = L′

ϕ τ − Lϕ τ . (2218)
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نوشت. چنین میشود را این

dΛϕ τ = (L′
ϕ τ d τ)− (Lϕ τ d τ). (2219)

یا،

dΛϕ τ = Σ′
τ − Στ . (2220)

میشود هم این

dΛϕ τ = (Ξ′
τ −H ′

τ d τ)− (Ξτ −Hτ d τ). (2221)

که،

Ξ′
τ = p′α d q′α. (2222)

است: صفر راست ِ طرف یِ ͳبرون ِ مشتق که این با است همئرز (مˇضعˆن) (2221) یِ رابطه

0 = [dΞ′
τ − (dH ′

τ ) ∧ (d τ)]− [dΞτ − (dHτ ) ∧ (d τ)]. (2223)

میشود ،(2217) از استفاده با که،

0 = [−
˘
J ′ − (dH ′

τ ) ∧ (d τ)]− [−
˘
J − (dHτ ) ∧ (d τ)]. (2224)

که،

˘
J ′ = (d q′α) ∧ (d p′α). (2225)

یا،

˘
J ′ =

1

2
Ja b (dx

′a) ∧ (dx′b). (2226)
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ِ-پریم، بدون- ِ مختصات ِ حسب بر و

˘
J ′ =

1

2
Ja b

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
(dxc) ∧ (dxd). (2227)

میشود (2224) یِ رابطه

˘
J ′ −

˘
J = (d τ) ∧ [d (H ′

τ −Hτ )]. (2228)

َند: صفر (2228) ِ دˇ-طرف میشود نتیجه ،(2227) با همراه این، از

˘
J ′ −

˘
J = 0. (2229)

(d τ) ∧ [d (H ′
τ −Hτ )] = 0. (2230)

ͳیعن (2229) یِ رابطه

J ′
a b = Ja b. (2231)

باشند: Έکانُنی ِ-فاز) فضا-زمان- ِ ) پریم-دار ِ مختصات که است آن ِ شرط این و

Ja b = Jc d
∂ x′c

∂ xa
∂ x′d

∂ xb
. (2232)

که است رˇشن

(d τ) ∧ d (H ′
τ −Hτ ) = (d τ) ∧ [d (H ′

τ −Hτ )]| τ . (2233)

میدهد نتیجه (2230) یِ رابطه پس

(d τ) ∧ [d (H ′
τ −Hτ )]| τ = 0. (2234)

میدهد نتیجه هم این که

[d (H ′
τ −Hτ )]| τ = 0. (2235)
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همچنین،

[d (H ′
τ −Hτ )]| τ = d (H ′

τ −Hτ ). (2236)

میدهد نتیجه (2235) پس هستند. τ از مستقل H ′
τ و Hτ چون

d (H ′
τ −Hτ ) = 0. (2237)

گرفت: صفر را ثابت این میشود جمله از است. ثابت ِ-فاز) فضا-زمان- (بر (H ′
τ −Hτ ) ͳیعن این

H ′
τ = Hτ . (2008)

پریم- ِ مختصات که است این باشند همئرز Lϕ τ و L′
ϕ τ یِ لΎَرانژیها که این ِ شرط ترتیب این به

یِ برا ِ-حرکت معادلات- حالت این در که است رˇشن و باشد. Hτ ان هم H ′
τ و باشند، Έکانُنی دار

میشوند. (Hτ ان هم (با ͳهˆمیلت̃ن ِ ِ-حرکت معادلات- ان هم پریم-دار ِ مختصات
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میشود. تعریف چنین J ِ دˇ-فرم ،J ِ وارون-پذیر و پادمتقارن ِ ماتریس با متناظر

J =
1

2
Ja b (d xa) ∧ (d xb). (2238)

میبرم. ُ-بالا پایین- J با را شاخصها نیستند). Έکانُنی لزومˆن (که َند فضا-یِ-فاز ِ مختصات ها xa که

پس،

Ja c Jb c = δab . (2239)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان JA با هم را A ِ تاب΄ بر J ِ اثر

JaA = Ja b ∂ A

∂ xb
. (2240)
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،ͳیعن

JA = JdA. (2241)

یا،

dA = iJA
J. (2242)

باشد، یΈ-فرم Έی σ اگر همچنین،

σ JA = J(σ,dA). (2243)

یا،

σ JA = −J(dA, σ). (2244)

،ͳیعن که

σ JA = −(dA) (Jσ). (2245)

یا،

σ JA = −LJσ A. (2246)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم، نشان {A,B}J با را B و A ِ J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{A,B}J = Ja b ∂ A

∂ xa
∂B

∂ xb
. (2247)

میشود دیده

{A,B}J =
∂ A

∂ xa
JaB. (2248)
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بسته،

{A,B}J = (dA) JB. (2249)

نوشت. چنین میشود را این البته و

{A,B}J = LJB
A. (2250)

میشود دیده (2249)هم و (2242) ِ روابط از

{A,B}J = (iJA
J) (JB). (2251)

،ͳیعن

{A,B}J = J(JA, JB). (2252)

یا،

{A,B}J =
1

2
J(JA ∧ JB). (2253)

J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یˆند. اینها J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ برا کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ ویژگیها یِ مانسته

است. پادمتقارن j1

ست. ͳخط تابعیها) از Έی هر به (نسبت j2

ست. ͳزنجیرئ تابعیها) از Έی هر به (نسبت j3

ست. ͳلَیبنیتس تابعیها) از Έی هر به (نسبت j4

ست. ͳلَیبنیتس ضرب) یِ جا (به J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با تابعیها)، از Έی هر به (نسبت j5

برمیئاورˆد). را ͳیاکُب ِ (اتحاد ست ͳیاکُب j6
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میمانند که ͳی تنها-ویژِگیها برمیئاورˆد. را j4 تا j1 یِ ویژگیها J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن میشود دیده ͳسادگ به

مینم. ͳبررس را اینها َند. همئرز یدیΎر با است رˇشن که اند، j6 و j5

میشود دیده (2242) از

d (iJA
J) = 0. (2254)

،σ ِ ِ-دیفرانسیل ِ-فرم- میدان- هر و u یِ ِ-برداری میدان- هر یِ برا

d (iu σ) + iu (dσ) = Lu σ. (2095)

پس،

LJA
J = iJA

d J. (2255)

جمله، از ست. ͳلَیبنیتس ادغام به نسبت ͳل ِ مشتق

LJA
[J(JB, JC)] = (LJA

J)(JB, JC)

+ J(LJA
JB, JC) + J(JB,LJA

JC). (2256)

میشود ،(2255) از استفاده با که،

LJA
[J(JB, JC)] = (iJA

d J)(JB, JC)

+ J(LJA
JB, JC) + J(JB,LJA

JC). (2257)

یا،

LJA
[J(JB, JC)] = (iJA

d J)(JB, JC)

− (iJC
J)(LJA

JB) + (iJB
J)(LJA

JC). (2258)

نوشت. چنین میشود را این

LJA
[J(JB, JC)] = (d J)(JA, JB, JC)

− (iJC
J)(LJA

JB) + (iJB
J)(LJA

JC). (2259)
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میشود ،(2242) از استفاده با که،

LJA
[J(JB, JC)] = (d J)(JA, JB, JC)

− (dC)(LJA
JB) + (dB)(LJA

JC). (2260)

،v یِ ِ-برداری میدان- هر و u یِ ِ-برداری میدان- هر یِ برا

Lu v = −Lv u. (2101)

میشود (2100) پس

LJA
[J(JB, JC)] = (d J)(JA, JB, JC)

+ (dC)(LJB
JA)− (dB)(LJC

JA). (2261)

میدهد نتیجه ست، ͳلَیبنیتس ͳل ِ مشتق که این

LJB
[(dC) JA] = [LJB

(dC)] JA + (dC)(LJB
JA). (2262)

پس،

(dC)(LJB
JA) = LJB

[(dC) JA]− [LJB
(dC)] JA. (2263)

،(2249) از استفاده با

(dC) JA = {C,A}J,

= −{A,C}J. (2264)

میدهد نتیجه که

(dC) JA = −(dA) JC, (2265)
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یا،

(dC) JA = −LJC
A. (2266)

پس،

LJB
[(dC) JA] = −LJB

(LJC
A). (2267)

جمله، از میشود. جا-به-جا ͳبرون ِ مشتق با ͳل ِ مشتق

LJB
d = dLJB

. (2268)

پس،

[LJB
(dC)] JA = [d (LJB

C)] JA. (2269)

میشود ،(2249) از استفاده با که،

[LJB
(dC)] JA = {LJB

C,A}J. (2270)

،(2250) از استفاده با یا،

[LJB
(dC)] JA = {{C,B},A}J. (2271)

ترتیب، این به

(dC)(LJB
JA) = −LJB

(LJC
A)− {{C,B},A}J. (2272)

میشود (2261) پس

LJA
[J(JB, JC)] = (d J)(JA, JB, JC)− LJB

(LJC
A)− {{C,B}J,A}J

+ LJC
(LJB

A) + {{B,C}J,A}J. (2273)
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یا،

LJA
{B,C}J = (d J)(JA, JB, JC) + [LJC

,LJB
]A

+ 2 {{B,C}J,A}J. (2274)

میشود دیده (2250) از

LJA
{B,C}J = {{B,C}J,A}J. (2275)

البته، و

{{B,C}J,A}J = −LJ{B,C}J
A. (2276)

میشود. چنین (2274) پس

LJ{B,C}J
A = (d J)(JA, JB, JC) + [LJC

,LJB
]A. (2277)

میشود. چنین هم ِ-لیها مشتق- ِ جا-به-جاگر

[LJC
,LJB

] = LJC ⋄JB
. (2278)

میشود (2277) پس

LJ{B,C}J
A = (d J)(JA, JB, JC) + LJC ⋄JB

A. (2279)

میشود دیده

(d J)(JA, JB, JC) = −(iJB
iJC

d J)(JA). (2280)

،(2246) از استفاده با یا،

(d J)(JA, JB, JC) = LJ iJB
iJC

dJ A. (2281)
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میشود. چنین (2279) پس

LJ{B,C}J
A = LJ iJB

iJC
dJ A+ LJC ⋄JB

A. (2282)

پس، است. درست A هر یِ برا رابطه این

LJ{B,C}J
= LJ iJB

iJC
dJ + LJC ⋄JB

(2283)

میدهد نتیجه که

J{B,C}J
= J iJB

iJC
d J+ JC ⋄ JB. (2284)

،J یِ جا به J با

J{B,C} = JC ⋄ JB. (2122)

اگر تنها و اگر ،(J یِ جا به J (با میشود (2122) ان هم (2284) میشود دیده

J iJB
iJC

d J = 0. (2285)

با است همئرز است، وارون-پذیر J چون هم، این

iJB
iJC

d J = 0. (2286)

اگر تنها و اگر است، برقرار C هر و B هر یِ برا رابطه این و

d J = 0. (2287)

برمیئاورˆد: را (2122) یِ مانسته J پس

J{B,C}J
= JC ⋄ JB, (2288)

باشد. بسته J ͳیعن شود، براورده (2287) اگر تنها و اگر
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میشود دیده است. برقرار (2288) گیرم

J{A,{B,C}J}J
= J{B,C}J

⋄ JA,

= (JC ⋄ JB) ⋄ JA. (2289)

یا،

J{A,{B,C}J}J
= JA ⋄ (JB ⋄ JC). (2290)

برمیئاورˆد: را ͳیاکُب ِ اتحاد برداری یِ میدانها ِ جا-به-جاگر

0 = JA ⋄ (JB ⋄ JC) + JC ⋄ (JA ⋄ JB) + JB ⋄ (JC ⋄ JA). (2291)

پس،

0 = J{A,{B,C}J}J
+ J{C,{A,B}J}J

+ J{B,{C,A}J}J
. (2292)

یا،

0 = J{A,{B,C}J}J
+ J{C,{A,B}J}J

+ J{B,{C,A}J}J
. (2293)

ست، ͳخط عددی) یِ ضریبها (با X به نسبت JX چون و

0 = J{A,{B,C}J}J+{C,{A,B}J}J+{B,{C,A}J}J
. (2294)

میشود نتیجه ،(2241) با همراه این، از

0 = d
(
{A, {B,C}J}J + {C, {A,B}J}J + {B, {C,A}J}J

)
. (2295)

D ِ ثابت Έی ͳیعن (2295) یِ رابطه نیست. J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن) یِ (برا ͳیاکُب ِ اتحاد هنوز این

که هست

D = {A, {B,C}J}J + {C, {A,B}J}J + {B, {C,A}J}J. (2296)
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دارد. ͳΎبست C Bو و A به البته که است، ثابت Έی (2296) ِ راست ِ طرف باشند، چه هر C Bو و A

J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این با همراه ،(2296) از است. ثابتصفر این ͳیعن ͳیاکُب ِ اتحاد ِ برقرار-بودن

میشود نتیجه ست، ͳزنجیرئ تابعیها از Έی هر به نسبت

D = (∂a A) {xa, {B,C}J}J

+ {C, (∂a A) {xa,B}J}J + {B, (∂a A) {C, xa}J}J. (2297)

یا،

D = (∂a A) ({xa, {B,C}J}J + {C, {xa,B}J}J + {B, {C, xa}J}J)

+ {C, ∂a A}J {xa,B}J + {B, ∂a A}J {C, xa}J. (2298)

میشود که

D = (∂a A) ({xa, {B,C}J}J + {C, {xa,B}J}J + {B, {C, xa}J}J)

+ (∂d ∂a A) ({C, xd}J {xa,B}J + {B, xd}J {C, xa}J). (2299)

یا،

D = (∂a A) ({xa, {B,C}J}J + {B, {C, xa}J}J + {C, {xa,B}J}J)

+ (∂d ∂a A) ({B, xd}J {C, xa}J − {B, xa}J {C, xd}J). (2300)

است. پادمتقارن d و a به نسبت پرانتز ِ خُد و متقارن d و a به نسبت پرانتز ِ ضریب دوم، یِ جمله در

است: صفر دوم یِ جمله پس

0 = (∂d ∂a A) ({B, xd}J {C, xa}J − {B, xa}J {C, xd}J). (2301)

ترتیب، این به

D = (∂a A) ({xa, {B,C}J}J

+ {C, {xa,B}J}J + {B, {C, xa}J}J). (2302)
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یِ ثابتها میشود نتیجه است، ثابت C Bو و A یِ ͳسه-تابع هر یِ برا (2296) ِ راست ِ طرف که این از

که هستند ی Da
1

Da
1 = {xa, {B,C}J}J + {C, {xa,B}J}J + {B, {C, xa}J}J. (2303)

پس،

D = (∂a A)D
a
1 . (2304)

میدهد نتیجه که

0 = (∂d ∂a A)D
a
1 . (2305)

یِ ازا به جمله از است. درست A هر یِ برا بالا یِ رابطه و نیستند، وابسته A به ها Da
1

A =
1

2
(σb x

b) (σc x
c). (2306)

،A این با َند. ثابت ها σa که

∂d ∂a A = σd σa. (2307)

میشود (2305) یِ رابطه و

0 = σd (σa D
a
1). (2308)

میشود نتیجه بالا یِ رابطه از باشد، ناصفر ها σd از ی Έی ِ-کم دست- اگر

0 = σa D
a
1 . (2309)

(2309) باشند چه هر ها σ پس ست. ͳبدیه (2309) یِ رابطه که هم باشند صفر ها σd یِ همه اگر

َند: صفر ها Da
1 میشود نتیجه این از است. برقرار

0 = Da
1 . (2310)
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ترتیب، این به

0 = D. (2311)

است: برقرار ͳیاکُب ِ اتحاد ͳیعن هم این که

0 = {A, {B,C}J}J + {C, {A,B}J}J + {B, {C,A}J}J. (2312)

ست. ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن باشد، برقرار (2288) اگر پس

صورت، این در ست. ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن گیرم برعس،

{A, {B,C}J}J = {{A,B}J,C}J − {{A,C}J,B}J. (2313)

میشود ،(2250) از استفاده با که،

LJ{B,C}J
A = LJC

LJB
A− LJB

LJC
A. (2314)

،ͳیعن

LJ{B,C}J
A = [LJC

,LJB
]A. (2315)

پس، است. درست A هر یِ برا این

LJ{B,C}J
= [LJC

,LJB
]. (2316)

میشود ِ-لیها، مشتق- ِ جا-به-جاگر یِ رابطه ،(2278) از استفاده با که

LJ{B,C}J
= LJC ⋄JB

. (2317)

است. برقرار (2288) باشد، ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن اگر پس است. همئرز (2288) با هم این

قبلَن است. همئرز باشد ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این با (2288) ِ برقرار-بودن که این نتیجه

برقرار (2288) سه-گزاره: این پس است. همئرز باشد بسته J که این با (2288) ِ برقرار-بودن شد دیده



٣٧٩ � دلبخاه ِ مختصات و همتافته ِ دˇ-فرم 72

این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط جمله از َند. همئرز ست، ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن است، بسته J است،

باشد. بسته J که است این باشد داشته را j6 و j5 ِ همئرز یِ ویژگیها J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که

-J آن با همئرز یا باشد، بسته J ی وقت باشد؛ واورن-پذیر و پادمتقارن J اگر که این نتیجه

دارد را همتافته ِ دˇ-فرم یِ ویژگیها یِ همه J ِ ِ-دیفرانسیل دˇ-فرم- باشد؛ ͳیاکب کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

با لزومˆن J یِ مئلفیِها البته دارد. را کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ ویژگیها یِ همه هم J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن و

(نَ دلبخاه ی) (مختصات ای پایه در J یِ مئلف̃ها که باشد این علت شاید نیستند. یسان J یِ مئلف̃ها

یسان J یِ مئلف̃ها با J یِ مئلفیِها آنها با که هستند ی مختصات آیا اند. شده نوشته (Έکانُنی لزومˆن

که هستند ها، xa ی، مختصات ͳیعن پرسش، این به مثبت ِ جواب باشد؟

Ja b =
∂ xd

∂ xa
∂ xe

∂ xb
Jd e. (2318)

باشد: صفر باید هم راست ِ طرف ِ مشتق است، صفر چپ ِ طرف ِ مشتق چون صورت، این در

0 =

(
∂2 xd

∂ xc ∂ xa
∂ xe

∂ xb
+
∂ xd

∂ xa
∂2 xe

∂ xc ∂ xb

)
Jd e +

∂ xd

∂ xa
∂ xe

∂ xb
∂ Jd e

∂ xc
. (2319)

ست ͳکاف باشد. Ja b با برابر (2318) ِ چپ ِ طرف نیست لازم (2319) به رسیدن یِ برا واق΄ در

باشد صفر نقطه Έی در (2318) ِ چپ ِ طرف ِ مشتق اگر و باشد. صفر (2318) ِ چپ ِ طرف ِ مشتق

را J یِ مئلف̃ها از مشتق-گیری ،(2319) ِ راست ِ درطرف است. برقرار نقطه ان هم در (2319) هم،

پادمتقارن J که میبˆرم کار به را این هم اول یِ جمله در و مینویسم، x به نسبت مشتق-گیری ِ حسب بر

میشود چنین (2319) است.

0 =

(
∂2 xd

∂ xc ∂ xa
∂ xe

∂ xb
− ∂2 xd

∂ xc ∂ xb
∂ xe

∂ xa

)
Jd e +

∂ xd

∂ xa
∂ xe

∂ xb
∂ xf

∂ xc
∂ Jd e

∂ xf
. (2320)

است: صفر آن در c و b و a یِ شاخصها یِ دˇری ِ تبدیل از حاصل یِ جمله دˇ و پرانتز ِ مجموع

0 = +

(
∂2 xd

∂ xc ∂ xa
∂ xe

∂ xb
− ∂2 xd

∂ xc ∂ xb
∂ xe

∂ xa

)
+

(
∂2 xd

∂ xa ∂ xb
∂ xe

∂ xc
− ∂2 xd

∂ xa ∂ xc
∂ xe

∂ xb

)
+

(
∂2 xd

∂ xb ∂ xc
∂ xe

∂ xa
− ∂2 xd

∂ xb ∂ xa
∂ xe

∂ xc

)
. (2321)
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صفر هم آن در c و b و a یِ شاخصها یِ دˇری ِ تبدیل از حاصل یِ جمله دˇ و دوم یِ جمله ِ مجموع پس

است:

0 =

(
∂ xd

∂ xa
∂ xe

∂ xb
∂ xf

∂ xc
+
∂ xd

∂ xb
∂ xe

∂ xc
∂ xf

∂ xa
+
∂ xd

∂ xc
∂ xe

∂ xa
∂ xf

∂ xb

)
∂ Jd e

∂ xf
. (2322)

میشود شاخصها، ِ اسم ِ عضو-کردن با که،

0 =
∂ xd

∂ xa
∂ xe

∂ xb
∂ xf

∂ xc

(
∂ Jd e

∂ xf
+
∂ Je f
∂ xd

+
∂ Jf d

∂ xe

)
. (2323)

میشود. چنین (2323) پس است. وارون-پذیر x به نسبت x ِ مشتق

0 =
∂ Jd e

∂ xf
+
∂ Je f
∂ xd

+
∂ Jf d

∂ xe
. (2324)

میشود دیده

d J =
1

2

∂ Jd e

∂ xf
(d xf ) ∧ (d xd) ∧ (d xe). (2325)

یا،

d J =
1

6

(
∂ Jd e

∂ xf
+
∂ Je f
∂ xd

+
∂ Jf d

∂ xe

)
(d xf ) ∧ (d xd) ∧ (d xe). (2326)

لازم ِ شرط ͳیعن این است. بسته J که این به مینجامد: (2287) ان هم به ،(2324) از استفاده با که،

ِ مشتق که است این شود، صفر J یِ مئلف̃ها ِ مشتق نقطه Έی در که باشد چنان ی مختصات که این یِ برا

شود. صفر نقطه آن در J یِ ͳبرون

یِ ازا به و متقارن ِ دˇ-فرم هر یِ برا نیست: متقارن J که است مربوط این به شرط، این ِ لزوم

با البته کند. صفر نقطه آن در را دˇ-فرم آن یِ مئلف̃ها ِ مشتق که هست ی مختصات همیشه نقطه، هر

مˇضعˆن، ِ-کم دست- یا همه-جا، را دˇ-فرم آن یِ مئلف̃ها ِ مشتق نمیشود لزومˆن مختصات، ِ انتخاب

این است. لازم ͳاضاف ِ شرط Έی باشد، ͳشدن کار این که این یِ برا کرد. صفر ،ͳΎهمسای Έی در

متناظر یِ ِ-لوی-چیویتا هموستار- که است این است، وارون-پذیر دˇ-فرم آن یِ وقت ،ͳاضاف ِ شرط

باشد. تخت
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آن یِ مئلف̃ها ِ مشتق نمیشود لزومˆن مختصات، ِ انتخاب با نباشد، متقارن که ِ دˇ-فرم Έی یِ برا اما

دیفرانسیل) ِ دˇ-فرم Έی) پادمتقارن ِ دˇ-فرم Έی یِ برا جمله، از کرد. صفر نقطه Έی در حتا را دˇ-فرم

به کند، صفر نقطه آن در را دˇ-فرم آن یِ مئلف̃ها ِ مشتق که هست ی مختصات نقطه، Έی یِ ازا به و

باشد. صفر نقطه آن در دˇ-فرم آن یِ ͳبرون ِ مشتق که ی شرط

با که هستند ی مختصات آیا باشد، بسته ِ-دیفرانسیل دˇ-فرم- Έی اگر که است این پرسش Έی

Έی در مˇضعˆن، ِ-کم دست- یا همه-جا، که بل نقطه، Έی در فقط (نَ شوند ثابت دˇ-فرم یِ مئلف̃ها آنها

همسایͳΎ)؟

ِ انتخاب با آن، از بیش واق΄ در است. مثبت شد، خاهد دیده بعد یِ بخشها در که چنان جواب،

دراورد. هم خاص ی شل به را مئلف̃ها میشود مختصات

خاص ِ حالت دˆربو، یِ قضیه 73

که است رˇشن مینامم. Έکانُنی-J را َند یسان J یِ مئلف̃ها با J یِ مئلفیِها آنها با که ی مختصات

{xa, xb}J = Ja b. (2327)

ی وقت َند، Έکانُنی-J ها، xa مختصات، پس

{xa, xb}J = Ja b. (2328)

هستند ی مختصات «آیا پیش ِ بخش ِ پرسش این به پاس میΎوید خاص) ِ (حالت دربˇ یِ قضیه

است: مثبت باشد؟» یسان J یِ مئلف̃ها با آنها، با J یِ مئلفیِها که

دˇ- و است؛ واورن-پذیر و پادمتقارن ِ ماتریس Έی J گیرم خاص): ِ (حالت دربˇ یِ قضیه

اینصورت در یاکبͳست. آنJ-کروشه-یِ-پ̶و͈سˇن با همئرز یا است، بسته J ِ ِ-دیفرانسیل فرم-

َند. Έکانُنی-J که هستند مختصاتی (مˇضعˆن)

برمیئاورˆد. را دˆربو یِ قضیه یِ فرضها J گیرم میسازم. را Έکانُنی-J ِ مختصات اثبات، یِ برا

میدهم. نشان (2m) با را بˇعد این ست. زُج-بˇعدی ش اَ دامنه پس است، وارون-پذیر و پادمتقارن J

ِ مختصات ِ ساختن یِ برا است. (2m) با برابر تعریفشده) آن بر J که ای (خمینه P ِ بˇعد ترتیب این به
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میبˆرم: کار به استقرا قضیه) ِ (اثبات Έکانُنی-J

که چنان هست، ،(y1(n), . . . , y
2m
(n) ) ی، مختصات (n ≤ m) با n یِ برا :An ِ حم

ya(n)(x0) = 0. (2329)

{yan), y
b
(n)}J = J̀a b, {[a ≤ (2n)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2330)

{ya(n), y
b
(n)}J = 0, {[a > (2n)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2331)

ya(n) = ya(n−1), a ≤ (2n− 2). (2332)

است: J یِ باز-آراسته Έی J̀ که

J̀ � � = 1⊗ J2×2. (2333)

J2×2 =

 0 1

−1 0

 . (2334)

میشود دیده

J � � = J2×2 ⊗ 1. (2335)

ست. ͳبدیه A0 کنم. ثابت n بر استقرا با را An میخاهم میشود. نتیجه Am از دˆربو، یِ قضیه ِ حم

انجام (n < m) یِ برا اثبات این که است رˇشن کنم. ثابت را An+1 میوشم و مینم فرض را An

باشد. m از نابزرگتر هم (n+ 1) تا میشود،

را v یِ برداری ِ میدان و p یِ ͳتابع میبˆرم. کار به را (y1(n), . . . , y
2m
(n) ) ِ مختصات مئلف̃ها یِ برا

مینم. تعریف چنین

p = y2n+2
(n) . (2336)

v = Jd p. (2337)

نوشت. چنین میشود را (2337) البته و

v = Jp. (2338)
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میشود دیده

va = (d ya(n)) v,

= J(d ya(n),d y
2n+2
(n) ). (2339)

،ͳیعن که

va = Ja (2n+2). (2340)

جمله، از

v2n+2 = 0. (2341)

J و نیست صفر (d y2n+2
(n) ) چون است. مختصات از ی Έی y2n+2

(n) چون نیست، صفر (d y2n+2
(n) )

همچنین، است. ناصفر v یِ مئلف̃ها از ی Έی ِ-کم دست- پس نیست. صفر v است، وارون-پذیر

va = (d ya(n)) v,

= {ya(n), y
2n+2
(n) }J. (2342)

میدهد نشان است، درست n یِ ازا به استقرا ِ فرض ِ اساس بر که ،(2331) یِ رابطه پس

va = 0, a ≤ (2n). (2343)

ناصفر ی Έی ِ-کم دست- ،v2m تا v2n+3 و ،v2n+1 ِ بین میدهد نتیجه ،(2341) با همراه این،

ها، ya(n) یِ شاخصها لزوم ِ صورت (در گرفت ناصفر را v2n+1 میشود کلیت از کاستن ِ بدون است.

مینم): جا-به-جا را (2n+ 2) ِ شاخص و (2n) تا 1 یِ شاخصها جز

v2n+1 ̸= 0. (2344)

کرد: ناصفر را v2n+1(x0) میشود واق΄ در

v2n+1(x0) ̸= 0. (2345)
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با A یِ ͳتابع است. برقرار x0 از ͳΎهمسای Έی در (2344) میدهد نتیجه ،ͳΎپیوست ِ خاطر به این، و

مینم. تعریف چنین را (R× P) یِ دامنه

A(t, x) = y2n+1
(n) {[fl(−t v)](x)}. (2346)

نوشت. چنین میشود را رابطه این

A(t, x) = {[fl(t v)]∗ y2n+1
(n) }(x). (2347)

میشود دیده

A(0, x) = y2n+1
(n) (x). (2348)

جمله، از

A(0, x0) = 0. (2349)

همچنین،

(
0

D(0) A)(t, x) = −
(
(D y2n+1

(n) ){[fl(−t v)](x)}
)

(
v{[fl(−t v)](x)}

)
. (2350)

یا،

(
0

D(0) A)(t, x) = −v2n+1{[fl(−t v)](x)}. (2351)

جمله، از

(
0

D(0) A)(0, x) = −v2n+1(x). (2352)

میشود دیده (2351) و (2344) از

(
0

D(0) A)(t, x) ̸= 0. (2353)
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نسبت جواب و دارد، جواب t یِ برا زیر یِ معادله میشود دیده ،ͳضمن-ِ تاب΄- یِ قضیه با همراه این، از

است. هموار x به

0
ns
= A(t, x). (2354)

مینم. تعریف رابطه این با را q یِ ͳتابع

0 = A[q(x), x]. (2355)

میشود دیده جمله از

q(x0) = 0. (2356)

میΎیرم: مشتق مختصات به نسبت (2355) از

0 = (
0

D(0) A)
∂ q

∂ ya(n)
+ (

0

D(1) A) e(n) a. (2357)

دیده (2353) از است. (y1(n), . . . , y
2m
(n) ) ِ مختصات با متناظر یِ ͳمختصات یِ میدان-پایه e(n) که

ترتیب، این به نیست. صفر ya(n) به نسبت q ِ مشتق ِ ضریب میشود

∂ q

∂ ya(n)
= −

(
0

D(1) A) e(n) a
0

D(0) A
. (2358)

میشود دیده (2356) از مینویسم. x0 در را رابطه این

(
0

D(1) A)[q(x0), x0] = (
0

D(1) A)(0, x0). (2359)

میشود دیده هم (2348) از

(
0

D(1) A)(0, x) = (D y2n+1
(n) )(x0). (2360)

ترتیب، این به

(
0

D(1) A)[q(x0), x0] = (D y2n+1
(n) )(x0). (2361)
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میشود. چنین x0 یِ نقطه در (2358) )و
∂ q

∂ ya(n)

)
(x0) =

δ2n+1
a

v2n+1(x0)
. (2362)

مینم. تعریف چنین را ỹ′2m تا ỹ′1 یِ تابعیها

ỹ′a = ya(n), a ≤ (2n). (2363)

ỹ′2n+1 = q. (2364)

ỹ′2n+2 = p. (2365)

ỹ′a = ya(n), a > (2n+ 2). (2366)

میشود دیده ،(2362) از استفاده با و اینها، )از
∂ ỹ′a

∂ yb(n)

)
(x0) = da δab . (2367)

که

d2n+1 =
1

v2n+1(x0)
. (2368)

da = 1, a ̸= (2n+ 1). (2369)

،ͳماتریس ِ شل به

∂ (ỹ′1, . . . , ỹ′2m)

∂ (y1(n), . . . , y
2m
(n) )

(x0)

=


1(2n)×(2n) 0(2n)×1 0(2n)×(2m−2n−1)

01×(2n) [v2n+1(x0)]
−1 01×(2m−2n−1)

0(2m−2n−1)×(2n) 0(2m−2n−1)×1 1(2m−2n−1)×(2m−2n−1)

 . (2370)

است؛ وارون-پذیر x0 در ،(y1(n), . . . , y
2m
(n) ) به نسبت (ỹ

′1, . . . , ỹ′2m) ِ مشتق ِ ماتریس ترتیب این به

(ỹ′1, . . . , ỹ′2m) ͳیعن این است. وارون-پذیر هم x0 از ͳΎهمسایΈی در (ͳΎپیوست از استفاده پس(با

گرفت. مختصات میشود را
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میشود دیده

fl(−t v) = {fl[−(t+ s) v]} ◦ [fl(s v)]. (2371)

پس،

A(t, x) = A{t+ s, [fl(s v)](x)}. (2372)

میدهد نتیجه (2355) ترتیب این به

0 = A{q(x) + s, [fl(s v)](x)}. (2373)

همچنین،

0 = A
(
q{[fl(s v)](x)}, [fl(s v)](x)

)
. (2374)

میشود نتیجه (2374) و (2373) از

q{[fl(s v)](x)} = q(x) + s. (2375)

ترتیب، این به

D
(
q{[fl(� v)](x)}

)
= 1. (2376)

جمله، از

[
D
(
q{[fl(� v)](x)}

)]
(0) = 1. (2377)

ͳیعن هم این

Lv q = 1. (2378)
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یا،

(d q) v = 1. (2379)

میشود ،(2337) از استفاده با که،

J(d q,d p) = 1. (2380)

یا،

{q, p}J = 1. (2381)

مینم. تعریف چنین را u یِ برداری ِ میدان

u = Jd q. (2382)

یا،

u = Jq. (2383)

میشود دیده

(d p) u = {p, q}J. (2384)

میشود ،(2381) از استفاده با که،

(d p) u = −1. (2385)

یا،

Lu p = −1. (2386)

ͳیعن هم این

p{[fl(s u)](x)} = p(x)− s. (2387)
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همچنین،

Lu q = (d q) u,

= {q, q}J. (2388)

میدهد نتیجه که

Lu q = 0. (2389)

یا،

q{[fl(s u)](x)} = q(x). (2390)

آن، با مشابه و

Lv p = (d p) v,

= {p, p}J. (2391)

میدهد نتیجه که

Lv p = 0. (2392)

یا،

p{[fl(t v)](x)} = p(x). (2393)

سرانجام،

u ⋄ v = Jq ⋄ Jp,

= J{p,q}J
. (2394)
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اما،

J{p,q}J
= Jd {p, q}J. (2395)

میشود دیده (2381) از

{p, q}J = −1. (2396)

پس،

d {p, q}J = 0. (2397)

و

u ⋄ v = 0. (2398)

میشود نتیجه این از

[fl(s u)] ◦ [fl(t v)] = fl(s u+ t v). (2399)

[fl(t v)] ◦ [fl(s u)] = fl(s u+ t v). (2400)

میشود دیده ،(2398) و (2393) و (2390) و (2387) و (2375) و اینها از استفاده با

q{[fl(s u+ t v)](x)} = q(x) + t. (2401)

p{[fl(s u+ t v)](x)} = p(x)− s. (2402)

نوشت. چنین را آنها میشود که

q
(
{[fl(s u)] ◦ [fl(t v)]}(x)

)
= q(x) + t. (2403)

p
(
{[fl(s u)] ◦ [fl(t v)]}(x)

)
= p(x)− s. (2404)
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یا،

q
(
{[fl(t v)] ◦ [fl(s u)]}(x)

)
= q(x) + t. (2405)

p
(
{[fl(t v)] ◦ [fl(s u)]}(x)

)
= p(x)− s. (2406)

مینم. تعریف چنین را B ِ تاب΄

B(x) =
(
fl{[p(x)] u− [q(x)] v}

)
(x). (2407)

میشود دیده جمله از

B(x0) = x0. (2408)

نشان x′ با را [fl(s u+ t v)](x) مختصر-نوشتن، یِ برا مینم. ͳبررس را fl(s u+ t v) با B ِ ترکیب

میدهم:

x′ = [fl(s u+ t v)](x). (2409)

میشوند (2402) و (2401) ِ روابط

q(x′) = q(x) + t. (2410)

p(x′) = p(x)− s. (2411)

پس،

B(x′) =
(
fl{[p(x)− s] u− [q(x) + t] v}

)
(x′). (2412)

یا،

B(x′) =
[(

fl{[p(x)] u− [q(x)] v}
)
◦ [fl(−s u− t v)]

]
(x′). (2413)

میشود که

B(x′) =
(
fl{[p(x)] u− [q(x)] v}

)
{[fl(−s u− t v)](x′)}. (2414)
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،ͳیعن

B(x′) = B(x). (2415)

نوشت. چنین میشود را آخر یِ نتیجه میشوند. جا-به-جا هم با v و u که رفته کار به این بالا ِ روابط در

B ◦ [fl(s u+ t v)] = B. (2416)

نوشت. چنین را آن میشود که

[fl(s u+ t v)]∗B = B. (2417)

میشود نتیجه هم این از و

[fl(s u+ t v)]∗B = B. (2418)

x یِ وقت میشود دیده َند، صفر p(x0) و q(x0) که این با همراه ،(2407) یِ رابطه ،B ِ تعریف از

است، x0 ِ Έنزدی

ya(n)[B(x)] = ya(n)(x) + [p(x)] ua(x0)− [q(x)] va(x0) + o(h). (2419)

که،

ha = ya(n)(x)− y
a
(n)(x0). (2420)

میشود دیده هم (2362) و (2356) از است. y2n+2
(n) ان هم p

q(x) =
y2n+1
(n) (x)

v2n+1(x0)
+ o(h). (2421)

پس،

ya(n)[B(x)] = ya(n)(x) + [y2n+2(x)] ua(x0)− [y2n+1(x)]
va(x0)

v2n+1(x0)

+ o(h). (2422)
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میشود نتیجه همچنین (2362) از

(d q)(x0) =
(d y2n+1

(n) )(x0)

v2n+1(x0)
. (2423)

میدهد نتیجه ،(2381) با همراه این،

ua(x0) =
Ja (2n+1)(x0)

v2n+1(x0)
. (2424)

میشود (2337)نتیجه از مشابه، ی شل به

va(x0) = Ja (2n+2)(x0). (2425)

میشود. چنین (2422) یِ رابطه ترتیب، این به

ya(n)[B(x)] = ya(n)(x) +
[Ja 2n+1(x0)] y

2n+2
(n) (x)− [Ja (2n+2)(x0)] y

2n+1(x)

J(2n+1) (2n+2)(x0)

+ o(h). (2426)

میشود دیده است، پادمتقارن J که این به توجه با و اینجا، از

∂ (ya(n) ◦B)

∂ yb(n)
= δab , a ≤ (2n). (2427)

∂ (y2n+1
(n) ◦B)

∂ yb(n)
= 0. (2428)

∂ (y2n+2
(n) ◦B)

∂ yb(n)
= 0. (2429)

∂ (ya(n) ◦B)

∂ yb(n)
= δab , a > (2n+ 2). (2430)

،ͳماتریس ِ شل به

∂ [(y1(n) ◦B), . . . , (y2m
(n) ◦B)]

∂ (y1(n), . . . , y
2m
(n) )

(x0)

=


1(2n)×(2n) 0(2n)×2 0(2n)×(2m−2n−2)

02×(2n) 02×2 02×(2m−2n−2)

0(2m−2n−2)×(2n) 0(2m−2n−2)×2 1(2m−2n−2)×(2m−2n−2)

 . (2431)
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مینم. تعریف چنین را y2m
(n+1) تا y

1
(n+1) یِ تابعیها

ya(n+1)(x) = ya(n), a ≤ (2n). (2432)

y2n+1
(n+1)(x) = q(x). (2433)

y2n+2
(n+1)(x) = p(x). (2434)

ya(n+1)(x) = ya(n)[B(x)], a > (2n+ 2). (2435)

که است رˇشن

ya(n+1)(x0) = 0. (2436)

میشود دیده (2362) )از
∂ y2n+1

(n+1)

∂ ya(n)

)
(x0) =

δ2n+1
a

v2n+1(x0)
. (2437)

که است رˇشن هم p و y2+2
(n+1) ِ تعریف از

(
∂ y2n+2

(n+1)

∂ ya(n)

)
(x0) = δ2n+2

a . (2438)

ترتیب، این )به
∂ ya(n+1)

∂ yb(n)

)
(x0) = da δab . (2439)

،ͳماتریس ِ شل به شده. تعریف (2369) و (2368) ِ روابط با که است ان هم d که

∂ (y1(n+1), . . . , ỹ
2m
(n+1))

∂ (y1(n), . . . , y
2m
(n) )

(x0)

=


1(2n)×(2n) 0(2n)×1 0(2n)×(2m−2n−1)

01×(2n) [v2n+1(x0)]
−1 01×(2m−2n−1)

0(2m−2n−1)×(2n) 0(2m−2n−1)×1 1(2m−2n−1)×(2m−2n−1)

 . (2440)
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میشود دیده واق΄ در

∂ (y1(n+1), . . . , y
2m
(n+1))

∂ (y1(n), . . . , y
2m
(n) )

(x0) =
∂ (ỹ′1, . . . , ỹ′2m)

∂ (y1(n), . . . , y
2m
(n) )

(x0). (2441)

یا،

∂ (y1(n+1), . . . , y
2m
(n+1))

∂ (ỹ′1, . . . , ỹ′2m)
= 1(2m)×(2m). (2442)

وارون- x0 در ،(y1(n), . . . , y
2m
(n) ) به نسبت (y

1
(n+1), . . . , y

2m
(n+1)) ِ مشتق ِ ماتریس ترتیب این به

ͳیعن این است. وارون-پذیر هم x0 از ͳΎهمسای Έی در (ͳΎپیوست از استفاده (با پس است؛ پذیر

گرفت. مختصات میشود را (y1(n+1), . . . , y
2m
(n+1))

میشود دیده (2435) و (2416) از

ya(n+1){[fl(s u+ t v)](x)} = ya(n+1)(x), a > (2n+ 2). (2443)

،ͳیعن هم این

Lu y
a
(n+1) = 0, a > (2n+ 2). (2444)

Lv y
a
(n+1) = 0, a > (2n+ 2). (2445)

یا،

(d ya(n+1)) u = 0, a > (2n+ 2). (2446)

(d ya(n+1)) v = 0, a > (2n+ 2). (2447)

میشوند ،v و u ِ تعریف از استفاده با که،

{ya(n+1), q}J = 0, a > (2n+ 2). (2448)

{ya(n+1), p}J = 0, a > (2n+ 2). (2449)

نوشت. چنین میشود را (2381) یِ رابطه

{y2n+1
(n+1), y

2n+2
(n+1)}J = 1. (2450)



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی ٣٩۶

میشوند. چنین هم (2449) و (2448) ِ روابط

{ya(n+1), y
2n+1
(n+1)}J = 0, a > (2n+ 2). (2451)

{ya(n+1), y
2n+2
(n+1)}J = 0, a > (2n+ 2). (2452)

میشود دیده (2434) و (2336) از

y2n+2
(n+1) = y2n+2

(n) . (2453)

میشود دیده استقرا، ِ فرض با همراه ،(2432) و این از

{y2n+2
(n+1), y

b
(n+1)}J = 0, b ≤ (2n). (2454)

مینم. تعریف چنین ،(2n) از نابزرگتر یِ ها b یِ برا را، wb

wb = Jyb
(n+1)

, b ≤ (2n). (2455)

یا،

wb = J (d yb(n+1)), b ≤ (2n). (2456)

نوشت. چنین میشود را اینها که است رˇشن

wb = Jyb
(n)
, b ≤ (2n). (2457)

یا،

wb = J (d yb(n)), b ≤ (2n). (2458)

میشود نتیجه ،v ِ تعریف و (2454) یِ رابطه با همراه تعریف، این از

wb ⋄ v = 0, b ≤ (2n). (2459)



٣٩٧ � خاص ِ حالت دˆربو، یِ قضیه 73

میشود دیده همچنین استقرا، ِ فرض با همراه ،(2458) یا (2457) یِ رابطه ،wb ِ تعریف از

Lwb y2n+1
(n) = 0, b ≤ (2n). (2460)

مینم: ͳبررس ،(2n) از نابزرگتر یِ ها b یِ برا را، fl(swb) با A ِ ترکیب

A{t, [fl(swb)](x)} = y2n+1
(n)

(
[fl(−t v)]{[fl(swb)](x)}

)
. (2461)

یا،

A{t, [fl(swb)](x)} = {y2n+1
(n) ◦ [fl(−t v)] ◦ [fl(swb)]}(x). (2462)

میدهد نتیجه (2459) یِ رابطه

[fl(−t v)] ◦ [fl(swb)] = [fl(swb)] ◦ [fl(−t v)], b ≤ (2n). (2463)

میدهد نتیجه هم (2460) یِ رابطه

y2n+1
(n) ◦ [fl(swb)] = y2n+1

(n) , b ≤ (2n). (2464)

پس،

y2n+1
(n) ◦ [fl(−t v)] ◦ [fl(swb)] = y2n+1

(n) ◦ [fl(−t v)], b ≤ (2n). (2465)

میدهد نتیجه که

A{t, [fl(swb)](x)} = {y2n+1
(n) ◦ [fl(−t v)]}(x), b ≤ (2n). (2466)

یا،

A{t, [fl(swb)](x)} = A(t, x), b ≤ (2n). (2467)

جمله، از

A{q(x), [fl(swb)](x)} = A[q(x), x], b ≤ (2n). (2468)
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که این نتیجه

A{q(x), [fl(swb)](x)} = 0, b ≤ (2n). (2469)

،ͳیعن که

q{[fl(swb)](x)} = q(x), b ≤ (2n). (2470)

ͳیعن هم این

Lwb q = 0, b ≤ (2n). (2471)

ترتیب، این به

{y2n+1
(n+1), y

b
(n+1)}J = 0, b ≤ (2n). (2472)

با است همئرز که

wb ⋄ u = 0, b ≤ (2n). (2473)

شد معلوم

{q, yb(n+1)}J = 0, b ≤ (2n). (2474)

{p, yb(n+1)}J = 0, b ≤ (2n). (2475)

یا،

Lwb q = 0, b ≤ (2n). (2476)

Lwb p = 0, b ≤ (2n). (2477)

مینم: ͳبررس ،(2n) از نابزرگتر یِ ها b یِ برا را، fl(swb) با B ِ ترکیب

{B ◦ [fl(swb)]}(x) =
{
fl
[(

p{[fl(swb)](x)}
)
u

−
(
q{[fl(swb)](x)}

)
v
]}
{[fl(swb)](x)}. (2478)
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یا،

{B ◦ [fl(swb)]}(x) =
({

fl
[(
{p ◦ [fl(swb)]}(x)

)
u

−
(
{q ◦ [fl(swb)]}(x)

)
v
]}
◦ [fl(swb)]

)
(x). (2479)

میشود نتیجه (2477) و (2476) از

q ◦ [fl(swb)] = q, b ≤ (2n). (2480)

p ◦ [fl(swb)] = p, b ≤ (2n). (2481)

پس،

{B ◦ [fl(swb)]}(x) =
[(

fl{[p(x)] u− [q(x)] v}
)
◦ [fl(swb)]

]
(x),

b ≤ (2n). (2482)

،(2473) و (2459) ِ روابط میشود؛ جا-به-جا u و v با wb باشد، (2n) از نابزرگتر b اگر چون؛ و

{B ◦ [fl(swb)]}(x) =
[
[fl(swb)] ◦

(
fl{[p(x)] u− [q′(x)] v}

)]
(x),

b ≤ (2n). (2483)

ͳیعن هم این

B ◦ [fl(swb)] = [fl(swb)] ◦B, b ≤ (2n). (2484)

از بزرگتر یِ ها a و (2n) از نابزرگتر یِ ها b یِ برا را، fl(swb) با ya(n+1) ِ ترکیب سرانجام،

میشود (2435) یِ رابطه مینم. ͳبررس ،(2n+ 2)

ya(n+1) = ya(n) ◦B, a > (2n+ 2). (2485)

ترتیب، این به

ya(n+1) ◦ [fl(sw
b)] = ya(n) ◦B ◦ [fl(sw

b)], a > (2n+ 2). (2486)
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میشود ،(2484) از استفاده با که،

ya(n+1) ◦ [fl(sw
b)] = ya(n) ◦ [fl(sw

b)] ◦B,

{[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2487)

میشود دیده همچنین استقرا، ِ فرض با همراه ،(2458) یا (2457) یِ رابطه ،wb ِ تعریف از

Lwb ya(n) = 0, {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2488)

ترتیب، این به

ya(n) ◦ [fl(sw
b)] = ya(n), {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2489)

میدهد نتیجه که

ya(n+1) ◦ [fl(sw
b)] = ya(n) ◦B, {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2490)

اینجا، از و

ya(n+1) ◦ [fl(sw
b)] = ya(n+1), {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2491)

ͳیعن هم این

Lwb ya(n+1) = 0, {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2492)

پس،

{ya(n+1), y
b
(n+1)}J = 0, {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2493)

میشود نتیجه ،(2452) و (2451) ِ روابط با همراه این، از

{ya(n+1), y
b
(n+1)}J = 0, {[a > (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n+ 2)]}. (2494)



۴٠١ � ͳکل ِ حالت دˆربو، یِ قضیه 74

میشود نتیجه هم ،(2472) و (2454) و (2450) ِ روابط با همراه استقرا، ِ فرض از

{ya(n+1), y
b
(n+1)}J = J̀a b, {[a ≤ (2n+ 2)] ∧ [b ≤ (2n+ 2)]}. (2495)

میدهند. نشان را استقرا ِ حم اینها

که است. درست Am جمله از شد. ثابت (0 ≤ n ≤ m) با دلبخاه، ِ n یِ برا An ترتیب این به

میدهد. نشان را خاص) ِ حالت (در دˆربو یِ قضیه ِ حم هم این

که چنان هست، ،(y1(m), . . . , y
2m
(m)) ی، مختصات (مˇضعˆن) که این نتیجه

ya(m)(x0) = 0. (2496)

{ya(m), y
b
(m)}J = J̀a b. (2497)

مینم. تعریف چنین را pm تا p1 و ،qm تا q1 نوشت. مان-تانه یِ یΈاسم-گذاری با میشود را اینها

qi = y2 i−1
(m) , i ≤ m. (2498)

pi = y2 i
(m), i ≤ m. (2499)

میشوند. چنین کروشه-یِ-پˇو͈سˇنها

{qi, qj} = 0. (1782)

{qi, pj} = δij . (1783)

{pi, pj} = 0. (1784)

دلبخاه ی مختصات در که است، کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ان هم واق΄ در J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ترتیب، این به

شده. نوشته (Έکانُنی لزومˆن (نَ

ͳکل ِ حالت دˆربو، یِ قضیه 74

وارون- ِ شرط است. واورن-پذیر و پادمتقارن که شد تعریف J ِ ماتریس Έی با J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

تعریف چنین را آن و میدهم، نشان {A,B}J با را B و A ِ J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن میدارم. بر را پذیری
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مینم.

{A,B}J = Ja b ∂ A

∂ xa
∂B

∂ xb
. (2247)

J بر را شرط این نیست. ͳیاکُب شده تعریف (2247) با که ی J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ،ͳکل ِ حالت در

باشد: ͳیاکُب شده تعریف (2247) با که ی J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که میΎذارم

0 = {A, {B,C}J}J + {C, {A,B}J}J + {B, {C,A}J}J. (2312)

(نسبت تعریفشده (2247) با که ی J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این با است همئرز شرط این که است رˇشن

ست: ͳلَیبنیتس ضرب) یِ جا (به کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با تابعیها)، از Έی هر به

{A, {B,C}J}J = {{A,B}J,C}J − {{A,C}J,B}J. (2313)

شده، تعریف (2247) با که ی J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن میشود دیده

است. پادمتقارن k1

ست. ͳخط تابعیها) از Έی هر به (نسبت k2

ست. ͳزنجیرئ تابعیها) از Έی هر به (نسبت k3

ست. ͳلَیبنیتس تابعیها) از Έی هر به (نسبت k4

ست. ͳلَیبنیتس ضرب) یِ جا (به کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با تابعیها)، از Έی هر به (نسبت k5

برمیئاورˆد). را ͳیاکُب ِ (اتحاد ست ͳیاکُب k6

است: J بر شرط Έی باشد، ͳیاکُب شده تعریف (2247) با که ی J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این

با است همئرز (2312) یِ رابطه

0 =

(
Ja d ∂ J

b c

∂ xd
+ Jc d

∂ Ja b

∂ xd
+ Jb d

∂ Jc a

∂ xd

)
∂ A

∂ xa
∂B

∂ xb
∂ C

∂ xc
. (2500)
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نیستند. J یِ مئلف̃ها ِ مشتق ِ شامل که هستند هم ی جملات (2312) ِ راست ِ طرف در واق΄ در

ِ یاکُبͳ-بودن ِ اثبات یِ برا که ست ی آن ِ مشابه ی استدلال است. صفر جملات آن ِ مجموع اما

C و B و A یِ تابعیها یِ همه یِ ازا به (2312) که این ترتیب، این به رفت. کار به کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

هم این شود. براورده C Bو و A یِ تابعیها یِ همه یِ ازا به (2500) که این با است همئرز شود براورده

با است همئرز

0 = Ja d ∂ J
b c

∂ xd
+ Jc d

∂ Ja b

∂ xd
+ Jb d

∂ Jc a

∂ xd
. (2501)

تعریف پایین ِ شاخص با J است، وارون-پذیر J نشده فرض چون اما میبرم. بالا J با را شاخصها

تعریف چنین را آن و میدهم نشان JA با هم را A ِ تاب΄ بر J ِ اثر نمیئاورم. پایین را شاخصها و ام نرده

مینم.

JaA = Ja b ∂ A

∂ xb
. (2240)

باشد، یΈ-فرم Έی σ اگر میشود دیده بود، وارون-پذیر J که ی حالت با مشابه

σ JA = J(σ,dA). (2243)

یا،

σ JA = −J(dA, σ). (2244)

،ͳیعن که

σ JA = −(dA) (Jσ). (2245)

یا،

σ JA = −LJσ A. (2246)

همچنین،

{A,B}J =
∂ A

∂ xa
JaB. (2248)
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بسته،

{A,B}J = (dA) JB. (2249)

نوشت. چنین میشود را این البته و

{A,B}J = LJB
A. (2250)

از استفاده با هم، این است. برقرار (2313) میشود نتیجه ست، ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این از

میشود ،(2250)

LJ{B,C}J
A = LJC

LJB
A− LJB

LJC
A. (2314)

،ͳیعن

LJ{B,C}J
A = [LJC

,LJB
]A. (2315)

پس، است. درست A هر یِ برا این

LJ{B,C}J
= [LJC

,LJB
]. (2316)

میدهد نتیجه ِ-لیها مشتق- ِ جا-به-جاگر یِ رابطه

[LJC
,LJB

] = LJC ⋄JB
. (2278)

میشود. چنین (2316) ترتیب، این به

LJ{B,C}J
= LJC ⋄JB

. (2317)

:(2288) با هم این

J{B,C}J
= JC ⋄ JB, (2288)
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است. برقرار (2288) باشد، ͳیاکُب J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن اگر پس است. همئرز

که است رˇشن

{xa, xb}J = Ja b. (2327)

ها، x′a دیΎر، ی مختصات با و

{x′a, x′b}J = Ja
′ b′ . (2502)

که،

Ja
′ b′ =

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (2503)

ِ ماتریس نباشد، وارون-پذیر ِ-پریم) بدون- ِ مختصات با متناظر یِ (پایه پایه Έی در J ِ ماتریس اگر

هم پریم-دار ِ مختصات با متناظر یِ پایه در J ِ ماتریس جمله از نیست، وارون-پذیر ای پایه Ϳهی در J

براورند، را رابطه این ͳیعن باشند. Έکانُنی که نیستند ها) xa) ی مختصات پس نیست. واورن-پذیر

{xa, xb}J = Ja b. (2328)

پادمتقارن ی ماتریس را
˙
J دراید. J ِ ماتریس ِ شل به J ِ ماتریس آن در که نیست ای پایه واق΄ در

که چنان مینم، تعریف

˙
Ja b = Ja b, {[a ≤ (2m)] ∧ [b ≤ (2m)]}. (2504)

˙
Ja b = 0, a > (2m). (2505)

،ͳماتریس ِ شل به

˙
J � � =

(J � �)(2m)×(2m) 0(2m)×n0

0n0×(2m) 0n0×n0

 . (2506)

است.
˙
J یِ هسته ِ بˇعد n0 که

یِ قضیه مینامم. J-کانُنیΈ-وار را َند یسان
˙
J یِ مئلف̃ها با J یِ مئلفیِها آنها با که ی مختصات

َند. کانُنیΈ-وار که هستند ی مختصات میΎوید (ͳکل ِ (حالت دربˇ
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زُج J یِ رتبه همچنان اما باشد. زُج J یِ دامنه ِ بˇعد نیست لازم نیست، وارون-پذیر لزومˆن J چون

میدهم: نشان (2m) با را J یِ رتبه است.

rank(J) = 2m. (2507)

ِ بˇعد است. n شده) تعریف آن بر J که ای (خمینه P ِ بˇعد پس میدهم. نشان n با را J یِ دامنه ِ بˇعد

ی حالت نباشد. ثابت اَش هسته ِ بˇعد است ممن و است، نقطه ِ تاب΄ J ندارد. ͳΎبست پایه به J یِ هسته

J یِ رتبه است. ثابت مˇضعˆن) ِ-کم (دست- J یِ هسته ِ بˇعد ͳیعن نیست. چنین که مینم ͳبررس را

است: J یِ هسته ِ بˇعد یِ منها J یِ دامنه ِ بˇعد با برابر

dim[img(J)] = dim[dom(J)]− dim[ker(J)]. (2508)

میدهم: نشان n0 با را dim[ker(J)]

dim[ker(J)] = n0. (2509)

ترتیب، این به

2m = n− n0. (2510)

َند. ثابت m و n0 و n که

(مˇضعˆن) J یِ هسته ِ است،ب̶عد پادمتقارن ِ ماتریس Έی J گیرم :(ͳکل ِ (حالت دربˇ یِ قضیه

که مختصاتیهستند اینصورت(مˇضعˆن) در یاکبͳست. J-کروشه-یِ-پ̶و͈سˇن و ثابتاست،

َند. J-کانُنیΈ-وار

که است ان هم اثبات از ی بخش میسازم. را J-کانُنیΈ-وار ِ مختصات اثبات، یِ برا هم اینجا

رفت.: کار به خاص ِ حالت در دˆربو یِ قضیه ِ اثبات یِ برا
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که چنان هست، ،(y1(n), . . . , y
n
(n)) ی، مختصات (0 ≤ n ≤ m) با n یِ برا :An ِ حم

ya(n)(x0) = 0. (2329)

{yan), y
b
(n)}J = J̀a b, {[a ≤ (2n)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2330)

{ya(n), y
b
(n)}J = 0, {[a > (2n)] ∧ [b ≤ (2n)]}. (2331)

ya(n) = ya(n−1), a ≤ (2n− 2). (2332)

است: J یِ باز-آراسته Έی J̀ که

J̀ � � = 1⊗ J2×2. (2333)

J2×2 =

 0 1

−1 0

 . (2334)

کار به J یِ وارون-پذیری آن در چون مینَد، کار هم اینجا اثبات آن شد. ثابت پیش ِ بخش در An

را (ͳکل ِ حالت (در دˆربو یِ قضیه ِ حم هنوز این است. درست Am هم اینجا ترتیب این به نرفته.

شود داده نشان این بر علاوه اگر میشود، ثابت (ͳکل ِ حالت (در دˆربو یِ قضیه ِ حم نمیدهد. نشان

{ya(m), y
b
(m)}J = 0, {[a > (2m)] ∧ [b > (2m)]}. (2511)

پس است. J یِ دامنه یِ برا پایه Έی {(a,d ya(m)) | a} مینم. ͳبررس را J یِ هسته کار، این یِ برا

c اگر پس نوشت. {(a,d ya(m)) | a} از ͳخط ِ ترکیب Έی ِ شل به میشود را J یِ هسته ِ عضو هر

باشد، J یِ هسته در

c = ca d y
a
(m). (2512)

میشود دیده

(d y2 j
(m)) (J c) = −c2 j−1, j ≤ m. (2513)

(d y2 j−1
(m) ) (J c) = c2 j , j ≤ m. (2514)
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میدهد نتیجه که است. صفر بالا ِ روابط ِ چپ ِ طرف پس است. صفر (J c) اما

c2 j−1 = 0, j ≤ m. (2515)

c2 j = 0, j ≤ m. (2516)

یا،

ca = 0, a ≤ (2m). (2517)

ترتیب، این به

c =

n∑
a=2m+1

ca d y
a
(m). (2518)

ͳیعن این

ker(J) ⊑ span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}. (2519)

میدهد نتیجه هم این

dim[ker(J)] ≤ dim
(
span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}

)
. (2520)

اگر تنها و اگر است، برقرار برابری و

ker(J) = span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}. (2521)

اما

n− 2m ≥ dim
(
span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}

)
. (2522)

میدهند نتیجه (2522) و (2510) و (2509) ِ روابط

dim[ker(J)] ≥ dim
(
span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}

)
. (2523)
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میدهند نتیجه (2523) و (2520) ِ روابط

dim[ker(J)] = dim
(
span{(a,d ya(m)) | (2m) < a ≤ n}

)
. (2524)

پس، است. برقرار (2521) میدهد نتیجه هم این

(d ya(m)) ∈ [ker(J)], a > (2m). (2525)

،C یِ ͳتابع هر یِ برا ͳیعن

{C, ya(m)}J = 0, a > (2m). (2526)

است. برقرار (2511) جمله از

میشود. کامل (ͳکل ِ حالت (در دˆربو یِ قضیه ِ اثبات ترتیب این به

که چنان هست، ،(y1(m), . . . , y
2m
(m)) ی، مختصات (مˇضعˆن) که این نتیجه

ya(m)(x0) = 0. (2496)

{ya(m), y
b
(m)}J = `

˙
Ja b. (2527)

که،

`
˙
Ja b = J̀a b, {[a ≤ (2m)] ∧ [b ≤ (2m)]}. (2528)

`
˙
Ja b = 0, a > (2m). (2529)

،ͳماتریس ِ شل به

`
˙
J � � =

(J̀ � �)(2m)×(2m) 0(2m)×n0

0n0×(2m) 0n0×n0

 . (2530)

ِ حسب بر را pm تا p1 و ،qm تا q1 نوشت. مان-تانه-وار یِ اسم-گذاری Έی با میشود را اینها

مینم: yn(m)تعریف تا y
1
(m) ِ برحسب را o2m+n0 تا o1 و ،y2m

(m) تا y
1
(m)

qi = y2 i−1
(m) , i ≤ m. (2498)

pi = y2 i
(m), i ≤ m. (2499)

oi = y2m+i
(m) , i ≤ n0. (2531)
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میشوند. چنین کروشه-یِ-پˇو͈سˇنها

{qi, qj} = 0. (1782)

{qi, pj} = δij . (1783)

{pi, pj} = 0. (1784)

{qi, oj} = 0. (2532)

{pi, oj} = 0. (2533)

{oi, oj} = 0. (2534)

دلبخاه ی مختصات در که است، کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ان هم واق΄ در J-کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ترتیب، این به

شده. نوشته کانُنیΈ-وار) لزومˆن (نَ

البته ِ ) دلبخاه یِ J با پˇو͈سˇن یِ J-کروشه نیست لازم (مˇضعˆن) میΎوید اساسˆن دˆربو یِ قضیه

که هستند ی مختصات (مˇضعˆن) شود. ͳبررس باشد) ͳیاکُب پˇو͈سˇن یِ J-کروشه که چنان و پادمتقارن

وارون-پذیر J اگر (و
˙
J میشود پس مینند. تبدیل (J به باشد وارون-پذیر J اگر (و

˙
J به را J یِ مئلف̃ها

برد. کار به J یِ جا به را (J باشد
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هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در تقارن

هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در ͳناوردای 75

است وارون-پذیر ی عمل یΈچیز ِ تقارن آمد: لΎَرانژ یِ فرمول-بندی در که است ان هم تقارن ِ تعریف

(همراه یΈچیز یِ تقارنها یِ مجموعه ترتیب این به میΎذارند. ناوردا را چیز آن ش ِ واورن و ش َ خُد که

یِ فرمول-بندی در میΎویند. چیز آن ِ تقارن ِ گروه مجموعه این به است. گروه Έی عملها) ِ ترکیب با

یِ (فرمول-بندی اینجا لΎَرانژی). (یا کنش و معادله-یِ-حرکت، شد: ͳبررس چیز دˇ یِ ͳناوردای لΎَرانژ،

(یا پˇو͈سˇن ِ ساختار هست: کنش) و معادله-یِ-حرکت (جز هم دیΎر ِ ساختار Έی فضا-یِ-فاز)،

.(Έکانُنی

فضا- (یا فضا-یِ-فاز یِ مسیرها البته یˆند؛ ِ-مسیرها تبدیل- میشوند ͳبررس که ͳی عملها هم اینجا

نباشند ͳنقط̃ئ باشند، ͳنقط̃ئ است ممن ِ-مسیرها تبدیل- و فاز). ِ فضا-زمان یا ِگسترش-یافته، یِ-فاز

ِ حالت و َند، Έمرتبه-یِ-ی فضا-یِ-فاز در ِ-حرکت معادلات- اما نباشند. ͳمˇضع یا باشند، ͳمˇضع ͳول

حالت ِ معلوم-بودن یِ برا زمان: آن در مسیر ِ مقدار است، فضا-یِ-فاز ِ یΈعضو یΈزمان در سیستم

حالت باشد قرار اگر ِ-مسیر، تبدیل- پس نیست. لازم زمان آن در مسیر یِ مشتقها ِ مقدار زمان، Έی در

تغییر است ممن هم را زمان همچنان ِ-مسیر، تبدیل- البته باشد. ͳنقط̃ئ باید کند، تبدیل حالت به هم را
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ِ فضا-زمان یا گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز در ِ-مسیر تبدیل- که باشد سادِتر شاید حالت این در دهد.

ثابت ِ-مسیر تبدیل- ِ تحت را آن میشود و است زمان جز ی چیز مسیر ِ پارامتر که شود، ͳبررس فاز

گرفت.
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به فاز ِ فضا-زمان از
˘
C تاب΄ Έی با است متناظر ِ-فاز، فضا-زمان- در Bτ یِ ͳنقط̃ئ ِ ِ-مسیر تبدیل-

ِ-فاز: فضا-زمان-

[Bτ (
˘
x)](τ) =

˘
C[
˘
x(τ)]. (2535)

ی وقت است، پˇو͈سˇن ِ ساختار ِ تقارن Bτ ِ ِ-مسیر تبدیل-

˘
C∗

˘
J =

˘
J. (2536)

است:
˘
C ِ پیشران

˘
C∗ که

(
˘
C∗

˘
J)a

′ b′ [
˘
C(
˘
x)] =

∂ [Ca′(
˘
x)]

∂ xc
∂ [Cb′(

˘
x)]

∂ xd
Jc d(

˘
x). (2537)

∂ [Ca′(
˘
x)]

∂ xc
∂ [Cb′(

˘
x)]

∂ xd
{(
˘
C∗

˘
J)a′ b′ [

˘
C(
˘
x)]} = Jc d(

˘
x). (2538)

ِ مختصات با نیست لازم
˘
C(
˘
x) یِ برا کار-رفته به ِ مختصات که است این بر تئید شاخصها در پریم

و مینم حذف را شاخصها در پریم ،ͳسادگ یِ برا پس، این از اما باشند. یسان
˘
x یِ برا به-کار-رفته

مینویسم. چنین (2538) و (2537)

(
˘
C∗

˘
J)a b[

˘
C(
˘
x)] =

∂ [Ca(
˘
x)]

∂ xc
∂ [Cb(

˘
x)]

∂ xd
Jc d(

˘
x). (2539)

∂ [Ca(
˘
x)]

∂ xc
∂ [Cb(

˘
x)]

∂ xd
{(
˘
C∗

˘
J)a b[

˘
C(
˘
x)]} = Jc d(

˘
x). (2540)

میشوند بالا ِ روابط میدهم. نشان
˘
J ′ با را (

˘
C∗

˘
J) و ،

˘
x′ با را

˘
C(
˘
x)

J ′a b(
˘
x′) =

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d(

˘
x). (2541)

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
J ′
a b(

˘
x′) = Jc d(

˘
x). (2542)
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نوشت. چنین میشود هم را اخیر یِ رابطه

J ′
a b(

˘
x′) =

∂ xc

∂ x′a
∂ xd

∂ x′b
Jc d(

˘
x). (2543)

باشند، Έکانُنی
˘
x یِ برا انتخاب-شده ِ مختصات که این ِ شرط به ِ-راستها، طرف- در

˘
J یِ مئلف̃ها البته

میشود دیده َند.
˘
x از مستقل

[J ′a b(
˘
x′)] [J ′

a e(
˘
x′)] =

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
[Jc d(

˘
x)]

∂ xf

∂ x′a
∂ xg

∂ x′e
[Jf g(

˘
x)],

= δfc
∂ x′b

∂ xd
∂ xg

∂ x′e
[Jc d(

˘
x)] [Jf g(

˘
x)],

=
∂ x′b

∂ xd
∂ xg

∂ x′e
δdg . (2544)

میدهد نشان که

[J ′a b(
˘
x′)] [J ′

a e(
˘
x′)] = δbe . (2545)

یا،

{(
˘
C∗

˘
J)a b[

˘
C(
˘
x)]} {(

˘
C∗

˘
J)a e[(

˘
C(
˘
x)]} = δbe . (2546)

است. همئرز پایین یِ شاخصها با (2536) یِ رابطه با بالا، یِ شاخصها با (2536) یِ رابطه ͳیعن این

میشود شاخص با ،(2536) یِ رابطه

(
˘
C∗

˘
J)a b = Ja b. (2547)

یا،

(
˘
C∗

˘
J)a b = Ja b. (2548)

َند. همئرز (2548) و (2547) ِ روابط

میشود. چنین (2547) یِ رابطه

J ′a b(
˘
x′) = Ja b(

˘
x′). (2549)
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،ͳیعن

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d(

˘
x) = Ja b(

˘
x′). (2550)

میشود بالا یِ رابطه صورت، این در َند. ثابت
˘
J یِ مئلف̃ها باشند، Έکانُنی مختصات اگر

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d = Ja b. (2551)

است: (1999) یِ رابطه ِ شبیه رابطه این

Ja b =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (1999)

اند، (
˘
x) نقطه Έی یِ برا متفاوت ی مختصات (1999) در ها x′e و ها xe که است این شان ِ تفاوت

ِ تبدیل به (1999) اند. (
˘
x′ و

˘
x) متفاوت احتمالَن یِ نقطه دˇ ِ مختصات (2551) در که ی حال در

فعال). ِ (تبدیل نقطه ِ تبدیل به (2551) و است مربوط نافعال) ِ (تبدیل مختصات

،(2548) یا (2547) آن با همئرز یا ،(2536) یِ رابطه
˘
C اگر است، Έکانُنی

˘
C ِ تبدیل میΎویند

َند. Έکانُننی یِ تبدیلها پˇو͈سˇن ِ ساختار یِ) ͳنقط̃ئ) یِ تقارنها ترتیب این به براورˆد. را

ِ خُد همتافته ِ دˇ-فرم بر Έکانُنی ِ تبدیل Έی ِ پیشران ِ اثر که میشود این هم (2548) یِ رابطه

عس: بر البته و میمانَد. ناوردا Έکانُنی یِ تبدیلها ِ تحت همتافته ِ دˇ-فرم ͳیعن است، همتافته ِ دˇ-فرم

است. Έکانُنی تبدیل آن بماند، ناوردا تبدیل Έی ِ تحت همتافته ِ دˇ-فرم اگر

ِ مختصات (Έکانُنی ِ مختصات (با که است این Έکانُنی یِ تبدیلها ِ خاص ِ حالت Έی

صورت، این در باشند. p0 از مستقل تبدیل-یافته یِ نقطه یِ ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-

∂ x′α

∂ p0
= 0. (2552)

میشود دیده (2551) یِ رابطه از

Jαβ =
∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d. (2553)

میشود ،(2552) از استفاده با هم، این

Jαβ =
∂ x′α

∂ xγ
∂ x′β

∂ xδ
Jγ δ. (2554)
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جمله، از

Ja b =
∂ x′a

∂ xγ
∂ x′b

∂ xδ
Jγ δ,

=
∂ x′a

∂ t

∂ x′b

∂ xd
J0 d +

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ t
Jc 0 +

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (2555)

اما

J0 d = 0. (2556)

پس،

Ja b =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (2557)

ست. ناوردا
˘
C ِ تحت هم فضا-یِ-فاز ِ ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ͳیعن این

همچنین،

0 = J0α,

=
∂ t′

∂ xγ
∂ x′α

∂ xδ
Jγ δ. (2558)

ترتیب، این به

0 =
∂ xb

∂ x′α
∂ t′

∂ xγ
∂ x′α

∂ xδ
Jγ δ,

=
∂ t′

∂ xγ
Jγ b. (2559)

میشود. چنین ،(2556) به توجه با که،

0 =
∂ t′

∂ xa
Ja b. (2560)

میدهد نتیجه ،J ِ ماتریس ِ وارون در دˇ-طرف ِ ضرب-کردن با هم، این

∂ t′

∂ xa
= 0. (2561)
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میشود دیده (2552) از

∂ t′

∂ p0
= 0. (2562)

است. t فقط ِ تاب΄ t′ پس

فضا-یِ-فاز- ِ مختصات (Έکانُنی ِ مختصات (با که ͳی ِ-کانُنیها تبدیل- یِ برا میشود دیده

Έی زمان-ثابت یِ خمینه هر یِ تبدیل-یافته اند، p0 از مستقل تبدیل-یافته یِ نقطه یِ ِ-گسترش-یافته

اخیر یِ ͳویژگ است. Έکانُنی زمان هر در فاز، یِ فضا بر تبدیل یِ افنده و است، زمان-ثابت یِ خمینه

ِ Έیتف به اما باشد. Έکانُنی فاز یِ فضا یِ برا انتخاب-شده ِ مختصات که است این از مستقل

˘
C اگر که این نتیجه دارد. ͳΎبست زمان با متناظر یِ تانه و زمان و فاز یِ فضا به ِ-فاز فضا-زمان-

باشد، p0 از مستقل
0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)] که چنان باشد، (T × P × A) به (T × P × A) از ی تاب΄

چنان است، (T× P) به (T× P) از ی تاب΄
˜
C که است، Έکانُنی هم

˜
C(t, �) باشد Έکانُنی

˘
C ی وقت

که

˜
C(t, x) =

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]. (2563)

است. Έکانُنی ،t هر یِ ازا به هم،
0

Π1[
˜
C(t, �)] و است؛ x از مستقل

0

Π0[
˜
C(t, x)] همچنین،

0

Π0[
˜
C(t, x)] و است Έکانُنی

˜
C که چنان است، (T×P) به (T×P) از ی تاب΄

˜
C گیرم عس، بر

برقرار (2563) که هست (T× P× A) به (T× P× A) از
˘
C Έی میدهم نشان است. x از مستقل

مینم تعریف چنین را
˘
C کار، این یِ برا است. Έکانُنی

˘
C و است

˘
C(t, x, p0) = [

˜
C(t, x), p′0(t, x, p0)]. (2564)

پس، است. t فقط ِ تاب΄ هم t′ البته

˘
C(t, x, p0) = [t′(t),C(t, x), p′0(t, x, p0)]. (2565)
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را (2563) یِ رابطه (2564) ِ تعریف که است رˇشن باشد. Έکانُنی
˘
C که میسازم چنان را p′0 یِ ͳتابع

میبˆرم. کار به Έکانُنی ِ مختصات فضا-یِ-فاز یِ برا و میدهم. نشان (t′, x′) با را
˜
C(t, x) برمیئاورˆد.

رفت. کار به Έکانُنی ِ مختصات ِ ساختن در که است ان هم ِ شبیه بسیار اثبات و ساختار یِ ادامه

نتیجه اند، p0 از مستقل ها x′α که این از است. برقرار (2557) میدهد نتیجه است، Έکانُنی
˜
C که این

میشود

∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d =

∂ x′α

∂ t

∂ x′β

∂ xd
J0 d +

∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ t
Jc 0

+
∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d. (2566)

میشود ،(2556) از استفاده با که،

∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d =

∂ x′α

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d. (2567)

جمله، از

∂ t′

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d =

∂ t′

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d. (2568)

میدهد نتیجه است t فقط ِ تاب΄ t′ چون که

∂ t′

∂ xc
∂ x′β

∂ xd
Jc d = 0. (2569)

میشود نتیجه همچنین (2567) از

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d =

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (2570)

میشود ،(2557) از استفاده با که،

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d = Ja b. (2571)
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که است رˇشن باشد. p′0 با برابر x′b که ست ی وقت یِ برا است (2551) یِ رابطه میمانَد که ی چیز

پس، است. t فقط ِ تاب΄ t′ شود. ͳبررس x′a یا t′ با برابر x′a یِ برا رابطه ست ͳکاف حالت این در

∂ t′

∂ xc
∂ p′0
∂ xd

Jc d =
d t′

d t

∂ p′0
∂ xd

J0 d,

=
d t′

d t

∂ p′0
∂ p0

. (2572)

x′b و x′a ترتیب، به یِ، جا به p0 و t′ یِ برا (2551) یِ رابطه که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط پس

که است این باشد برقرار

∂ p′0
∂ p0

=
d t

d t′
. (2573)

که هست F یِ ͳتابع Έی ͳیعن هم این

p′0 =
d t

d t′
[p0 −F(t, x)]. (2574)

،x′b و x′a ترتیب، به یِ، جا به p′0 و x′a یِ برا

∂ x′a

∂ xc
∂ p′0
∂ xd

Jc d =
∂ x′a

∂ t

∂ p′0
∂ xd

J0 d +
∂ x′a

∂ xc
∂ p′0
∂ xd

Jc d,

=
∂ x′a

∂ t

∂ p′0
∂ p0

+
∂ x′a

∂ xc
∂ p′0
∂ xd

Jc d. (2575)

میشود که باشد. صفر چپ ِ طرف که است این شرط

0 =
∂ x′a

∂ t

∂ p′0
∂ p0

+
∂ x′a

∂ xc
∂ p′0
∂ xd

Jc d. (2576)

یا،

0 =
d t

d t′

(
∂ x′a

∂ t
− Jc d ∂ x

′a

∂ xc
∂ F
∂ xd

)
. (2577)

با است همئرز که

∂ x′a

∂ t
= Jc d ∂ x

′a

∂ xc
∂ F
∂ xd

. (2578)
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میشود دیده (2557) از

Jc d ∂ x
′a

∂ xc
= Ja b ∂ x

d

∂ x′b
. (2579)

با است همئرز (2578) پس

∂ x′a

∂ t
= Ja b ∂ x

d

∂ x′b
∂ F
∂ xd

. (2580)

با است همرز هم این

Ja c
∂ x′a

∂ t
=
∂ xd

∂ x′c
∂ F
∂ xd

. (2581)

یا،

Ja c
∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xb
=
∂ F
∂ xb

. (2582)

ِ طرف ِ مشتق که است این باشد داشته جواب F یِ برا معادله این که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

باشد: متقارن d و b یِ شاخصها به نسبت ،xd به نسبت چپ

0 =
∂

∂ xb

(
Ja c

∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xd

)
− ∂

∂ xd

(
Ja c

∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xb

)
. (2583)

با است همئرز (2583) یِ رابطه پس است. متقارن x به نسبت دوم ِ مشتق

0 = Ja c

(
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
∂ x′c

∂ xd
− ∂2 x′a

∂ t ∂ xd
∂ x′c

∂ xb

)
. (2584)

با است همئرز بالا یِ رابطه پس است. پادمتقارن J

0 = Ja c

(
∂2 x′a

∂ t ∂ xb
∂ x′c

∂ xd
+

∂2 x′c

∂ t ∂ xd
∂ x′a

∂ xb

)
. (2585)

یا،

0 =
∂

∂ t

(
Ja c

∂ x′a

∂ xb
∂ x′c

∂ xd

)
. (2586)
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با است همئرز بالا یِ رابطه پس است. برابر Jb d با پرانتز میشود نتیجه (2557) از

0 =
∂ Jb d
∂ t

. (2587)

است. Έکانُنی (2564) ِ تعریف با
˘
C که هست ی p′0 پس است، برقرار که

Έکانُنی C(t, �) میدهد نتیجه است، Έکانُنی ،(2565) واق΄ در و ،(2564) ِ شل به
˘
C که این

ͳیعن این و است.

[C(t, �)]∗ J = J. (2588)

است: C(t, �) ِ پیشران [C(t, �)]∗ که

{[C(t, �)]∗ J}a
′ b′ [C(t, x)] =

∂ [Ca′
(t, x)]

∂ xc
∂ [Cb′(t, x)]

∂ xd
Jc d(t, x). (2589)

∂ [Ca′
(t, x)]

∂ xc
∂ [Cb′(t, x)]

∂ xd

(
{[C(t, �)]∗ J}a′ b′}[C(t, x)]

)
= Jc d(t, x). (2590)

ِ مختصات با نیست لازم
˘
C(
˘
x) یِ برا کار-رفته به ِ مختصات که است این بر تئید شاخصها در پریم

و مینم حذف را شاخصها در پریم ،ͳسادگ یِ برا پس، این از اما باشند. یسان
˘
x یِ برا به-کار-رفته

مینویسم. چنین (2590) و (2589)

{[C(t, �)]∗ J}a b[C(t, x)] =
∂ [Ca(t, x)]

∂ xc
∂ [Cb(t, x)]

∂ xd
Jc d(t, x). (2591)

∂ [Ca(t, x)]

∂ xc
∂ [Cb(t, x)]

∂ xd

(
{[C(t, �)]∗ J}a b}[C(t, x)]

)
= Jc d(t, x). (2592)

میشوند بالا ِ روابط میدهم. نشان J ′ با را {[C(t, �)]∗ J} و ،(t′, x′) با را C(t, x)

J ′a b(t, x′) =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d(t, x). (2593)

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
J ′
a b(t

′, x′) = Jc d(t, x). (2594)

نوشت. چنین میشود هم را اخیر یِ رابطه

J ′
a b(t

′, x′) =
∂ xc

∂ x′a
∂ xd

∂ x′b
Jc d(t, x). (2595)



۴٢١ � پˇو͈سˇن ِ ساختار ِ تقارن 76

باشند، Έکانُنی x یِ برا انتخاب-شده ِ مختصات که این ِ شرط به ِ-راستها، طرف- در J یِ مئلف̃ها البته

میشود دیده َند. x از مستقل

[J ′a b(t′, x′)] [J ′
a e(t

′, x′)] =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
[Jc d(t, x)]

∂ xf

∂ x′a
∂ xg

∂ x′e
[Jf g(t, x)],

= δfc
∂ x′b

∂ xd
∂ xg

∂ x′e
[Jc d(t, x)] [Jf g(t, x)],

=
∂ x′b

∂ xd
∂ xg

∂ x′e
δdg . (2596)

میدهد نشان که

[J ′a b(t′, x′)] [J ′
a e(t

′, x′)] = δbe. (2597)

یا،

(
{[C(t, �)]∗ J}a b[

˜
C(t, x)]

)(
{[C(t, �)]∗ J}a e[

˜
C(t, x)]

)
= δbe. (2598)

است. همئرز پایین یِ شاخصها با (2588) یِ رابطه با بالا، یِ شاخصها با (2588) یِ رابطه ͳیعن این

میشود شاخص با ،(2588) یِ رابطه

{[C(t, �)]∗ J}a b = Ja b. (2599)

یا،

{[C(t, �)]∗ J}a b = Ja b. (2600)

َند. همئرز (2600) و (2599) ِ روابط

میشود. چنین (2599) یِ رابطه

J ′a b(t′, x′) = Ja b(t′, x′). (2601)

،ͳیعن

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d(t, x) = Ja b(t′, x′). (2602)
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میشود بالا یِ رابطه صورت، این در َند. ثابت
˘
J یِ مئلف̃ها باشند، Έکانُنی مختصات اگر

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d = Ja b. (2603)

است: (1934) یِ رابطه ِ شبیه رابطه این

Ja b =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d. (1934)

اند، (x) نقطه Έی یِ برا متفاوت ی مختصات (1934) در ها؛ x′e و ها xe که است این شان ِ تفاوت

ِ تبدیل به (1934) اند. (x′ و x) متفاوت احتمالَن یِ نقطه دˇ ِ مختصات (2603) در که ی حال در

فعال). ِ (تبدیل نقطه ِ تبدیل به (2603) و است مربوط نافعال) ِ (تبدیل مختصات

یا (2599) آن با همئرز یا ،(2588) یِ رابطه C(t, �) اگر است، Έکانُنی C(t, �) ِ تبدیل میΎویند

َند. Έکانُننی یِ تبدیلها پˇو͈سˇن ِ ساختار یِ) ͳنقط̃ئ) یِ تقارنها ترتیب این به براورˆد. را ،(2600)

ِ خُد همتافته ِ دˇ-فرم بر Έکانُنی ِ تبدیل Έی ِ پیشران ِ اثر که میشود این هم (2600) یِ رابطه

عس: بر البته و میمانَد. ناوردا Έکانُنی یِ تبدیلها ِ تحت همتافته ِ دˇ-فرم ͳیعن است، همتافته ِ دˇ-فرم

است. Έکانُنی تبدیل آن بماند، ناوردا تبدیل Έی ِ تحت همتافته ِ دˇ-فرم اگر

در نیست. وابسته هم t به ندارد ͳΎبست p0 به که این بر علاوه ،x′ که است این خاصتر ِ حالت Έی

میشود (2582) پس میشود. صفر (2582) یِ رابطه ِ چپ ِ طرف حالت این

0 =
∂ F
∂ xa

. (2604)

صفر را F میشود جمله از است. p0 و t فقط ِ تاب΄ p′0 حالت این در پس است. ثابت F ͳیعن که

گذاشت:

p′0 =
d t

d t′
0. (2605)

ͳیعن است، p0 و t فقط ِ تاب΄ p′0 و است، x فقط ِ تاب΄ x′ است، t فقط ِ تاب΄ t′ که این

˘
C(t, x, p0) = [t′(t),C(x), p′0(t, p0)]. (2606)
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است: معلوم هم p′0 ِ شل البته که

˘
C(t, x, p0) =

[
t′(t),C(x),

d t

d t′
p0 −F

]
. (2607)

است. ثابت F که
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است. چنین ِ-فاز فضا-زمان- ِ مختصات یِ برا حرکت یِ معادله

dxa

d τ

ns
= [Ja b(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xb
. (2608)

و) است وارون-پذیر
˘
C) ͳیعن باشد، معادله-یِ-حرکت ِ تقارن

˘
C که این

dx′a

d τ

ns
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2609)

نوشت. چنین میشود را (2609) شده. داده نشان
˘
x′ با

˘
C(
˘
x) که

∂ x′a

∂ xb
dxb

d τ

ns
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2610)

میشود ،(2608) از استفاده با هم، این

∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xc
ns
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2611)

است. برقرار هم ِ-لاک بیرون- باشد برقرار بر-لاک اگر پس ندارد. τ به) نسبت (مشتق معادله این

(2611) پس است. برقرار هم بر-لاک باشد برقرار ِ-لاک بیرون- که معادله هر که است رˇشن البته و

با است همئرز

∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xc
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2612)

میشوند. چنین (2612) تا (2608) و میشوند ثابت J یِ مئلف̃ها ،Έکانُنی ِ مختصات با

dxa

d τ

ns
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xb
. (2613)
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dx′a

d τ

ns
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2614)

∂ x′a

∂ xb
dxb

d τ

ns
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2615)

∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
ns
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2616)

∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2617)

وارون-پذیر) (یِ
˘
C که است این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط ،Έکانُنی ِ مختصات با (2617) یا ،(2612)

˘
x′ یِ نقطه در Hτ ِ مشتق رابطه این میئاید. دست به Hτ با که باشد ی معادله-یِ-حرکت ِ تقارن Έی

میند. مربوط
˘
x یِ نقطه در Hτ ِ مشتق به را

است: برقرار هم (2550) یِ رابطه باشد، هم ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن
˘
C اگر

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d(

˘
x) = Ja b(x′). (2550)

میدهد نتیجه (2550) یِ رابطه

∂ x′a

∂ xb
Jb c(

˘
x) = [Ja d(

˘
x′)]

∂ xc

∂ x′d
. (2618)

میشود چنین (2612) و

[Ja d(
˘
x′)]

∂ xc

∂ x′d
∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2619)

یا،

[Ja d(
˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ x′d
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2620)

پس،

0 = [Ja b(
˘
x′)]

{
∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
− ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ x′b

}
. (2621)

یا،

0 = [Ja b(
˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)−Hτ (

˘
x)]

∂ x′b
. (2622)
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میشود (2550) باشند، Έکانُنی مختصات اگر

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
Jc d = Ja b. (2551)

میشوند. چنین (2622) تا (2618) و

∂ x′a

∂ xb
Jb c = Ja d ∂ x

c

∂ x′d
. (2623)

Ja d ∂ x
c

∂ x′d
∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2624)

Ja d ∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ x′d
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2625)

0 = Ja b

{
∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
− ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ x′b

}
. (2626)

0 = Ja b ∂ [Hτ (
˘
x′)−Hτ (

˘
x)]

∂ x′b
. (2627)

با است همئرز ،Έکانُنی ِ مختصات با (2627) یا ،(2622) پس است. وارون-پذیر
˘
J

0 =
∂ [Hτ (

˘
x′)−Hτ (

˘
x)]

∂ x′a
. (2628)

ͳیعن

Hτ (
˘
x′) = Hτ (

˘
x) + c. (2629)

هم و ِ-پˇو͈سˇن ساختار- هم ِ تقارن است) وارون-پذیر (که
˘
C اگر که این نتیجه است. ثابت Έی c که

آنΎاه باشد، معادله-یِ-حرکت

Hτ ◦
˘
C−Hτ = c. (2630)

ِ تقارن
˘
C که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط باشد، ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن

˘
C اگر است. ثابت Έی c که

است. (2630) باشد معادله-یِ-حرکت

که چنان باشد، (T × P × A) به (T × P × A) از ی تاب΄
˘
C که است این خاص ِ حالت Έی

(T × P) به (T × P) از ی تاب΄ (
0

Π0,1 ◦
˘
C) حالت این در باشد. p0 از مستقل

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]
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میدهم: نشان
˜
C با را تاب΄ این است.

˜
C(t, x) =

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]. (2563)

که ست ͳمعن این به ضمنَن زمان، با متناظر یِ تانه و زمان و فاز یِ فضا به فاز ِ فضا-زمان ِ Έیتف

برمیئاورند. را اینها
˘
J یِ مئلف̃ها

J0 a = δa2m+1. (2631)

Ja (2m+1) = δa0. (2632)

است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ بˇعد (2m+ 2) ͳیعن است، فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

یِ مئلف̃ها است. (2612) باشد معادله-یِ-حرکت ِ تقارن
˘
C که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

میشوند. چنین شرط این یِ ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-

∂ x′α

∂ xβ
[Jβ c(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xc
= [Jα b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2633)

میشود (2633) یِ ͳزمان یِ مئلفه

∂ t′

∂ t

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ p0
+
∂ t′

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xc
=
∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ p′0
. (2634)

میشوند هم (2633) ِ فضا-یِ-فاز یِ مئلف̃ها

∂ x′a

∂ t

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ p0
+
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ xc
= [Ja b(

˘
x′)]

∂ [Hτ (
˘
x′)]

∂ x′b
. (2635)

است: (1831) ِ شل به Hτ

Hτ (t, x, p0) = H(t, p). (1831)

که،

p = p0 +H(t, x). (1822)
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پس،

Hτ (t, x, p0) = H[t, p0 +H(t, x)]. (1832)

البته، و

Hτ (t
′, x′, p′0) = H(t′, p′). (2636)

که،

p′ = p′0 +H(t′, x′). (2637)

پس،

Hτ (t
′, x′, p′0) = H[t′, p′0 +H(t′, x′)]. (2638)

میشود (2634) ترتیب این به

∂ H(t′, p′)

∂ p′
=
∂ t′

∂ t

∂ H(t, p)

∂ p
+
∂ t′

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ H(t, p)

∂ p

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc
. (2639)

یا،

∂ H(t′, p′)

∂ p′
=
∂ H(t, p)

∂ p

{
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc

}
. (2640)

میشود هم (2635) یِ رابطه

[Ja b(
˘
x′)]

∂ H(t′, p′)

∂ p′
∂ [H(

˜
x′)]

∂ x′b
=
∂ x′a

∂ t

∂ H(t, p)

∂ p

+
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ H(t, p)

∂ p

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc
. (2641)

یا،

[Ja b(
˘
x′)]

∂ H(t′, p′)

∂ p′
∂ [H(

˜
x′)]

∂ x′b
=
∂ H(t, p)

∂ p

{
∂ x′a

∂ t

+
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc

}
. (2642)
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میشود ،(2640) از استفاده با که،

[Ja b(
˘
x′)]

∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

{
∂ t′

∂ t
+

∂ t′

∂ xd
[Jd e(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xe

}−1

{
∂ x′a

∂ t
+
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc

}
. (2643)

است: t فقط ِ تاب΄ t′ ͳیعن این است. T به T از ی تاب΄
0

Π0 ◦
˜
C باشد، x از مستقل

0

Π0[
˜
C(t, x)] اگر

˜
C(t, x) = [t′(t),C(t, x)]. (2644)

میشود. چنین (2643) حالت این در

[Ja b(
˘
x′)]

∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

d t

d t′

{
∂ x′a

∂ t
+
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc

}
. (2645)

است: x فقط ِ تاب΄ x′ ͳیعن این است. P به P از ی تاب΄
0

Π1 ◦
˜
C باشد، t از مستقل

0

Π1[
˜
C(t, x)] اگر

˜
C(t, x) = [t′(t, x),C(x)]. (2646)

میشود. چنین (2643) حالت این در

[Ja b(
˘
x′)]

∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

{
∂ t′

∂ t
+

∂ t′

∂ xd
[Jd e(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xe

}−1

∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc
. (2647)

باشد، t از مستقل
0

Π1[
˜
C(t, x)] هم و باشد x از مستقل

0

Π0[
˜
C(t, x)] هم اگر سرانجام،

˜
C(t, x) = [t′(t),C(x)]. (2648)

میشود. چنین (2643) حالت این در

[Ja b(
˘
x′)]

∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

d t

d t′
∂ x′a

∂ xb
[Jb c(

˘
x)]

∂ [H(
˜
x)]

∂ xc
. (2649)

میشوند. چنین (2635) تا (2633) ِ روابط صورت این در َند. ثابت J یِ مئلف̃ها ،Έکانُنی ِ مختصات با

∂ x′α

∂ xβ
Jβ c ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
= Jα b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2650)
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∂ t′

∂ t

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ p0
+
∂ t′

∂ xb
Jb c ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
=
∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ p′0
. (2651)

∂ x′a

∂ t

∂ [Hτ (
˘
x)]

∂ p0
+
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [Hτ (

˘
x)]

∂ xc
= Ja b ∂ [Hτ (

˘
x′)]

∂ x′b
. (2652)

میشوند (2642) و (2640) ِ روابط

∂ H(t′, p′)

∂ p′
=
∂ H(t, p)

∂ p

{
∂ t′

∂ t
+
∂ t′

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc

}
. (2653)

Ja b ∂ H(t
′, p′)

∂ p′
∂ [H(

˜
x′)]

∂ x′b
=
∂ H(t, p)

∂ p

{
∂ x′a

∂ t
+
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc

}
. (2654)

میشود (2643) یِ رابطه

Ja b ∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

{
∂ t′

∂ t
+

∂ t′

∂ xd
Jd e ∂ [H(

˜
x)]

∂ xe

}−1

{
∂ x′a

∂ t
+
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc

}
. (2655)

میشود باشد، t فقط ِ تاب΄ t′ که ست ی وقت که ،(2645) یِ رابطه

Ja b ∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

d t

d t′

{
∂ x′a

∂ t
+
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc

}
. (2656)

میشود باشد، x فقط ِ تاب΄ x′ که ست ی وقت که ،(2647) یِ رابطه

Ja b ∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

{
∂ t′

∂ t
+

∂ t′

∂ xd
Jd e ∂ [H(

˜
x)]

∂ xe

}−1
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc
. (2657)

میشود باشد، x فقط ِ تاب΄ x′ و باشد t فقط ِ تاب΄ t′ که ست ی وقت که ،(2649) یِ رابطه سرانجام

Ja b ∂ [H(
˜
x′)]

∂ x′b
=

d t

d t′
∂ x′a

∂ xb
Jb c ∂ [H(

˜
x)]

∂ xc
. (2658)

(2630) باشد، معادله-یِ-حرکت هم و پˇو͈سˇن ِ ساختار هم ِ تقارن است) وارون-پذیر (که
˘
C اگر

ِ Έیتف با که است، (2629) ان هم (2630) یِ رابطه است. ثابت (Hτ ◦
˘
C−Hτ ) ͳیعن است، برقرار

میشود. چنین زمان با متناظر یِ تانه و فضا-یِ-فاز، زمان، به ِ-فاز فضا-زمان-

H(t′, p′) = H(t, p) + c. (2659)
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است: ناصفر p′ به نسبت H(t′, p′) ِ مشتق

∂ [H(t′, p′)]

∂ p′
̸= 0. (2660)

که هست A یِ ͳتابع Έی ͳیعن کرد. حساب (2659) یِ رابطه از را p′ میشود پس

p′ = A(t′, t, p). (2661)

واق΄، در

A(t′, �) = [H(t′, �)]−1 ◦ (H+ c). (2662)

یا،

A(t′, x) = [H(t′, �)]−1[H(x) + c]. (2663)

،ͳیعن

A(t′, t, p) = [H(t′, �)]−1[H(t, p) + c]. (2664)

پس است.
˜
x فقط ِ تاب΄

˜
x′ ͳیعن است، p0 از مستقل

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)] که مینم ͳبررس را ی حالت

حالت این در شد دیده میدهم. نشان
˜
C با را آن که است، (T× P) به (T× P) از تاب΄ Έی

0

Π0,1 ◦
˘
C

ِ حسب بر میشود را (2661) یِ رابطه پس است. t فقط ِ تاب΄ t′ ͳیعن است، t فقط ِ تاب΄
0

Π0[
˜
C(t, x)]

نوشت: B یِ دˇ-متغیره یِ ͳتابع

p′ = B(t, p). (2665)

یا،

p′0 +H(t′, x′) = B[t, p0 +H(t, x)]. (2666)

همچنین حالت، این در

∂ p′0
∂ p0

=
d t

d t′
. (2573)
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میدهد نتیجه که

∂ [B(t, p)]

∂ p
=

d t

d t′
. (2667)

که، هست h یِ ͳتابع Έی ͳیعن

B(t, p) =
d t

d t′
p+ h(t). (2668)

میشود. چنین (2666) ترتیب این به

p′0 +H(t′, x′) =
d t

d t′
p+ h(t). (2669)

با است همئرز (2573) یِ رابطه

p′0 =
d t

d t′
[p0 −F(t, x)]. (2574)

میشود. چنین (2669) ترتیب این به

d t

d t′
[p0 −F(t, x)] +H(t′, x′) =

d t

d t′
[p0 +H(t, x)] + h(t). (2670)

یا،

H(t′, x′) =
d t

d t′
[H(t, x) + F(t, x)] + h(t). (2671)

براورˆد: را (2582) باید F نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت ِ معادلات در h

Ja c
∂ x′a

∂ t

∂ x′c

∂ xb
=
∂ F
∂ xb

. (2582)

دارد. جواب F یِ برا (2582) شد دیده و

و میشود. x از مستقل F حالت این در باشد. t از مستقل x′ که است این خاص ِ حالت Έی

میشود (2671)

H(t′, x′) =
d t

d t′
H(t, x) + h8(t). (2672)
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که،

h8(t) =
d t

d t′
F(t) + h(t). (2673)

گذاشت. صفر را آن میشود جمله از نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت یِ معادله در h8 البته

باشد: Έی t به نسبت t′ ِ مشتق که است این خاصتر ِ حالت Έی

d t′

d t
= 1. (2066)

حالت، این در

H(t′, x′) = H(t, x) + h8(t). (2674)

نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت یِ معادله در h8 البته و

کنش ِ تقارن 78

Hτ و ِ-فاز) فضا-زمان- یِ (لΎَرانژی Lϕ τ با متناظر میدهم. نشان
˘
J ′ با را (

˘
C∗

˘
J) و ،

˘
x′ با را

˘
C(
˘
x)

مینم. تعریف چنین را H ′
τ و L′

ϕ τ ،(ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن)

L′
ϕ τ (

˘
x,

′

˘
x) = [Lϕ τ (

˘
x′,

′

˘
x′)]. (2675)

H ′
τ (
˘
x) = Hτ (

˘
x′). (2676)

ِ مشتق (L′
ϕ τ −Lϕ τ ) که است این

˘
C با متناظر یِ ͳنقط̃ئ ِ ِ-مسیر تبدیل- ِ تحت کنش ِ تقارن ِ شرط

که است آن شرط این شد معلوم باشد. τ به نسبت ͳتابع Έی

0 = [−
˘
J ′ − (dH ′

τ ) ∧ (d τ)]− [−
˘
J − (dHτ ) ∧ (d τ)]. (2224)

،[(dHτ ) ∧ (d τ)] و [(dH ′
τ ) ∧ (d τ)] اند. [(dxa) ∧ (dxb)] از ͳی ِ-خطیها ترکیب- ،

˘
J و

˘
J ′

میدهد نتیجه (2224) پس اند. [(dxa) ∧ (d τ)] از ͳی ِ-خطیها ترکیب-

˘
J ′ −

˘
J = 0. (2229)

(d τ) ∧ [d (H ′
τ −Hτ )] = 0. (2230)
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ͳیعن هم (2230) یِ رابطه است. ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن
˘
C ͳیعن (2229) یِ رابطه

[d (H ′
τ −Hτ )]| τ = 0. (2235)

میدهد نتیجه هستند، τ از مستقل H ′
τ و Hτ چون که،

d (H ′
τ −Hτ ) = 0. (2237)

که هست c ِ ثابت Έی ͳیعن

H ′
τ −Hτ = c. (2677)

یا،

H ′
τ = Hτ + c. (2678)

است: (2630) ان هم که

Hτ ◦
˘
C−Hτ = c. (2630)

یا،

d (Hτ ◦
˘
C) = dHτ . (2679)

برقرار (2630) و هست هم ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن
˘
C آنΎاه باشد، کنش ِ تقارن

˘
C اگر که این نتیجه

هم این ِ عس میشود دیده ͳسادگ به میند. تغییر ͳجمع ِ ثابت Έی با
˘
C ِ اثر در Hτ ͳیعن است،

کند، تغییر ͳجمع ِ ثابت Έی با
˘
C ِ اثر در Hτ و باشد ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن

˘
C اگر است: درست

است. کنش ِ تقارن
˘
C آنΎاه

ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن
˘
C که است این باشد کنش ِ تقارن

˘
C که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط پس

ِ حسب بر میشود را این کند. تغییر ͳجمع ِ ثابت Έی با
˘
C ِ اثر در Hτ و باشد) Έکانُنی) باشد

کرد: بیان ،Hτ ِ خُد یِ جا به ،(dHτ )
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ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن
˘
C که است این باشد کنش ِ تقارن

˘
C که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

باشد. برابر (dHτ ) با [d (Hτ ◦
˘
C)] و باشد) Έکانُنی) باشد

و کنش ِ تقارن
˘
C که این یِ برا آمد، دست به پیش بخش ِ پایان در که ی نتای; ترتیب، این به

باشد. کنش ِ تقارن
˘
C که این یِ برا اینجا میشوند. ترار باشد، پˇو͈سˇن ِ ساختار ِ تقارن

مولد یِ ͳتابع 79

˘
C ͳیعن باشد، ِ-پˇو͈سˇن ساختار- ِ تقارن

˘
C که این میدهم. نشان

˘
J ′ با را (

˘
C∗

˘
J) و ،

˘
x′ با را

˘
C(
˘
x)

است. شرط این باشد، Έکانُننی

˘
J ′ −

˘
J = 0. (2229)

و Ξτ یِ ِ-دیفرانسیلها فرم- ͳیعن َند. دقیق (مˇضعˆن)
˘
J ′ و

˘
J میدهد نتیجه اند، بسته

˘
J ′ و

˘
J که این

که هستند ͳی Ξ′
τ

dΞτ = −
˘
J. (2217)

dΞ′
τ = −

˘
J ′. (2680)

میشود. چنین (2229) ترتیب این به

d (Ξ′
τ − Ξτ ) = 0. (2681)

-ِ (صفر-فرم- یِ ͳتابع Έی (مˇضعˆن) ͳیعن است. دقیق (مˇضعˆن) پس است. بسته (Ξ′
τ − Ξτ )

که هست Υτ (ِ دیفرانسیل

dΥτ = Ξτ − Ξ′
τ . (2682)

ست.) ͳتاریخ صرفَن ندارد. ی اهمیت شده وارد Υτ ِ تعریف در میئاید نظر به که ͳی ͳمنف ِ (علامت

میΎویند. (
˘
C ِ Έکانُنی-ِ تبدیل- ِ ) مولد یِ ͳتابع Υτ به
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نوشت. چنین میشود را Ξ′
τ و Ξτ میبˆرم. کار به Έکانُنی ِ مختصات اینجا از

Ξτ = pα d qα. (2215)

Ξ′
τ = p′α d q′α. (2683)

که است رˇشن

dΞτ = (d pα) ∧ (d qα). (2216)

dΞ′
τ = (d p′α) ∧ (d q′α). (2684)

میشود. چنین هم (2682) یِ رابطه

dΥτ = pα d qα − p′α d q′α. (2685)

ِ حسب بر Υτ که است این سادِتر برمیئاید (2685) از اما نوشت.
˘
x′ یا

˘
x ِ حسب بر میشود را Υτ

البته شود. نوشته
˜
q′ و

˜
q ِ حسب بر مثلَن شود، نوشته

˘
x′ ِ مختصات از ی نیم و

˘
x ِ مختصات از ی نیم

َند: خاص نیم-مختصاتها این

است. صفر هم با ها qα از دˇ-تا هر یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- که دارد را ͳویژگ این
˜
q

است. صفر هم با ها q′α از دˇ-تا هر یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- که دارد را ͳویژگ این هم
˜
q′

(کروشه- ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ی وقت یˆند، (ͳگسترش-یافته-پˇو͈سˇن) ͳپˇو͈سˇن ͳتابع یΈدسته میΎویم

معلوم گسترش-یافته-بودن ی وقت باشد. صفر هم با آنها از دˇ-تا هر یِ) ِ-گسترش-یافته یِ-پˇو͈سˇن-

مینم. حذف را گسترش-یافته ِ صفت ͳسادگ یِ برا باشد،

یˆند. ͳپˇو͈سˇن هم ها q′α یˆند. ͳپˇو͈سˇن ها qα ترتیب، این به

باشند. هم از مستقل باید نیم-مختصاتها این نوشت،
˜
q′ و

˜
q ِ حسب بر Υτرا بشود که این یِ برا البته

˜
q ان هم

˜
q′ ،ͳهمان ِ Έکانُنی-ِ تبدیل- یِ برا مثلَن نیست. درست همیشه واق΄ در و نیست، ͳبدیه این

نیستند. هم از مستقل
˜
q′ و

˜
q پس است.

هستند
˘
x′ یِ برا ͳپˇو͈سˇن ͳی نیم-مختصاتها و

˘
x یِ برا ͳپˇو͈سˇن ͳی نیم-مختصاتها همیشه مینم ثابت

آن: از بیش َند. هم از مستقل که
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Έصورتی این در ی̵ند. ͳپ̶و͈سˇن که َند، هم از مستقل یِ ͳتابع یΈدسته ها qi گیرم :B یِ قضیه

َند. هم از مستقل تعریفمیشوند، زیر ِ روابط با که ها، q′α و ها qi هستکه I′ یِ مجموعه

q′α = q′α, α ∈ I′. (2686)

q′α = p′α, α /∈ I′. (2687)

مینم. تعریف چنین (I′ با (متناظر را ها p′α میسازم. را I′ اثبات، یِ برا

p′α = p′α, α ∈ I′. (2688)

p′α = −q′α, α /∈ I′. (2689)

Έکانُنی ی مختصات است، فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که ،(q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p′m) میشود دیده

است:
˘
x′ یِ برا

{q′α, q′β}τ = 0. (2690)

{q′α,p′β}τ = δαβ . (2691)

{p′α,p′β}τ = 0. (2692)

I′ با (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p′m) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . ,p
′
m) به

جایΎشت- Έی (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p′m) میΎویم دهم، ارجاع I′ به که این ِ بدون یا، میΎویم.

ِ Έکانُنی-ِ یΈجایΎشت- (q′,p′) میΎویم سادِتر، است. (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p′m) ِ Έکانُنی-ِ

است. (q′, p′)

است. چنین Bn که است، Bm ِ حم B یِ قضیه ِ حم

تا q′0 و qi یِ تابعیها ،(n ≤ m) که شرط این با n یِ برا که هست I′ یِ مجموعه Έی :Bn ِ حم

میشوند. تعریف چنین هم ها q′α که َند، هم از مستقل q′n

q′α = q′α, [(α ≤ n) ∧ (α ∈ I′)]. (2693)

q′α = p′α, [(α ≤ n) ∧ (α /∈ I′)]. (2694)
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یِ دیفرانسیلها یِ پهنه در کدام Ϳهی ِ دیفرانسیل ͳیعن باشند، هم از مستقل ͳتابع دسته Έی که این

Y یِ ͳتابع و Xi یِ تابعیها که این َند، هم از مستقل Xi یِ تابعیها ی وقت نباشد. دیΎر یِ تابعیها

نباشد. {(i,dXi) | i} یِ پهنه در (dY) ͳیعن باشند هم از مستقل

ست. ͳبدیه Bn ِ حم ،(n = −1) یِ برا میشود. انجام n بر استقرا با Bn ِ حم ِ اثبات

نادرست Bn+1 گیرم کنم. ثابت را Bn+1 میوشم و است درست Bn گیرم اثبات، یِ ادامه یِ برا

که اند، S یِ پهنه در هر-دˇ، ،(d p′n+1) و (d q′n+1) ͳیعن این است.

S = {(i,d qi) | i} ∪ {(β,d q′β) | β ≤ n}. (2695)

و) یˆند ͳتابع) که هستند ͳی b′α و ها bi و ها a′α و ها ai ͳیعن هم این

d q′n+1 = ai d qi +
n∑

α=0

a′α d q′α. (2696)

d p′n+1 = bi d qi +
n∑

α=0

b′α d q′α. (2697)

صورت، این در

{q′n+1, p′n+1}τ = ai bj {qi, qj}τ +

n∑
β=0

ai b
′
β {qi, q′β}τ

+
n∑

α=0

a′α bj {q′α, qj}τ +
n∑

α=0

n∑
β=0

a′α b′β {q′α, q′β}τ . (2698)

اما

{q′α, q′β}τ = 0, [(α ≤ n) ∧ (β ≤ n)]. (2699)

یˆند: ͳپˇو͈سˇن هم ها qi

{qi, qj}τ = 0. (2700)

میشود. چنین (2698) یِ رابطه ،(2716) و (2699) از استفاده با

{q′n+1, p′n+1}τ =
n∑

β=0

ai b
′
β {qi, q′β}τ +

n∑
α=0

a′α bj {q′α, qj}τ . (2701)
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میشود دیده

{q′n+1, q′β}τ = ai {qi, q′β}τ +
n∑

α=0

a′α {q′α, q′β}τ , β ≤ n. (2702)

میدهد نتیجه ،(2699) از استفاده با که،

{q′n+1, q′β}τ = ai {qi, q′β}τ , β ≤ n. (2703)

اما،

{q′n+1, q′β}τ = 0, β ≤ n. (2704)

پس،

ai {qi, q′β}τ = 0, β ≤ n. (2705)

مشابه، ی شل به

{q′α, p′n+1}τ = bj {q′α, qj}τ +
n∑

β=0

b′β {q′α, q′β}τ , α ≤ n. (2706)

میدهد نتیجه ،(2699) از استفاده با که،

{q′α, p′n+1}τ = bj {q′α, qj}τ , α ≤ n. (2707)

اما،

{q′α, p′n+1}τ = 0, α ≤ n. (2708)

پس،

bj {q′α, qj}τ = 0, α ≤ n. (2709)

میدهد نتیجه (2701) یِ رابطه ،(2709) و (2705) از استفاده با

{q′n+1, p′n+1}τ = 0. (2710)
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اما

{q′n=1, p′n+1}τ = 1. (2711)

مینجامد. نادرست یِ نتیجه Έی به باشند S یِ پهنه در هر-دˇ، ،(d p′n+1) و (d q′n+1) فرضکه این پس

است. درست Bn+1 میدهد نشان این است. نادرست فرض ͳیعن که

B یِ قضیه ͳیعن که است، درست Bm پس میشود. کامل استقرا با ها Bn ِ اثبات ترتیب این به

است. درست

مستقل ها q′α و ها qα که هست I′ یِ مجموعه Έی I یِ مجموعه هر یِ برا میشود معلوم جمله از

که َند، هم از

qα = qα, α ∈ I. (2712)

qα = pα, α /∈ I. (2713)

مینم. تعریف چنین هم را ها qα با متناظر یِ تان̃ها میشوند. ساخته (2687) و (2686) با هم ها q′α و

pα = pα, α ∈ I. (2714)

pα = −qα, α /∈ I.. (2715)

است:
˘
x یِ برا Έکانُنی ی مختصات (q0, . . . , qm, p0, . . . , pm) میشود دیده و

{qα, qβ}τ = 0. (2716)

{qα,pβ}τ = δαβ . (2717)

{pα,pβ}τ = 0. (2718)

میشود دیده

pα d qα = pα d qα + dOI. (2719)

که،

OI =
∑
α/∈I

pα q
α. (2720)
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همچنین،

p′α d q′α = p′α d q′α + dO′
I′ . (2721)

که،

O′
I′ =

∑
α/∈I′

p′α q
′α. (2722)

نوشت. چنین میشود را Υτ ِ یِ-مولد ͳتابع یِ برا (2685) یِ رابطه ترتیب این به

dΥτ = pα d qα − p′α d q′α + dOI − dO′
I′ . (2723)

مینم. تعریف چنین را Υ̃τ یِ ͳتابع

Υ̃τ = Υτ −OI +O′
I′ . (2724)

میشود دیده

d Υ̃τ = pα d qα − p′α d q′α. (2725)

ِ خلاف بر است، مستقل-از-هم یِ تابعیها یِ دیفرانسیلها از ͳخط-ِ یΈترکیب- رابطه این ِ راست ِ طرف

ِ تابعͳ-یِ-مولد Έی سادِتر یا استاندارد، ِ تابعͳ-یِ-مولد Έی Υ̃τ به نبود. چنین لزومˆن که (2685)

میΎویم. (
˘
C ِ Έکانُنی-ِ تبدیل- ِ )

q′0 و qm تا q0 میدهد نشان َند، هم از مستقل (مˇضعˆن) q′m تا q′0 و qm تا q0 یِ تابعیها که این

یِ رابطه مختصات، یِ برا انتخاب این با گرفت. ِ-فاز) فضا-زمان- یِ (برا مختصات میشود را q′m تا

میدهد نتیجه (2725)

pα =
∂ Υ̃τ

∂ qα
. (2726)

p′α = −∂ Υ̃τ

∂ q′α
. (2727)
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که َند مناسب این یِ برا (2727) و (2726) ِ روابط اما میدهد.
˘
x ِ حسب بر را

˘
x′ Έکانُنی ِ تبدیل

مینم: Έیتف را
˘
x ِ حسب بر

˘
x′ یِ رابطه کار، این یِ برا شود. بیان

˜
q′ و

˜
q ِ حسب بر چیز همه

˜
q′ =

˘
C(1)(

˜
q,
˜
p). (2728)

˜
p′ =

˘
C(2)(

˜
q,
˜
p). (2729)

را
˜
p و کرد وارون ثابت یِ

˜
q در را (2728) میشود (مˇضعˆن) پس َند. هم از مستقل (مˇضعˆن)

˜
q′ و

˜
q

نوشت:
˜
q′ و

˜
q ِ حسب بر

˜
p = D(1)

τ (
˜
q,
˜
q′). (2730)

که،

D(1)
τ (

˜
q, �) = [

˘
C(1)(

˜
q, �)]−1. (2731)

میشود. چنین هم (2729) یِ رابطه و

˜
p′ = D(2)

τ (
˜
q,
˜
q′). (2732)

که،

D(2)
τ (

˜
q, �) = [

˘
C(2)(

˜
q, �)] ◦ [D(1)

τ (
˜
q, �)]. (2733)

ͳیعن (2733) و (2731) ِ روابط

˜
q′ =

˘
C(1)[

˜
q,D(1)

τ (
˜
q,
˜
q′)]. (2734)

D(2)
τ (

˜
q,
˜
q′) =

˘
C(2)[

˜
q,D(1)

τ (
˜
q,
˜
q′)]. (2735)

باشد Έکانُنی
˘
C اگر تنها و اگر است، ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش ِ تقارن Έی

˘
C که شد دیده هم قبلَن

نند: عوض (ͳجمع ِ ثابت Έی با (جز را ͳفضا-زمان ِ ͳهˆمیلت̃ن و

Hτ (
˘
x′) = Hτ (

˘
x) + c. (2629)
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یا،

Hτ ◦
˘
C = Hτ + c. (2736)

است. ثابت Έی c که

تبدیل-یافته یِ نقطه یِ ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مختصات که مینم ͳبررس را ی حالت

که چنان باشد، (T × P × A) به (T × P × A) از ی تاب΄
˘
C ͳیعن این باشند. p0 از مستقل

هست، (T × P) به (T × P) از
˜
C ِ تاب΄ Έی حالت این در باشد. p0 از مستقل

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]

که چنان

˜
C(t, x) =

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]. (2563)

باشد Έکانُننی
˜
C(t, �) ی وقت و است، Έکانُنی هم

˜
C(t, �) باشد Έکانُنی

˘
C ی وقت شد دیده و

که ͳی ِ-کانُننیها تبدیل- یِ برا شد دیده همچنین، باشد. Έکانُننی
˘
C که ساخت چنان را

˘
C میشود

است. t فقط ِ تاب΄ t′ باشد، p0 از مستقل
0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]

(2m) که اند، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- یِ دامنه با ͳتابع (2m) جمعˆن q′ و q ِ مختصات

نیستند، مستقل-از-هم ،t′ و t با همراه ،q′ و q ِ مختصات که است رˇشن است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد

ِ بˇعد که ی حال در اند، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- یِ دامنه با ͳتابع (2m + 2) جمعˆن چون

یا پس است. (2m+ 1) ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-

q0 = t. (2737)

q′0 = p′0. (2738)

یا،

q0 = p0. (2739)

q′0 = t′. (2740)
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یا ،(2738) و (2737) یِ زُجها از Έی هر باشند، مستقل-از-هم q′ و q که چنان q′ هر و ،q هر با

نتیجه برمیΎزینم. را ͳاول مینجامد.) مستقل-از-هم ی
˜
q′ و

˜
q (به است. ممن (2740) و (2739)

میشود

p0 = p0. (2741)

p′0 = −t′. (2742)

میشود نتیجه (2727) از

−t′ = −∂ Υ̃τ

∂ p′0
. (2743)

نتیجه بالا یِ رابطه از انتΎرال-گیری پس است. p′0 از مستقل ،p′0 و q′ و
˜
q از ی تاب΄ ِ عنوان به ،t′

که هست Υ̃ Έی میدهد

Υ̃τ (t, q, p
′
0, q

′) = p′0 t
′ + Υ̃(t, q, q′). (2744)

میشود. چنین (2744) یِ رابطه این، بر تئید با است. t فقط ِ تاب΄ t′ البته

Υ̃τ (t, q, p
′
0, q

′) = p′0 t
′(t) + Υ̃(t, q, q′). (2745)

میشود نتیجه (2727) و (2726) از

pi =
∂ Υ̃

∂ qi
. (2746)

p′i = −
∂ Υ̃

∂ q′i
. (2747)

میشود نتیجه همچنین ،(2726) از

p0 =
∂ Υ̃τ

∂ t
. (2748)

میشود ،(2745) از استفاده با که،

p0 = p′0
d t′

d t
+
∂ Υ̃

∂ t
. (2749)
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یا،

p′0 =
d t

d t′

(
p0 −

∂ Υ̃

∂ t

)
. (2750)

است: (1831) ِ شل به Hτ

Hτ (t, x, p0) = H(t, p). (1831)

که،

p = p0 +H(t, x). (1822)

پس،

Hτ (t, x, p0) = H[t, p0 +H(t, x)]. (1832)

البته، و

Hτ (t
′, x′, p′0) = H(t′, p′). (2636)

که،

p′ = p′0 +H(t′, x′). (2637)

پس،

Hτ (t
′, x′, p′0) = H[t′, p′0 +H(t′, x′)]. (2638)

برقرار (2563) ͳیعن است، p0 از مستقل
0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)] که ،

˘
C ِ Έکانُنی-ِ تبدیل- که این ِ شرط

میشود. چنین که است، (2629) یِ رابطه باشد، ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش ِ تقارن است،

H(t′, p′) = H(t, p) + c. (2659)



۴۴۵ � مولد یِ ͳتابع 79

است: ناصفر p′ به نسبت H(t′, p′) ِ مشتق

∂ [H(t′, p′)]

∂ p′
̸= 0. (2660)

که هست A یِ ͳتابع Έی ͳیعن کرد. حساب بالا یِ رابطه از را p′ میشود پس

p′ = A(t′, t, p). (2661)

نوشت: B یِ دˇ-متغیره یِ ͳتابع ِ حسب بر میشود را بالا یِ رابطه پس است. t فقط ِ تاب΄ t′

p′ = B(t, p). (�2665)

یا،

p′0 +H(t′, x′) = B[t, p0 +H(t, x)]. (�2666)

همچنین،

∂ p′0
∂ p0

=
d t

d t′
. (2573)

میدهد نتیجه که

∂ [B(t, p)]

∂ p
=

d t

d t′
. (2667)

که، هست h یِ ͳتابع Έی ͳیعن

B(t, p) =
d t

d t′
p+ h(t). (2668)

میشود. چنین (2666) ترتیب این به

p′0 +H(t′, x′) =
d t

d t′
p+ h(t). (2669)
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با است همئرز (2573) یِ رابطه

p′0 =
d t

d t′
[p0 −F(t, x)]. (2574)

میشود. چنین (2669) ترتیب این به

d t

d t′
[p0 −F(t, x)] +H(t′, x′) =

d t

d t′
[p0 +H(t, x)] + h(t). (2670)

یا،

H(t′, x′) =
d t

d t′
[H(t, x) + F(t, x)] + h(t). (2671)

میشود دیده (2574) با (2750) یِ مقایسه از

F =
∂ Υ̃

∂ t
. (2751)

مفصلتر،

F(t, x) = (
0

D(0) Υ̃)(t, q, q′). (2752)

میشود. چنین (2671) ترتیب این به

H(t′, x′) =
d t

d t′

[
H(t, x) + (

0

D(0) Υ̃)(t, q, q′)
]
+ h(t).

(2753)

نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت ِ معادلات در h البته

از حالت این در است. x فقط ِ تاب΄ ͳیعن نیست، هم t ِ تاب΄ x′ که است این خاص ِ حالت Έی

میشود نتیجه (2747) و (2746)

∂2 Υ̃

(∂ t) (∂ qi)
= 0. (2754)

∂2 Υ̃

(∂ t) (∂ q′i)
= 0. (2755)
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دارد: ͳΎبست q′ و q فقط به دیΎری و t فقط به ی Έی که است، تاب΄ دˇ ِ مجموع Υ̃ ͳیعن این

Υ̃(t, q, q′) = T(t) + Υ̃(q, q′). (2756)

میشوند (2747) و (2746) ِ روابط

pi =
∂ Υ̃

∂ qi
. (2757)

p′i = −
∂ Υ̃

∂ q′i
. (2758)

میشود هم (2750) یِ رابطه

p′0 =
d t

d t′

(
p0 −

dT

d t

)
. (2759)

میشود. چنین هم (2753) باشد، هم ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش ِ تقارن
˘
C اگر و

H(t′, x′) =
d t

d t′

[
H(t, x) +

dT

d t

]
+ h(t). (2760)

یا،

H(t′, x′) =
d t

d t′
H(t, x) +

dT

d t′
+ h(t). (2761)

نوشت. چنین را آن میشود که

H(t′, x′) =
d t

d t′
H(t, x) + h8(t). (2672)

که،

h8(t) =
dT

d t′
+ h(t). (2762)

نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت یِ معادله در h8 البته

Έی t به نسبت t′ ِ مشتق که این است. Έی t به نسبت t′ ِ مشتق و است،
˜
x فقط ِ تاب΄

˜
x′ گیرم

میشود (2750) است. ثابت (t′ − t) ͳیعن است،

p′0 = p0 −
∂ Υ̃

∂ t
. (2763)
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باشد، هم ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش ِ تقارن
˘
C اگر و

H(t′, x′) = H(t, x) + (
0

D(0) Υ̃)(t, q, q′) + h(t). (2764)

(2759) صورت این در یΈاست. هم t به نسبت t′ ِ مشتق و است، x فقط ِ تاب΄ x′ گیرم سرانجام،

میشود

p′0 = p0 −
dT

d t
. (2765)

باشد، هم ِ-فاز فضا-زمان- ِ کنش ِ تقارن
˘
C اگر و

H(t′, x′) = H(t, x) +
dT

d t
+ h(t). (2766)

نوشت. چنین را آن میشود که

H(t′, x′) = H(t, x) + h8(t). (2767)

که،

h8(t) =
dT

d t
+ h(t). (2768)

نمیشود. وارد (
˜
x یِ (برا حرکت یِ معادله در h8 البته

ِ طرف صورت این در است.
˜
q فقط ِ تاب΄

˜
p′ که یˆند ͳی آنها Έکانُنین یِ تبدیلها از دسته Έی

انتΎرال آن از میشود ͳسادگ به پس ندارد. ͳΎبست
˜
q′ به ͳیعن است،

˜
q ِ فقط ِ تاب΄ (2727) ِ راست

میشود نتیجه گرفت.

Υ̃τ (
˜
q,
˜
q′) = −p′α q′α +Υ8

τ (
˜
q). (2769)

میشود نتیجه هم (2726) و (2769) از است. q (فقط) ِ تاب΄ راست ِ طرف در
˜
p′

pα = −
∂ p′β
∂ qα

q′β +
∂Υ8

τ

∂ qα
. (2770)
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آورد: دست به را
˜
q′ آن از و کرد وارون میشود را این

q′α =

(
−pβ +

∂Υ8
τ

∂ qβ

)
∂ qβ

∂ p′α
. (2771)

Έی باشد
˜
q فقط ِ تاب΄

˜
q′ که ͳکانُنی-ِ تبدیل- به است.

˜
q فقط ِ تاب΄

˜
q′ که است این مثال Έی

مستقل ها q′α از Έی Ϳهی ی، چنین-تبدیل یِ برا که است رˇشن میΎویند. ͳنقط̃ئ (ِ Έکانُنی) ِ تبدیل

شود، انتخاب چنین
˜
q اگر پس نیستند.

˜
q از

qα = qα, (2772)

کرد انتخاب چنین باید را
˜
q′ باشد،

˜
q از مستقل

˜
q′ که این یِ برا

q′α = p′α. (2773)

حالت، این در که است رˇشن

pα = pα. (2774)

p′α = −q′α. (2775)

میشوند (2727) و (2726) ِ روابط و

pα =
∂ Υ̃τ

∂ qα
. (2776)

q′α =
∂ Υ̃τ

∂ p′α
. (2777)

میشود (2769) یِ رابطه

Υ̃τ (
˜
q,
˜
p′) = p′α q

′α +Υ8
τ (
˜
q). (2778)

میشود هم (2770) یِ رابطه است.
˜
q (فقط) ِ تاب΄ راست ِ طرف در

˜
q′

pα = p′β
∂ q′β

∂ qα
+
∂Υ8

τ

∂ qα
. (2779)
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آورد: دست به را
˜
p′ آن از و کرد وارون را آن میشود که

p′α =

(
pβ −

∂Υ8
τ

∂ qβ

)
∂ qβ

∂ q′α
. (2780)

باشد، چنین Υ̃τ اگر جمله، از

Υ̃τ (
˜
q,
˜
p′) = p′α q

α, (2781)

میشود نتیجه

pα = p′α. (2782)

q′α = qα. (2783)

نوشت. چنین میشود را (2782) البته

p′α = pα. (2784)

ست. ͳهمان ِ تبدیل با متناظر (2781) ِ شل به Υ̃τ ِ تابعͳ-یِ-مولد

Ϳهی ی، چنین-تبدیل یِ برا که است رˇشن است.
˜
q فقط ِ تاب΄

˜
p′ که است این دیΎر ِ مثال Έی

˜
q از مستقل

˜
q′ که این یِ برا شود، (2772) ِ شل به

˜
q اگر پس نیستند.

˜
q از مستقل ها p′α از Έی

کرد انتخاب چنین باید را
˜
q′ باشد،

q′α = q′α. (2785)

و است (2774) ِ شل به
˜
p حالت این در که است رˇشن

p′α = p′α. (2786)

میشود چنین هم (2727) یِ رابطه میئاید. در (2776) یِ رابطه ِ شل به (2726) یِ رابطه هم اینجا

p′α = −∂ Υ̃τ

∂ q′α
. (2787)
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میشود (2769) یِ رابطه

Υ̃τ (
˜
q,
˜
q′) = −p′α q′α +Υ8

τ (
˜
q). (2788)

میشود هم (2770) یِ رابطه است.
˜
q (فقط) ِ تاب΄ راست ِ طرف در

˜
p′

pα = −
∂ p′β
∂ qα

q′β +
∂Υ8

τ

∂ qα
. (2789)

آورد: دست به را
˜
q′ آن از و کرد وارون را آن میشود که

q′α =

(
−pβ +

∂Υ8
τ

∂ qβ

)
∂ qβ

∂ p′α
. (2790)

باشد، چنین Υ̃τ اگر جمله، از

Υ̃τ (
˜
q,
˜
q′) = Eαβ q

α q′β , (2791)

میشود نتیجه َند، ثابت ها Eαβ که

pα = Eαβ q
′β . (2792)

p′α = −Eβ α q
β . (2793)

نوشت. چنین میشود را (2792) البته

q′α = (E−1)αβ pβ . (2794)

میند. جا-به-جا را تانه و مان ِ نقش ،(2791) ِ شل به Υ̃τ ِ تابعͳ-یِ-مولد

است. این E یِ برا خاص ِ حالت Έی

Eαβ = δαβ . (2795)

میشود (2791) صورت این در

Υ̃τ (
˜
q,
˜
q′) =

∑
α

qα q′α. (2796)
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میشوند. چنین هم (2794) تا (2792) ِ روابط

pα = q′α. (2797)

p′α = −qα. (2798)

q′α = pα. (2799)

نیم-مختصات کانُنیΈاز ِ مختصات 80

که ͳپˇو͈سˇن و مستقل-از-هم یِ ͳتابع دسته Έی با میشود معلوم جمله از ،B یِ قضیه از استفاده با

که ساخت ی Έکانُنی-ِ مختصات- میشود باشد، ِ-فاز) فضا-زمان- ِ بˇعد ِ (نصف ͳکاف شان ِ تعداد

باشند: تابعیها این آنها از ی نیم

ِ Έکانُنی ِ مختصات با متناظر میΎوید B یِ قضیه یˆند. ͳپˇو͈سˇن و َند مستقل-از-هم q′m تا q′0 گیرم

که َند، هم از مستقل qm تا q0 و q′m تا q′0 که هست I یِ مجموعه Έی (q0, . . . , qm, p0, . . . , pm)

میشوند. تعریف چنین ها qα

qα = qα, α ∈ I. (2712)

qα = pα, α /∈ I. (2713)

میشوند. تعریف چنین هم ها pα

pα = pα, α ∈ I. (2714)

pα = −qα, α /∈ I. (2715)

کار، این یِ برا باشد. Έکانُنی (q′0, . . . , q′m,p′0, . . . , p
′
m) که بسازم چنان را p′m تا p′0 میخاهم

این میند. تبدیل
˘
x′ به را

˘
x که بسازم را ی Έکانُنی-ِ تبدیل- با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد میوشم

میΎیرم. q′m تا q′0 و qm تا q0 را آن یِ متغیرها و میدهم نشان Υ̃τ با را ِ-استاندارد تابعͳ-یِ-مولد-
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براورˆد. را معادلات این باید Υ̃τ

pα =
∂ Υ̃τ

∂ qα
. (2726)

میئایند دست به چنین ها p′α دارد، جواب Υ̃τ یِ برا (2726) که این ِ فرض با

p′α = −∂ Υ̃τ

∂ q′α
. (2727)

نوشت:
˜
q′ و

˜
q ِ حسب بر را

˜
p باید (2726) یِ ͳبررس یِ برا

˜
q′ =

˘
C(1)(

˜
q,
˜
p). (2728)

پس،

˜
p = D(1)

τ (
˜
q,
˜
q′). (2730)

که،

D(1)
τ (

˜
q, �) = [

˘
C(1)(

˜
q, �)]−1. (2731)

است. چنین (2726) یِ معادله ترتیب این به

D(1)
τ α(

˜
q,
˜
q′) =

∂ [Υ̃τ (
˜
q,
˜
q′)]

∂ qα
. (2800)

که است این باشد داشته جواب Υ̃ یِ برا (مˇضعˆن) معادله این که این ِ شرط

0 =
∂ [D

(1)
τ β(

˜
q,
˜
q′)]

∂ qα
−
∂ [D

(1)
τ α(

˜
q,
˜
q′)]

∂ qβ
. (2801)

سادِتر،

0 =
∂ pβ
∂ qα

− ∂ pα
∂ qβ

. (2802)

است.
˜
q′ و

˜
q از ی تاب΄ ِ عنوان به

˜
p یِ ͳپارِئ ِ مشتق ،

˜
p یِ ͳپارِئ ِ مشتق از منظور که
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میشود دیده (2730) و (2728) از

˜
p = D(1)

τ [
˜
q,
˘
C(1)(

˜
q,
˜
p)]. (2803)

است: صفر
˜
q به نسبت ،

˜
p و

˜
q از ی تاب΄ ِ عنوان به راست، ِ طرف ِ مشتق

0 =

(
∂ {D(1)

τ [
˜
q,
˘
C(1)(

˜
q,
˜
p)]}

∂
˜
q

)
˜
p

. (2804)

پس،

0 = D(1) {D(1)
τ [

˜
q,
˘
C(1)(

˜
q,
˜
p)]}

+
(
D(2) {D(1)

τ [
˜
q,
˘
C(1)(

˜
q,
˜
p)]}

)(
D(1) {

˘
C(1)[

˜
q,
˘
C(1)(

˜
q,
˜
p)]}

)
. (2805)

سادِتر،

0 =
∂
˜
p

∂
˜
q
+
∂
˜
p

∂
˜
q′
∂
˜
q′

∂
˜
q
. (2806)

شاخصها، با

0 =
∂ pβ
∂ qα

+
∂ pβ
∂ q′γ

∂ q′γ

∂ qα
. (2807)

یˆند: ͳپˇو͈سˇن ها q′α

{q′α, q′β}τ = 0. (2690)

ͳیعن این

∂ q′α

∂ qγ
∂ q′β

∂ pγ
− ∂ q′β

∂ qγ
∂ q′α

∂ pγ
= 0. (2808)

ترتیب، این به

∂ pµ
∂ q′α

∂ q′α

∂ qγ
∂ q′β

∂ pγ
− ∂ pµ
∂ q′α

∂ q′β

∂ qγ
∂ q′α

∂ pγ
= 0. (2809)
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ͳیعن که

∂ pµ
∂ q′α

∂ q′α

∂ qγ
∂ q′β

∂ pγ
− ∂ q′β

∂ qµ
= 0. (2810)

میدهد نتیجه هم این

∂ pν
∂ q′β

∂ pµ
∂ q′α

∂ q′α

∂ qγ
∂ q′β

∂ pγ
− ∂ pν
∂ q′β

∂ q′β

∂ qµ
= 0. (2811)

ͳیعن که

∂ pµ
∂ q′α

∂ q′α

∂ qν
− ∂ pν
∂ q′β

∂ q′β

∂ qµ
= 0. (2812)

میشود دیده (2812) و (2807) ِ ترکیب از

−∂ pµ
∂ qν

+
∂ pν
∂ qµ

= 0. (2813)

جواب Υ̃τ یِ برا (مˇضعˆن) ،(2726) ان هم یا ،(2800) یِ معادله پس است. (2802) ان هم که

(q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p
′
m) و آورد دست به (2727) یِ رابطه از ها p′α میشود ترتیب این به دارد.

میشود. Έکانُنی

از مستقل و مستقل-ازهم، یِ ͳپˇو͈سˇن یِ ͳتابع دسته Έی ها q′i که است این خاص ِ حالت Έی

به حالت این در باشند. مستقل-از-هم هم ی ثابت هر با برابر t به ها q′i ِ تحدید که چنان باشند، p0

ثابت یِ t هر یِ ازا به پس َند. مستقل-از-هم qm تا q1 و q′m تا q′1 یِ تابعیها ثابت، یِ t هر یِ ازا

یِ مسئله حالت این در کرد. حساب qm تا q1 و q′m تا q′1 ِ حسب بر را pm تا p1 (مˇضعˆن) میشود

ِ یافتن یِ مسئله ِ شبیه بسیار باشند، Έکانُنی (q′1, . . . , q′m, p′1, . . . , p
′
m) که چنان p′m تا p′1 ِ یافتن

و (2726) ِ روابط یِ جا به باشند. Έکانُنی (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p
′
m) که چنان است p′m تا p′0

میبˆرم: کار به را (2747) و (2746) ِ روابط (2727)

pi =
∂ Υ̃

∂ qi
. (2746)

p′i = −
∂ Υ̃

∂ q′i
. (2747)
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یِ معادله داد نشان که ان هم با مشابه ی استدلال با است. q′m تا q′1 و qm تا q1 و t ِ تاب΄ Υ̃ که

دارد. جواب Υ̃ یِ برا (2746) میشود معلوم دارد، جواب Υ̃τ یِ برا (2726)

تعریف چنین را p′0 و q′0 و افزود هم را p′0 و t′ یِ تابعیها (q′1, . . . , q′m, p′1, . . . ,p′m) به میشود

کرد:

q′0 = t′. (2814)

p′0 = p′0. (2815)

شد دیده میسازم. را p′0 و t′ کار این یِ برا باشند. Έکانُنی هم (q′0, . . . , q′m, p′0, . . . , p′m) که چنان

به آن یِ ͳΎبست (که t′ هر یِ ازا به صورت این در و باشد. t فقط ِ تاب΄ باید t′ باشد چنین که این یِ برا

میشود. چنین p′0 باشد)، وارون-پذیر t

p0 = p′0
d t′

d t
+
∂ Υ̃

∂ t
. (2749)

یا،

p′0 =
d t

d t′

(
p0 −

∂ Υ̃

∂ t

)
. (2750)

باشد، Έی t به نسبت t′ ِ مشتق کلیتر ی کم یا باشد، t ان هم t′ اگر جمله از

p′0 = p0 −
∂ Υ̃

∂ t
. (2763)

است: صفر ها p′i و ها q′i با است، t′ ان هم که ،q′0 یِ گسرش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{t′, q′i}τ = 0. (2816)

{t′, p′i}τ = 0. (2817)

صورت، این در است. t فقط ِ تاب΄ t′ گیرم

{t′, q′i}τ =
d t′

d t

∂ q′i

∂ p0
. (2818)

{t′, p′i}τ =
d t′

d t

∂ p′i
∂ p0

. (2819)
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پس،

∂ q′i

∂ p0
= 0. (2820)

∂ p′i
∂ p0

= 0. (2821)

،ͳیعن

∂ x′a

∂ p0
= 0. (2822)

ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ͳیعن ندارند، ͳΎبست p0 به ها x′a حالت این در

.Έدرجه-یِ-ی ِ تاب΄ Έی ِ شل به هم آن میشود، وارد p′0 فقط در p0 اند.

ِ بخش میشود: جدا Έکانُنی ِ تبدیل از عملَن p0 است، t فقط ِ تاب΄ t′ که ی حالت در پس

ِ تبدیل ِ فضا-یِ-فاز ِ بخش و است. p0 از مستقل Έکانُنی ِ تبدیل یِ ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز-

ِ تبدیل حالت، این در است. فضا-یِ-فاز در Έکانُنی ِ تبدیل Έی ثابت ِ زمان هر در ،Έکانُنی

ͳبررس ِ-فاز فضا-زمان- و p0 ِ وارد-کردن ِ بدون میشود را ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- کانُنیΈدر

ِ-فاز) فضا-زمان- (و آن ِ وارد-کردن که ست ͳاضاف ِ متغیر Έی p0 نیست: عجیب البته که کرد،

را ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- در وابسته-به-زمان، ِ عملیات مشخص ِ طُر به عملیات، ی بعض

میند. سادِتر
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هست هم Έکانُنی که است هموار ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی هموار، ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی

ِ خانواده-یِ-تبدیل یِ مشتق-پذیری هست). هم هموار که کانُنینΈهست ِ یΈخانواده-یِ-تبدیل (یا

،s0 از ͳΎهمسای Έی در s یِ ازا به که هست Jτ Έی ͳیعن ،s0 در
˘
C Έکانُنی

[Ca(s)](
˘
x) = [Ca(s0)](

˘
x) + [J a

τ b(
˘
x)] (sb − sb0) + o(s− s0). (2823)

میدهم: نشان h با را (s− s0)

s = s0 + h. (1238)



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در تقارن ۴۵٨

ترتیب، این به

[Ca(s)](
˘
x) = [Ca(s0)](

˘
x) + [J a

τ b(
˘
x)]hb + o(h). (2824)

ست، ͳهمان
˘
C(s0) که چنان s0 یِ برا جمله، از

[Ca(s)](
˘
x) = xa + [J a

τ b(
˘
x)]hb + o(h). (2825)

یا،

(δ xa)=1 = [J a
τ b(

˘
x)]hb. (2826)

میشود اینها یِ بسته

[Ca(s)](
˘
x) = xa + [J a

τ (
˘
x)]h+ o(h). (2827)

(δ xa)=1 = [J a
τ (
˘
x)]h. (2828)

ِ پارامتر هم (h (یا s به میΎویم. ،
˘
C (ِ (تبدیل ِ مولد سادِتر یا ،

˘
C ِ خانواده-یِ-تبدیل ِ مولد Jτ به

میΎویم. ،
˘
C (ِ (تبدیل ِ پارامتر سادِتر یا ،

˘
C ِ خانواده-یِ-تبدیل

s = s0 یِ ازا به ،p′m تا p′0 و qm تا q0 پس ست. ͳهمان
˘
C(s0) میدهم. نشان

˘
x′ با را [

˘
C(s)](

˘
x)

و qm تا q0 باشد، آن در s اگر که هست s0 از ͳΎهمسای Έی میشود نتیجه این از َند. مستقل-از-هم

میشود را
˘
C(s) با متناظر Υ̃τ (s) ِ تابعͳ-یِ-مولد یِ متغیرها ͳیعن این َند. مستقل-از-هم p′m تا p′0

است:
˜
q ان هم

˜
q که گرفت، (q0, . . . , qm, q′0, . . . , q′m)

qα = qα, (2772)

است:
˜
p′ ان هم

˜
q′ و

q′α = p′α. (2773)
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پس،

pα =
∂ Υ̃τ

∂ qα
. (2776)

q′α =
∂ Υ̃τ

∂ p′α
. (2777)

میدهد نتیجه ست، ͳهمان
˘
C(s0) که این

[Υ̃τ (s0)](
˜
q,
˜
p′) = p′α q

α. (2829)

که هست Kτ Έی پس،

[Υ̃τ (s)](
˜
q,
˜
p′) = p′α q

α + [Kτ (
˜
q,
˜
p′)]h+ o(h). (2830)

ترتیب، این به

pα = p′α +
∂Kτ

∂ qα
h+ o(h). (2831)

q′α = qα +
∂Kτ

∂ p′α
h+ o(h). (2832)

یا،

pα(
˜
q,
˜
p′) = p′α + [(D(1)αKτ )(

˜
q,
˜
p′)]h+ o(h). (2833)

q′α(
˜
q,
˜
p′) = qα + [(D(2)

αKτ )(
˜
q,
˜
p′)]h+ o(h). (2834)

میشود دیده میرفت، انتظار که چنان روابط، این از

p′α − pα = O(h). (2835)

q′α − qα = O(h). (2836)

میشود (2834) و (2833) ِ روابط ِ راست ِ طرف در h ِ ضریب در ،h به نسبت Έی یِ مرتبه تا پس

کرد: جایΎزین
˜
p با را

˜
p′

pα(
˜
q,
˜
p′) = p′α + [(D(1)αKτ )(

˜
q,
˜
p)]h+ o(h). (2837)

q′α(
˜
q,
˜
p′) = qα + [(D(2)

αKτ )(
˜
q,
˜
p)]h+ o(h). (2838)
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خلاص̃تر،

pα = p′α + [(D(1)αKτ )(
˜
q,
˜
p)]h+ o(h). (2839)

q′α = qα + [(D(2)
αKτ )(

˜
q,
˜
p)]h+ o(h). (2840)

نوشت. چنین میشود هم را (2839) یِ رابطه

p′α = pα − [(D(1)αKτ )(
˜
q,
˜
p)]h+ o(h). (2841)

کرد: خلاصه رابطه این در میشود را (2841) و (2840) ِ روابط و

x′a = xa + Ja c [(DcKτ )(
˘
x)]h+ o(h). (2842)

میشود که

(δ xa)=1 = Ja c [(DcKτ )(
˘
x)]h (2843)

یا،

(δ xa)=1 = {xa,Kτ}τ h. (2844)

میشود دیده (2828) با این یِ مقایسه از

J a
τ = {xa,Kτ}τ . (2845)

مفصلتر،

J a
τ b = {xa,Kτ b}τ . (2846)

میΎویم. ،
˘
C (ِ (تبدیل یِ ͳپˇو͈سˇن ِ مولد سادِتر یا ،

˘
C ِ خانواده-یِ-تبدیل یِ ͳپˇو͈سˇن ِ مولد Kτ به

باشند. Έکانُنی ها x′a است قرار آورد. دست به میشود هم مستقیم ِ شل به را (2845) یِ رابطه

پس،

{x′a, x′b}τ = Ja b. (1997)
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َند، Έکانُنی هم ها xa چون یا،

{x′a, x′b}τ = {xa, xb}τ . (1998)

ͳیعن (2827) یِ رابطه

x′a = xa + [J a
τ (
˘
x)]h+ o(h). (2847)

پس،

{x′a, x′b}τ = {xa, xb}τ + {xa,J b
τ }τ hc + {J a

τ , x
b}τ h+ o(h). (2848)

میشود نتیجه (1998) از ترتیب این به

0 = {xa,J b
τ }τ h+ {J a

τ , x
b}τ h+ o(h). (2849)

،ͳیعن که

0 = {xa,J b
τ }τ + {J a

τ , x
b}τ . (2850)

یا،

0 = Ja d ∂d J b
τ − Jb d ∂d J a

τ . (2851)

مینویسم: پایین ِ شاخص با J ِ حسب بر را بالا ِ شاخص با J

J a
τ = Je a Jτ e. (2852)

ترتیب، این به

0 = Ja d Je b ∂d Jτ e − Jb d Je a ∂d Jτ e. (2853)



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در تقارن ۴۶٢

یا،

0 = Ja d Je b ∂d Jτ e − Jb e Jd a ∂e Jτ d. (2854)

پس، است. پادمتقارن
˘
J

Jb e Jd a = Je b Ja d. (2855)

با است همئرز (2854) پس

0 = Ja d Je b (∂d Jτ e − ∂e Jτ d) . (2856)

با است همئرز (2856) پس است. وارون-پذیر
˘
J

0 = ∂d Jτ e − ∂e Jτ d. (2857)

است: xb به نسبت تاب΄ Έی ِ مشتق Jτ b ͳیعن این و

Jτ b = −∂bKτ . (2858)

نماد- با سازگاری یِ برا شد، خاهد دیده که چنان فقط، و است) (قرارداد نیست مهم ͳمنف ِ علامت

با است همئرز (2858) شده. وارد ͳقبل یِ گذاری

J a
τ = −Jb a ∂bKτ . (2859)

یا،

J a
τ = Ja b ∂bKτ . (2860)

است. (2845) ان هم که

نوشت. میشود هم شل این به را (2860) یا (2845) ِ روابط

Jτ =
˘
JKτ . (2861)
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مفصلتر،

Jτ b =
˘
JKτ b . (2862)

ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی
˘
JKτ یِ برداری ِ میدان ِ شارش ،K هر با متناظر که است رˇشن و

گیرم ͳیعن است. هموار

˘
C(h) = fl(hJτ ). (2863)

مفصلتر،

˘
C(h) = fl(hb Jτ b). (2864)

ِ تعریف از البته و کانُنیΈاست. ،h هر یِ ازا به ،
˘
C(h)صورت این در است. (2861) ِ شل به Jτ که

که است رˇشن همچنین، است. هموار ،h به نسبت ،
˘
C(h) که است رˇشن هم شارش

˘
C(0) = 1. (2865)

است. h ِ خُد s یِ جا به تبدیل، ِ پارامتر (2863) در

گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ها p′i و ها q′α که مینم ͳبررس را ی حالت

که هست ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از
˜
C یِ ͳوابرریخت Έی ͳیعن این اند. p0 از مستقل ͳیعن اند،

˜
C(t, x) =

0

Π0,1[
˘
C(t, x, p0)]. (2563)

میشود. چنین (2824) یِ مانسته

[
˜
Cα(s)](

˜
x) = [

˜
Cα(s0)](

˜
x) + [J a

b (
˜
x)]hb + o(h). (2866)

میشود. چنین هم (2825) یِ مانسته ست، ͳهمان
˜
C(s0) چون و،

[
˜
Cα(s)](

˜
x) = xα + [J α

b (
˜
x)]hb + o(h). (2867)

بسته،

[
˜
Cα(s)](

˜
x) = xα + [J α(

˜
x)]h+ o(h). (2868)
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و است t فقط ِ تاب΄ t′ حالت این در شد معلوم

Υ̃τ (t, q, p
′
0, q

′) = p′0 t
′(t) + Υ̃(t, q, q′). (2745)

میشود ،
˜
q′ و

˜
q یِ برا (2773) و (2772) از استفاده با که،

Υ̃τ (t, q, p
′
0, p

′) = p′0 t
′(t) + Υ̃(t, q, p′). (2869)

خانواده-یِ-تبدیل، یِ برا و

[Υ̃τ (s)](t, q, p
′
0, q

′) = p′0 [t
′(s)](t) + [Υ̃(s)](t, q, q′). (2870)

میشود که

[Υ̃τ (s)](t, q, p
′
0, p

′) = p′0 [t
′(s)](t) + [Υ̃(s)](t, q, p′). (2871)

ترتیب این به میئاید. دست به (2829) از (2871) ِ چپ ِ طرف ست. ͳهمان تبدیل ،s = s0 یِ ازا به

میشود s = s0 در (2871)

p′α q
α = p′0 [t

′(s0)](t) + [Υ̃(s0)](t, q, p
′). (2872)

همچنین،

[t′(s0)](t) = t. (2873)

پس،

p′α q
α = p′0 t+ [Υ̃(s0)](t, q, p

′). (2874)

میدهد نتیجه که

[Υ̃(s0)](t, q, p
′) = p′i q

i. (2875)
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که هست KΈی پس

[Υ̃(s)](t, q, p′) = p′i q
i + [Kb(t, q, p

′)]hb + o(h). (2876)

که هست T Έی میشود نتیجه هم (2873) از

[t′(s)](t) = t+ [Tb(t)]hb + o(h). (2877)

میشود. چنین اینها یِ بسته

[Υ̃(s)](t, q, p′) = p′i q
i + [K(t, q, p′)]h+ o(h). (2878)

[t′(s)](t) = t+ [T (t)]h+ o(h). (2879)

میΎذارم: (2871) در را (2879) و (2878) ِ روابط

[Υ̃τ (s)](t, q, p
′
0, p

′) = p′0 t+ p′0 [T (t)]h+ p′i q
i + [K(t, q, p′)]h+ o(h). (2880)

،ͳیعن

[Υ̃τ (s)](t, q, p
′
0, p

′) = p′α q
α + p′0 [T (t)]h+ [K(t, q, p′)]h+ o(h). (2881)

میشود نتیجه (2830) و این از

Kτ (
˜
q,
˜
p′) = p′0 T (t) +K(t, q, p′). (2882)

پس،

Kτ (
˜
q,
˜
p) = p0 T (t) +K(t, q, p). (2883)

،ͳیعن

Kτ (
˘
x) = p0 T (t) +K(t, x). (2884)
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مفصلتر،

Kτ b(
˘
x) = p0 Tb(t) +Kb(t, x). (2885)

میΎویم. K یِ زمان-گسترش-یافته هم Kτ به میΎویم. Kτ یِ ͳفضای ِ بخش K به

میشود نتیجه (2884) یِ رابطه از

{Xτ ,Kτ}τ = (∂0 Xτ ) T − (∂2m+1 Xτ ) (p0 Ṫ + ∂0K) + {Xτ ,K}. (2886)

مفصلتر، است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) و ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی Xτ که

{Xτ ,Kτ b}τ = (∂0 Xτ ) Tb − (∂2m+1 Xτ ) (p0 Ṫb + ∂0Kb)

+ {Xτ ,Kb}. (2887)

میدهد نتیجه (2886) جمله، از

{xa,Kτ}τ = δa0 T − δa2m+1 (p0 Ṫ + ∂0K) + {xa,K}. (2888)

ͳیعن که

t′ = t+ T h+ o(h). (2889)

x′a = xa + {xa,K}h+ o(h). (2890)

p′0 = p0 − (p0 Ṫ + ∂0K)h+ o(h). (2891)

میشود. چنین (2844) یِ رابطه و

(δ t)=1 = T h. (2892)

(δ xa)=1 = {xa,K}h. (2893)

(δ p0)=1 = −(p0 Ṫ + ∂0K)h. (2894)
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میشود. چنین (2845) البته و

J 0
τ = T . (2895)

J a
τ = {xa,K}. (2896)

J 2m+1
τ = −(p0 Ṫ + ∂0K). (2897)

میدهد نشان هم (2868) یِ رابطه

J 0 = T . (2898)

J a = {xa,K}. (2899)

که است رˇشن و

J α
τ = J α. (2900)

میشود: ثابت T باشد، ثابت (t′ − t) و باشند p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر

Ṫ = 0. (2901)

میشوند. چنین (2897) و (2894) و

(δ p0)=1 = −(∂0K)h. (2902)

J 2m+1
τ = −∂0K. (2903)

از مستقل {xa,K} باشند، هم t از مستقل ها p′i و ها q′i و باشند p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر

میشود: زمان

∂0 {xa,K}. (2904)

میدهد نتیجه این

∂0 ∂aK = 0. (2905)



هˆمیلت̃ن یِ فرمول-بندی در تقارن ۴۶٨

یا،

∂a ∂0K = 0. (2906)

ی اثر ها x′α به ها xα ِ تبدیل در (∂0K) ترتیب این به میشود. زمان فقط از ی تاب΄ (∂0K) ͳیعن که

گذاشت: صفر را آن میشود جمله از ندارد.

∂0K = 0. (2907)

میشوند. چنین (2897) و (2894) و

(δ p0)=1 = −p0 Ṫ h. (2908)

J 2m+1
τ = −p0 Ṫ . (2909)

از مستقل ها p′i و ها q′i و باشد، ثابت (t′ − t) باشند، p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر سرانجام،

گذاشت. صفر را (∂0K) میشود جمله از میشود. زمان فقط از ی تاب΄ (∂0K) و ثابت T باشند، هم t

میشوند. چنین (2897) و (2894) حالت این در

(δ p0)=1 = 0. (2910)

J 2m+1
τ = 0. (2911)

از ͳتابع Έی Xτ که مینم، ͳبررس را Xτ بر
˘
C ِ هموار ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل ِ اثر

است: ِ-فاز فضا-زمان-

{[
˘
C(s)]∗ Xτ}(

˘
x) = Xτ{[

˘
C(s)](

˘
x)}. (2912)

(2912) پس میئاید. دست به (2825) از [
˘
C(s)](

˘
x) ست، ͳهمان

˘
C(s0) که ،s0 به Έنزدی s یِ برا

میشود. چنین

{[
˘
C(s)]∗ Xτ}(

˘
x) = Xτ (

˘
x) + [(∂a Xτ )(

˘
x)] [J a

τ (
˘
x)]h+ o(h). (2913)

،ͳیعن

[
˘
C(s)]∗ Xτ = Xτ + (∂a Xτ )J a

τ h+ o(h). (2914)
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یا،

(δXτ )=1 = (∂a Xτ )J a
τ h. (2915)

میشود چنین ،(2846) از استفاده با هم، این

(δXτ )=1 = (∂a Xτ ) {xa,Kτ}τ h. (2916)

میدهد نتیجه که

(δXτ )=1 = {Xτ ,Kτ}τ h. (2917)

مفصلتر،

(δXτ )=1 = {Xτ ,Kτ b}τ hb. (2918)

گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ها p′i و ها q′α که مینم ͳبررس را ی حالت

که هست ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از
˜
C یِ ͳوابرریخت Έی ͳیعن این اند. p0 از مستقل ͳیعن اند،

یِ رابطه است. برقرار (2886) یِ رابطه و است (2884) ِ شل به Kτ پس است. برقرار (2563)

میΎذارم: (2917) در را (2886)

(δXτ )=1 = [(∂0 Xτ ) T − (∂2m+1 Xτ ) (p0 Ṫ + ∂0K) + {Xτ ,K}]h. (2919)

مفصلتر،

(δXτ )=1 = [(∂0 Xτ ) Tb − (∂2m+1 Xτ ) (p0 Ṫb + ∂0Kb) + {Xτ ,Kb}]hb. (2920)

پس، میشود. ثابت T باشد، ثابت (t′ − t) و باشند p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر

(δXτ )=1 = [(∂0 Xτ ) T − (∂2m+1 Xτ ) ∂0K + {Xτ ,K}]h. (2921)

و میشود صفر T باشد، t ان هم t′ این، بر علاوه اگر، و

(δXτ )=1 = [−(∂2m+1 Xτ ) ∂0K + {Xτ ,K}]h. (2922)
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از مستقل میشود را K باشند، هم t از مستقل ها p′i و ها q′i و باشند p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر

حالت، این در گرفت. زمان

(δXτ )=1 = [(∂0 Xτ ) T − (∂2m+1 Xτ ) p0 Ṫ + {Xτ ,K}]h. (2923)

هم t از مستقل ها p′i و ها q′i و باشد، ثابت (t′ − t) باشند، p0 از مستقل ها p′i و ها q′α اگر سرانجام،

حالت، این در گرفت. زمان از مستقل میشود را K و است ثابت T باشند،

(δXτ )=1 = [(∂0 Xτ ) T + {Xτ ,K}]h. (2924)

باشد، t ان هم t′ این، بر علاوه اگر، و

T = 0. (2925)

و

(δXτ )=1 = {Xτ ,K}h. (2926)

ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی ͳیعن است، گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی X گیرم

و میشود صفر p0 به نسبت X ِ مشتق صورت این در ندارد. ͳΎبست p0 به که است

{X,Kτ}τ = (∂0 X) (∂2m+1Kτ ) + {X,Kτ}. (2927)

مفصلتر،

{X,Kτ b}τ = (∂0 X) (∂2m+1Kτ b) + {X,Kτ b}. (2928)

میشود. چنین هم ،Xτ یِ جا به X با ،(2917) یِ مانسته

(δX)=1 = [(∂0 X) (∂2m+1Kτ ) + {X,Kτ}]h. (2929)

مفصلتر،

(δX)=1 = [(∂0 X) (∂2m+1Kτ b) + {X,Kτ b}]hb. (2930)
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ها p′i و ها q′α و است، گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی X که مینم ͳبررس را ی حالت

و است (2884) ِ شل به Kτ پس اند. گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز ِ مختصات فقط ِ تاب΄

∂2m+1Kτ = T . (2931)

پس،

{X,Kτ}τ = (∂0 X) T + {X,K}. (2932)

(δX)=1 = [(∂0 X) T ) + {X,K}]h. (2933)

اول، ِ حالت در باشد. t ان هم t′ یا باشد، زمان از مستقل X که َند این خاصتر ͳی حالتها

∂0 X = 0. (2934)

در اول ِ جملات هر-دˇ-حالت، در پس است. صفر T ͳیعن است، برقرار (2925) دوم ِ حالت در

t ان هم t′ یا باشد، زمان از مستقل X اگر میشود نتیجه َند. صفر (2933) و (2932) ِ راست ِ طرف

باشد،

{X,Kτ}τ = {X,K}. (2935)

(δX)=1 = {X,K}h. (2936)
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است: Έکانُنی
˘
C ِ تبدیل گیرم

˘
C∗

˘
J =

˘
J. (2536)

،ͳیعن که

(
˘
C∗

˘
J)a b = Ja b. (2548)
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با است همئرز (2536) و است. وارون-پذیر هم
˘
C∗ پس است. وارون-پذیر

˘
C

(
˘
C∗)

−1

˘
J =

˘
J. (2937)

یا،

˘
C∗

˘
J =

˘
J. (2938)

است:
˘
C ِ پسار

˘
C∗ که

{(
˘
C∗

˘
J)a b(

˘
x) =

∂ [Cc′(
˘
x)]

∂ xa
∂ [Cd′(

˘
x)]

∂ xb
{
˘
Jc′ d′ [

˘
C(
˘
x)]}. (2939)

ِ مختصات با نیست لازم
˘
C(
˘
x) یِ برا کار-رفته به ِ مختصات که است این بر تئید شاخصها در پریم

و مینم حذف را شاخصها در پریم ،ͳسادگ یِ برا پس، این از اما باشند. یسان
˘
x یِ برا به-کار-رفته

مینویسم. چنین (2939)

{(
˘
C∗

˘
J)a b(

˘
x) =

∂ [Cc(
˘
x)]

∂ xa
∂ [Cd(

˘
x)]

∂ xb
{
˘
Jc d[

˘
C(
˘
x)]}. (2940)

میشود نتیجه ضمنَن (2938) از

˘
C∗ (

˘
J∧k) =

˘
J∧k. (2941)

میشود دیده است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی 2 یِ زیرخمینه Έی Pτ 2 ∫گیرم
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
Pτ 2 ˘

C∗

˘
J. (2942)

میشود نتیجه ،(2938) با همراه این، از

∫
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
Pτ 2 ˘

J. (2943)

میشود دیده است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2 k) یِ زیرخمینه Έی Pτ (2 k) گیرم ∫کلیتر،
˘
C(Pτ (2 k)) ˘

J∧k =

∫
Pτ (2 k) ˘

C∗ (
˘
J∧k). (2944)
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میشود نتیجه ،(2941) با همراه این، از

∫
˘
C(Pτ (2 k)) ˘

J∧k =

∫
Pτ (2 k) ˘

J∧k. (2945)

جمله، از

∫
˘
C(Pτ (2m+2)) ˘

J∧(m+1) =

∫
Pτ (2m+2) ˘

C∗ (
˘
J∧(m+1)). (2946)

ترتیب، این به است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

∫
˘
C(Pτ (2m+2)) ˘

J∧(m+1) =

∫
Pτ (2m+2) ˘

J∧(m+1). (2947)

فضا- (بر لیوویل یِ قضیه یِ ͳرالΎانت ِ شل ،(2947) یا (2945) یا (2943) ِ روابط از Έی هر به

میΎویند. ِ-فاز) زمان-

هم (2945) یِ رابطه اند. (2945) یِ رابطه ِ خاص ِ حالت (2947) و (2943) ِ روابط

یِ ͳمعن به-ویژه نمیند. تغییر Έکانُنی یِ تبدیلها ِ اثر در میشود، تعریف
˘
J∧k با که 2)-حجم، k) ͳیعن

نمیند. کانُنیΈتغییر یِ تبدیلها ِ اثر در (2m+2)-حجم، ͳیعن ِ-حجم، عنصر- که است این (2947)

نشان باشد. ناتین باید
˘
J∧(m+1) کرد، تعریف

˘
J∧(m+1) با را ِ-حجم عنصر- بشود که این یِ برا البته

(q0, . . . , qm, p0, . . . , pm) گیرم است. Έکانُنی ِ مختصات از استفاده راه، Έی است. چنین میدهم

صورت، این در است. Έکانُنی

˘
J = (d qα) ∧ (d pα). (2146)

مینم. تعریف چنین را
˘
J[α]

˘
J[α] = δαβ (d q

β) ∧ (d pα). (2948)

ترتیب، این به

˘
J =

m∑
α=0

˘
J[α]. (2949)
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میشود نتیجه این از

˘
Jk =

k∑
α1=1

· · ·
m∑

αk=1
˘
J[α1] ∧ · · · ∧

˘
J[αk]. (2950)

یا،

˘
Jk = (k!)

˘
σk. (2951)

که،

˘
σk =

k∑
α1=α0+1

· · ·
m∑

αk=αk−1+1
˘
J[α1] ∧ · · · ∧

˘
J[αk]. (2952)

شده: تعریف (−1) با برابر α0 و

α0 = −1. (2953)

ترتیب، این به

˘
Jm+1 = [(m+ 1)!]

˘
J[0] ∧ · · · ∧

˘
J[m]. (2954)

،ͳیعن که

˘
Jm+1 = [(m+ 1)!] (d q0) ∧ (d p0) ∧ · · · ∧ (d qm) ∧ (d pm). (2955)

یا،

˘
Jm+1 = [(m+ 1)!]

˘
ε. (2956)

است:
˘
σm+1 ان هم

˘
ε که

˘
ε =

˘
σm+1. (2957)
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،ͳیعن

˘
ε = (d q0) ∧ (d p0) ∧ · · · ∧ (d qm) ∧ (d pm). (2958)

است. ناتین
˘
Jm+1 نتیجه در و است، ناتین

˘
ε

یِ پایه Έی در (2958) و (2955) یِ مانست̃ها اند. پایه از مستقل
˘
ε و ،

˘
Jm+1 جمله از ،

˘
J∧ k البته

مینم. تعریف چنین e یِ پایه با متناظر را، δe میئاورم. دست به را دلبخاه

δe e
a = ea. (2959)

است: (178) یِ مانسته این

δe e
i = ei. (178)

باشد، Έکانُنی ی مختصات با متناظر یِ ͳمختصات یِ پایه e اگر میشود دیده

det(δe
˘
J) = 1. (2960)

نوشت. چنین میشود را (2958) و

˘
ε =

√
det(δe

˘
J) (d q0) ∧ (d p0) ∧ · · · ∧ (d qm) ∧ (d pm). (2961)

،(e ِ دلبخاه یِ پایه با (متناظر ͳکل ِ حالت در میشود معلوم ترتیب این به

˘
ε = [sgnc(e)]

√
det(δe

˘
J) e0 ∧ · · · ∧ e2m+1. (2962)

یِ مانسته هم این است. رفته کار به (2958) در که ای پایه به نسبت e یِ پایه یِ ͳدستیدگ sgnc(e) که

است: (177)

ε(e1, · · · , em) =
√
|det(δe g)|. (177)

میشود. چنین هم
˘
Jm+1 یِ برا متناظر یِ نتیجه است.) راست-دست e آن در (که

˘
Jm+1 = [(m+ 1)!] [sgnc(e)]

√
det(δe

˘
J) e0 ∧ · · · ∧ e2m+1. (2963)
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ساخته
˘
C ِ هموار ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی ِ-فاز، فضا-زمان- از Kτ یِ ͳتابع هر با

میشود:

˘
C(h) = fl(hJτ ). (2863)

که،

Jτ =
˘
JKτ

. (2861)

پس،

˘
C(h) = fl(h

˘
JKτ ). (2964)

میشود دیده

[
˘
C(h)]∗ = {[

˘
C(h)]−1}∗. (2965)

همچنین،

[
˘
C(h)]−1 =

˘
C(−h). (2966)

پس،

[
˘
C(h)]∗ = [

˘
C(−h)]∗. (2967)

،ͳیعن

[
˘
C(h)]∗ = [fl(−h

˘
JKτ b)]∗. (2968)

میدهد نتیجه که

D {[
˘
C(�)]∗} = D {[fl(− �

˘
JKτ )]∗} (2969)
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جمله، از

(
D {[

˘
C(�)]∗}

)
(0) =

(
D {[fl(− �

˘
JKτ )]∗}

)
(0). (2970)

میشود. تعریف چنین u یِ برداری ِ میدان با ͳل ِ مشتق

Lu =
(
D {[fl(− � u)]∗}

)
(0). (2971)

است:
˘
JKτ با ͳل ِ مشتق (2970) ِ راست ِ طرف پس

(
D {[fl(− �

˘
JKτ )]∗}

)
(0) = L

˘
JKτ

. (2972)

میشود. چنین (2970) یِ رابطه و

(
D {[

˘
C(�)]∗}

)
(0) = L

˘
JKτ

. (2973)

پس، است. Έکانُنی ِ تبدیل Έی
˘
C(h)

[
˘
C(h)]∗

˘
J =

˘
J. (2974)

ِ مشتق میدهد نتیجه این و است. صفر h به نسبت آن ِ مشتق پس است. h از مستقل راست ِ طرف

جمله، از است. صفر h به نسبت چپ ِ طرف

(
D {[

˘
C(�)]∗

˘
J}
)
(0) = 0. (2975)

میشود نتیجه (2964) و این از

L
˘
JKτ ˘

J = 0. (2976)

است: (2096) یِ مانسته این

LJA
J = 0. (2096)
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-ِ ِ-فرم- میدان- هر و u یِ ِ-برداری میدان- هر یِ برا همچنین، است. برقرار A یِ ͳتابع هر یِ برا که

،σ ِ دیفرانسیل

d (iu σ) + iu (dσ) = Lu σ. (2095)

پس،

L
˘
JKτ ˘

J = d (i
˘
JKτ ˘

J) + i
˘
JKτ

(d
˘
J). (2977)

میشود نتیجه (2976) و این از

d (i
˘
JKτ ˘

J) + i
˘
JKτ

(d
˘
J) = 0. (2978)

همچنین،

d
˘
J = 0. (2979)

است: (2092) یِ مانسته که

d J = 0. (2092)

میشود نتیجه (2979) و (2978) ِ روابط از

d (i
˘
JKτ ˘

J) = 0. (2980)

است: (2093) یِ مانسته هم این

d (iJA
J) = 0. (2093)

میشود نتیجه (2980) از است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی 2 یِ زیرخمینه Έی Pτ 2 ∫گیرم
Pτ 2

d (i
˘
JKτ ˘

J) = 0. (2981)



۴٧٩ � لیوویل یِ قضیه 82

با است همئرز ∮این
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J = 0. (2982)

نیست: عجیب (2982) یِ رابطه است. M ِ مرز b(M) که

i
˘
JKτ ˘

J = dKτ . (2983)

البته، ∮و
b Pτ 2

dKτ = 0. (2984)

یΈخانواده-یِ-تبدیل
˘
C که حالتی یِ برا است، (2943) یا (2942) ان هم واق΄ در (2982) یِ رابطه

است. Kτ آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- که باشد

ͳبرون ِ ضرب به نسبت ͳل ِ مشتق میئایند. دست به چنین ،
˘
J یِ جا به ،

˘
J∧k یِ برا متناظر ی روابط

و ست، ͳلَیبنیتس

˘
J∧(k+1) =

˘
J ∧

˘
J∧k. (2985)

پس،

L
˘
JKτ ˘

J∧(k+1) = (L
˘
JKτ ˘

J) ∧
˘
J∧k +

˘
J ∧ (L

˘
JKτ ˘

J∧k). (2986)

میدهد نتیجه ساده یِ استقرا Έی ،(2986) و (2976) از استفاده با

L
˘
JKτ ˘

J∧k = 0. (2987)

همچنین،

d
˘
J∧(k+1) = (d

˘
J) ∧

˘
J∧k +

˘
J ∧ (d

˘
J∧k). (2988)

میدهد نتیجه ساده یِ استقرا Έی ،(2988) و (2979) از استفاده با

d
˘
J∧k = 0. (2989)
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میشود نتیجه (2095) یِ رابطه از

L
˘
JKτ ˘

J∧k = d (i
˘
JKτ ˘

J∧k) + i
˘
JKτ

(d
˘
J∧k). (2990)

میشود ،(2989) از استفاده با که،

L
˘
JKτ ˘

J∧k = d (i
˘
JKτ ˘

J∧k). (2991)

ترتیب، این به است. صفر چپ ِ طرف میدهد نشان (2987) یِ رابطه

d (i
˘
JKτ ˘

J∧k) = 0. (2992)

است. (2980) ِ کلیتر ِ شل این

(2992) از است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2 k) یِ زیرخمینه Έی Pτ (2 k) گیرم

میشود نتیجه

∫
Pτ (2 k)

d (i
˘
JKτ ˘

J∧k) = 0. (2993)

با است همئرز این

∮
b(Pτ (2 k))

i
˘
JKτ ˘

J∧k = 0. (2994)

نوشت. چنین میشود را (2994) و (2993) ِ روابط ،(2951) از استفاده با

∫
Pτ (2 k)

d (i
˘
JKτ ˘

σk) = 0. (2995)∮
b(Pτ (2 k))

i
˘
JKτ ˘

σk = 0. (2996)

است. این (2993) ِ خاص ِ حالت Έی

∫
Pτ (2m+2)

d (i
˘
JKτ ˘

J∧(m+1)) = 0. (2997)
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با است همئرز که

∮
b(Pτ (2m+2))

i
˘
JKτ ˘

J∧(m+1) = 0. (2998)

نوشت. چنین میشود را (2998) و (2997) ِ روابط ،(2956) از استفاده با

∫
Pτ (2m+2)

d (i
˘
JKτ ˘

ε) = 0. (2999)∮
b(Pτ (2m+2))

i
˘
JKτ ˘

ε = 0. (3000)

ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2m+2) یِ زیرخمینه هر یِ برا ͳیعن ،Pτ (2m+2) هر یِ برا (2999) یِ رابطه

است: صفر آن ِ چپ ِ طرف در انتΎرال-ده پس است. درست ِ-فاز، فضا-زمان-

d (i
˘
JKτ ˘

ε) = 0. (3001)

˘
ε ِ ِ-حجم عنصر- از استفاده با را آن و میدهم نشان (div u) با را u یِ برداری ِ میدان ِ دیورژانس

مینم: تعریف

(div u)
˘
ε = d (iu

˘
ε). (3002)

میشود. چنین (3001) یِ رابطه

(div
˘
JKτ )

˘
ε = 0. (3003)

است، ناتین
˘
ε چون و

div
˘
JKτ = 0. (3004)

است. لیوویل یِ قضیه یِ ͳدیفرانسیل ِ شل این

شاخصها، با

˘
ε = [sgnc(e)]

√
det(δe

˘
J) (dx0) ∧ · · · ∧ (dx2m+1). (3005)
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که،

ea = dxa. (3006)

البته،

˘
ε =

1

(2m+ 2)!
εa0···a2m+1 (dx

a0) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1). (3007)

یا،

˘
ε = εa0···a2m+1 (dx

a0)⊗ · · · ⊗ (dxa2m+1). (3008)

که

εa0···a2m+1 = [sgnc(e)]
√

det(δe
˘
J) [a0 · · · a2m+1]. (3009)

و است پادمتقارن ش یˆ شاخصها به نسبت [a0 · · · a2m+1] و

[0 · · · (2m+ 1)] = 1. (3010)

ترتیب، این به

iu
˘
ε = εa0···a2m+1 u

a0 (dxa1)⊗ · · · ⊗ (dxa2m+1). (3011)

یا،

iu
˘
ε =

1

(2m+ 1)!
εa0···a2m+1 u

a0 (dxa1) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1). (3012)

پس،

d (iu
˘
ε) =

1

(2m+ 1)!
[d (εa0···a2m+1 u

a0)] ∧ (dxa1) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1). (3013)
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یا،

d (iu
˘
ε) =

1

(2m+ 1)!

εa0···a2m+1√
det(δe

˘
J)
{d [

√
det(δe

˘
J) ua0 ]}

∧ (dxa1) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1). (3014)

میشود که

d (iu
˘
ε) =

1

(2m+ 1)!

εa0···a2m+1√
det(δe

˘
J)

∂ [
√
det(δe

˘
J) ua0 ]

∂ xb
(dxb)

∧ (dxa1) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1). (3015)

همچنین،

(dxb) ∧ (dxa1) ∧ · · · ∧ (dxa2m+1) = [b a1 · · · a2m+1]

(dx0) ∧ · · · ∧ (dx2m+1). (3016)

ترتیب، این به

d (iu
˘
ε) = [sgnc(e)] δba0

∂ [
√

det(δe
˘
J) ua0 ]

∂ xb
(dx0) ∧ · · · ∧ (dx2m+1). (3017)

یا،

d (iu
˘
ε) = [sgnc(e)]

∂ [
√

det(δe
˘
J) ub]

∂ xb
(dx0) ∧ · · · ∧ (dx2m+1). (3018)

میشود که

d (iu
˘
ε) =

1√
det(δe

˘
J)

∂ [
√
det(δe

˘
J) ub]

∂ xb ˘
ε. (3019)

پس،

div u =
1√

det(δe
˘
J)

∂ [
√
det(δe

˘
J) ub]

∂ xb
. (3020)
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جمله، از

div
˘
JKτ =

1√
det(δe

˘
J)

∂

∂ xa

[√
det(δe

˘
J) Ja b ∂Kτ

∂ xb

]
. (3021)

میشود. چنین (3004) یِ رابطه و

0 =
1√

det(δe
˘
J)

∂

∂ xa

[√
det(δe

˘
J) Ja b ∂Kτ

∂ xb

]
. (3022)

تعریف
˘
Γ ِ هموستار با را هموردا ِ مشتق نوشت. هم هموردا ِ مشتق ِ حسب بر میشود را رابطه این

صفر
˘
J یِ هموردا ِ مشتق ͳیعن

˘
J با

˘
Γ یِ سازگاری است. متقارن و است سازگار

˘
J با

˘
Γ که مینم،

است:

0 =
∂ Jb c
∂ xa

− Γd
a b Jd c − Γd

a c Jb d. (3023)

مینم: ضرب Jb c در را رابطه این

0 = Jb c ∂ Jb c
∂ xa

− Γd
a b δ

b
d − Γd

a c δ
c
d . (3024)

یا،

0 = Jb c ∂ Jb c
∂ xa

− 2Γd
a d. (3025)

پس،

Γd
a d =

1

2
Jb c ∂ Jb c

∂ xa
. (3026)

نوشت: (δe
˘
J) یِ مئلف̃ها ِ حسب بر میشود را

˘
J یِ مئلف̃ها

(δe
˘
J)bc = Jb c. (3027)

[(δe
˘
J)−1]cb = [(

˘
J)−1]c b. (3028)

یا،

[(δe
˘
J)−1]cb = Jb c. (3029)
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،G ِ وارون-پذیر ِ ماتریس هر با

∂ [det(G)]

∂Ga
b

= [det(G)] (G−1)ba. (3030)

پس،

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ (δe
˘
J)bc

= [det(δe
˘
J)] [(δe

˘
J)−1]cb. (3031)

همچنین،

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
=
∂ [det(δe

˘
J)]

∂ (δe
˘
J)bc

∂ (δe
˘
J)bc

∂ xa
. (3032)

پس،

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
= [det(δe

˘
J)] [(δe

˘
J)−1]cb

∂ (δe
˘
J)bc

∂ xa
. (3033)

یا،

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
= [det(δe

˘
J)] Jb c ∂

˘
Jb c
∂ xa

. (3034)

میشود. چنین (3026) و

Γd
a d =

1

2 det(δe
˘
J)

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
. (3035)

ͳیعن
˘
Γ ِ تقارن

Γa
c b = Γa

b c. (3036)

میشود نتیجه هم (3036) و (3035) از

Γd
d a =

1

2 det(δe
˘
J)

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
. (3037)
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که این یˆند.
˘
Γ یِ برا معادله دسته دˇ ،(3036) و (3023) ِ روابط ،

˘
Γ ِ تقارن و

˘
J با

˘
Γ یِ سازگاری

ِ تبدیل از حاصل یِ رابطه دˇ و (3023) ِ مجموع نیست. ͳبدیه باشند داشته جواب معادله دˇ-دسته این

میشود. چنین آن در c و b و a یِ شاخصها یِ دˇری

0 =
∂ Jb c
∂ xa

+
∂ Jc a
∂ xb

+
∂ Ja b
∂ xc

− Γd
a b Jd c − Γd

a c Jb d

− Γd
b c Jd a − Γd

b a Jc d − Γd
c a Jd b − Γd

c b Ja d. (3038)

میدهد نتیجه است) پادمتقارن
˘
J که این با (همراه

˘
Γ ِ تقارن

0 = Γd
a b Jd c + Γd

b a Jc d. (3039)

0 = Γd
a c Jb d + Γd

c a Jd b. (3040)

0 = Γd
b c Jd a + Γd

c b Ja d. (3041)

میدهد نتیجه است، سازگار
˘
J با و متقارن

˘
Γ که این پس

0 =
∂ Jb c
∂ xa

+
∂ Jc a
∂ xb

+
∂ Ja b
∂ xc

. (3042)

است. صفر
˘
J یِ ͳبرون ِ مشتق ͳیعن این

داشته جواب
˘
Γ ِ تقارن و

˘
J با

˘
Γ یِ سازگاری از حاصل ِ معادلات که این یِ برا لازم ِ شرط پس

ِ راه Έی هست. هم ͳکاف باشد) بسته
˘
J (که شرط این دید میشود باشد. بسته

˘
J که است این باشند،

مختصاتی (مˇضعˆن) است، بسته و ناتین، پادمتقارن،
˘
J وقتی است: دˆربو یِ قضیه از استفاده اثبات،

صفر
˘
J یِ مئلف̃ها ِ مشتق آن با متناظر یِ ͳمختصات یِ پایه در که پریم-دار) ،Έکانُنی ِ (مختصات هست

میشود. چنین (3023) پایه، این در است.

0 = −Γ′d′
a′ b′ Jd′ c′ − Γ′d′

a′ c′ Jb′ d′ . (3043)

،ͳیعن

0 = Γ′
c′ a′ b′ − Γ′

b′ a′ c′ . (3044)
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یِ شاخصها به نسبت پایین، یِ شاخصها با
˘
Γ′ میدهد نشان معادله این اند. آمده پایین

˘
J با شاخصها که

است: متقارن سوم و اول

Γ′
c′ a′ b′ = Γ′

b′ a′ c′ . (3045)

است: متقارن هم سوم و دوم یِ شاخصها به نسبت پایین، یِ شاخصها با
˘
Γ′

Γ′
c′ a′ b′ = Γ′

c′ b′ a′ . (3046)

میبˆرم: کار به را سوم و اول یِ شاخصها به نسبت
˘
Γ′ ِ تقارن (3046) ِ راست ِ طرف در همچنین،

Γ′
c′ a′ b′ = Γ′

a′ b′ c′ . (3047)

میبˆرم: کار به را سوم و دوم یِ شاخصها به نسبت
˘
Γ′ ِ تقارن (3047) ِ راست ِ طرف در و

Γ′
c′ a′ b′ = Γ′

a′ c′ a′ . (3048)

یِ شاخصها با
˘
Γ′ پس است. متقارن هم دوم و اول یِ شاخصها به نسبت پایین، یِ شاخصها با

˘
Γ′ ͳیعن این

در واق΄ در برمیئاورˆد. را (3043) یِ رابطه ی چنین-هموستار که است رˇشن است. متقارن کاملَن پایین،

ͳیعن است، سازگار
˘
J با سوم) و دوم یِ شاخصها به (نسبت متقارن ِ هوستار Έی ،Έکانُنی ِ مختصات

باشد. متقارن کاملَن است) پایین ش َ هر-سه-شاخص ی (وقت اگر تنها و اگر برمیئاورˆد؛ را (3043)

گرفت. صفر را هموستار این میشود جمله از

اینجا از است. سازگار هم
˘
J با و است متقارن که هست ی هموستار ،Έکانُنی ِ مختصات در پس

و دوم یِ شاخصها به (نسبت که هست ی هموستار هم (بͳ-پریم) دلبخاه ِ مختصات در میشود معلوم

است: سازگار هم
˘
J با و است متقارن سوم)

Γa
b c =

∂ x′e

∂ xb

[
∂ xa

∂ x′d
Γ′d′

e′ f′ +
∂ x′f

∂ xc
∂2 xa

∂ x′e ∂ x′f

]
. (3049)

جمله از است. دلبخاه این جز و است، متقارن کاملَن است) پایین ش َ هر-سه-شاخص ی (وقت
˘
Γ′ که

میشود. چنین
˘
Γ حالت این در گرفت. صفر را

˘
Γ′ میشود

Γa
b c =

∂ x′e

∂ xb
∂ x′f

∂ xc
∂2 xa

∂ x′e ∂ x′f
. (3050)
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˘
J با و است متقارن که هست

˘
Γ ِ هموستار Έی ناتین، ِ پادمتقارن یِ

˘
J Έی با که این نتیجه

برمیئاورˆد. را (3037) یِ رابطه
˘
Γ شد معلوم البته و باشد. بسته

˘
J اگر تنها و اگر است؛ سازگار

میشود. چنین u یِ برداری ِ میدان ِ دیورژانس ،
˘
Γ ِ هموستار با

div u =
∂ ua

∂ xa
+ Γb

b a u
a. (3051)

میشود. چنین ،(3020) از استفاده با که،

div u =
∂ ua

∂ xa
+

1

2 det(δe
˘
J)

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
ua. (3052)

یا،

div u =
∂ ua

∂ xa
+

1√
det(δe

˘
J)

∂ [
√
det(δe

˘
J)]

∂ xa
ua. (3053)

ترتیب، این به

div
˘
JKτ =

∂

∂ xa

(
Ja b ∂Kτ

∂ xb

)
+

1√
det(δe

˘
J)

∂ [
√

det(δe
˘
J)]

∂ xa
Ja b ∂Kτ

∂ xb
. (3054)

است. (3021) ان هم این میشود دیده

میشود دیده (3021) از ست: ͳبدیه Έکانُنی ِ مختصات با ،(3004) یِ رابطه

div
˘
JKτ

= Ja b ∂2Kτ

∂ xa ∂ xb
+Vb ∂Kτ

∂ xb
. (3055)

که،

Vb =
1√

det(δe
˘
J)

∂ [
√

det(δe
˘
J) Ja b]

∂ xa
. (3056)

ِ دوم یِ جمله است. متقارن Kτ ِ دوم ِ مشتق و پادمتقارن
˘
J چون است، صفر (3055) ِ اول یِ جمله

˘
J یِ مئلف̃ها و det(δe

˘
J) ،Έکانُنی ِ مختصات با چون است. کانُنیΈصفر ِ مختصات با هم (3055)

ِ مختصات با ،(3055) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله که است این عملَن شده ثابت که ی چیز َند. ثابت

است: صفر هم دلبخاه

˘
V = 0. (3057)



۴٨٩ � لیوویل یِ قضیه 82

دید: هم مستقیمˆن میشد را این

Vb =
1

2 det(δe
˘
J)

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
Ja b +

∂ Ja b

∂ xa
. (3058)

میشود (3034)دیده از

1

det(δe
˘
J)

∂ [det(δe
˘
J)]

∂ xa
Ja b = Jc d ∂ Jc d

∂ xa
Ja b. (3059)

میشود. چنین (3058) پس

Vb =
1

2
Jc d ∂ Jc d

∂ xa
Ja b +

∂ Ja b

∂ xa
. (3060)

میدهد نتیجه ،(3042) یِ رابطه است، صفر
˘
J یِ ͳبرون ِ مشتق که این

∂ Jc d
∂ xa

= −∂ Jd a
∂ xc

− ∂ Ja c
∂ xd

. (3061)

پس،

Jc d ∂ Jc d
∂ xa

= −Jc d

(
∂ Jd a
∂ xc

+
∂ Ja c
∂ xd

)
. (3062)

است، پادمتقارن
˘
J چون یا،

Jc d ∂ Jc d
∂ xa

= 2 Jd c ∂ Ja c
∂ xd

. (3063)

همچنین،

0 =
∂ δda
∂ xd

,

=
∂ (Jd c Ja c)

∂ xd
,

= Jd c ∂ Ja c
∂ xd

+
∂ Jd c

∂ xd
Ja c. (3064)

پس،

Jd c ∂ Ja c
∂ xd

= −∂ J
d c

∂ xd
Ja c. (3065)
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میشود. چنین (3060) و

Vb = −∂ J
d c

∂ xd
Ja c J

a b +
∂ Ja b

∂ xa
. (3066)

،ͳیعن که

Vb = −∂ J
d c

∂ xd
δbc +

∂ Ja b

∂ xa
. (3067)

یا،

Vb = −∂ J
d b

∂ xd
+
∂ Ja b

∂ xa
. (3068)

پس،

Vb = 0. (3069)

است. (3057) ان هم که

زمان فقط ِ تاب΄ تبدیل-یافته ِ زمان که است این
˘
C ِ Έکانُنی-ِ تبدیل- یِ برا خاص ِ حالت Έی

است. شل این به
˘
C حالت این در است.

˘
C(t, x, p0) = [

˜
C(t, x), p′0(t, x, p0)]. (2564)

است. چنین هم
˜
C ِ خُد

˜
C(t, x) = [t′(t),C(t, x)]. (2644)

پس،

˘
C(t, x, p0) = [t′(t),C(t, x), p′0(t, x, p0)]. (2565)

است: Έکانُنی C(t, �) البته و

[C(t, �)]∗ J = J.. (2588)
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،ͳیعن که

{[C(t, �)]∗ J}a b = Ja b. (2548)

با است همئرز (2588) و است. وارون-پذیر هم [C(t, �)]∗ پس است. وارون-پذیر C(t, �)

{[C(t, �)]∗}−1 J = J. (3070)

یا،

[C(t, �)]∗ J = J. (3071)

است: C(t, �) ِ پسار [C(t, �)]∗ که

{[C(t, �)]∗ J}a b(x) =
∂ [Cc′(t, x)]

∂ xa
∂ [Cd′

(t, x)]

∂ xb
{Jc′ d′ [C(t, x)]}. (3072)

ِ مختصات با نیست لازم C(t, x) یِ برا کار-رفته به ِ مختصات که است این بر تئید شاخصها در پریم

و مینم حذف را شاخصها در پریم ،ͳسادگ یِ برا پس، این از اما باشند. یسان x یِ برا به-کار-رفته

مینویسم. چنین (3072)

{[C(t, �)]∗ J}a b(x) =
∂ [Cc(t, x)]

∂ xa
∂ [Cd(t, x)]

∂ xb
{Jc d[C(t, x)]}. (3073)

میشود نتیجه ضمنَن (3071) از

[C(t, �)]∗ (J∧k) = J∧k. (3074)

یِ بˇعدی 2 یِ زیرخمینه Έی Pτ 2 گیرم مینم. ͳبررس را فضا-یِ-فاز بر لیوویل یِ قضیه اینها با

و است. ثابت آن ِ نقاط یِ همه یِ ͳزمان یِ مختصه که چنان است، ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر

است. زمان فقط ِ تاب΄ تبدیل-یافته ِ زمان پس است. (2564) ِ شل به هم
˘
C ِ Έکانُنی-ِ تبدیل-

که چنان است، ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی 2 یِ زیرخمینه Έی هم
˘
C(Pτ 2) ترتیب این به

حالت، این در است. ثابت آن ِ نقاط یِ همه یِ ͳزمان یِ ∫مختصه
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
˘
C(Pτ 2) ˘

J| t. (3075)
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یا،

∫
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
˘
C(Pτ 2)

J. (3076)

پس، است. صفر p0 و t با متناظر یِ بردار-پایه-یِ-مختصاتیها بر J ِ اثر

∫
˘
C(Pτ 2)

J =

∫
0
Π1[

˘
C(Pτ 2)]

J. (3077)

،ͳیعن

∫
˘
C(Pτ 2)

J =

∫
C[

0
Π0 1(Pτ 2)]

J. (3078)

میشود. چنین (3075) یِ رابطه و

∫
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
C[

0
Π0 1(Pτ 2)]

J. (3079)

همچنین،

∫
Pτ 2 ˘

C∗

˘
J =

∫
Pτ 2

(
˘
C∗

˘
J)| t. (3080)

یا،

∫
Pτ 2 ˘

C∗

˘
J =

∫
Pτ 2

[C(t, �)]∗ J. (3081)

t با متناظر یِ بردار-پایه-یِ-مختصاتیها بر {[C(t, �)]∗ J} ِ اثر است. Pτ 2 یِ ͳزمان یِ مختصه t که

پس، است. صفر p0 و

∫
Pτ 2

[C(t, �)]∗ J =

∫
0
Π1(Pτ 2)

[C(t, �)]∗ J. (3082)

میدهم: نشان P2 با را این است. Pτ 2 ِ افنده-بر-فضا-یِ-فاز
0

Π1(Pτ 2)

P2 =
0

Π1(Pτ 2). (3083)
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میشود. چنین (3082) ترتیب این به

∫
Pτ 2

[C(t, �)]∗ J =

∫
P2

[C(t, �)]∗ J. (3084)

میشود (3081) یِ رابطه و

∫
Pτ 2 ˘

C∗

˘
J =

∫
P2

[C(t, �)]∗ J. (3085)

میشود. دیده همچنین ،P2 ِ تعریف از

C[
0

Π0 1(Pτ 2)] = C(t,P2). (3086)

یا،

C[
0

Π0 1(Pτ 2)] = [C(t, �)](P2). (3087)

میشود. چنین (3079) یِ رابطه و

∫
˘
C(Pτ 2) ˘

J =

∫
[C(t,�)](P2)

J. (3088)

میئاید. در شل این به (2942) یِ رابطه ،(3088) و (3085) ِ روابط از استفاده با

∫
[C(t,�)](P2)

J =

∫
P2

[C(t, �)]∗ J. (3089)

میشود نتیجه ،(3071) با همراه این، از نوشت. هم مستقیمˆن را آن میشد البته که

∫
[C(t,�)](P2)

J =

∫
P2

J. (3090)

میشود دیده است. فضا-یِ-فاز ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2 k) یِ زیرخمینه Έی P(2 k) گیرم کلیتر،

∫
[C(t,�)](P2 k)

J∧k =

∫
P2 k

[C(t, �)]∗ (J∧k). (3091)
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میشود نتیجه ،(3074) با همراه این، از

∫
[C(t,�)](P2 k)

J∧k =

∫
P2 k

J∧k. (3092)

جمله، از

∫
[C(t,�)](P2m)

J∧m =

∫
P2m

[C(t, �)]∗ (J∧m). (3093)

ترتیب، این به است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

∫
[C(t,�)](P2m)

J∧m =

∫
P2m

J∧m. (3094)

فضا- (بر لیوویل یِ قضیه یِ ͳرالΎانت ِ شل ،(3094) یا (3092) یا (3090) ِ روابط از Έی هر به

میΎویند. یِ-فاز)

ͳیعن هم (3092) یِ رابطه اند. (3092) یِ رابطه ِ خاص ِ حالت (3094) و (3090) ِ روابط

یِ ͳمعن به-ویژه نمیند. تغییر Έکانُنی یِ تبدیلها ِ اثر در میشود، تعریف J∧k با که 2)-حجم، k)

نمیند. تغییر Έکانُنی یِ تبدیلها ِ اثر در (2m)-حجم، ͳیعن ِ-حجم، عنصر- که است این (3094)

این ِ اثبات باشد. ناتین باید J∧m کرد، تعریف J∧m با را ِ-حجم عنصر- بشود که این یِ برا البته

رفت. کار به ِ-فاز فضا-زمان- یِ برا که است آن ِ شبیه کاملَن است، چنین که

ساخته
˘
C ِ هموار ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی ِ-فاز، فضا-زمان- از Kτ یِ ͳتابع هر با

ها q′α که است این
˘
C ِ تبدیل ِ خاص ِ حالت Έی .(2863) و (2861) ِ روابط ِ شل به میشود،

حالت این اند. p0 از مستقل ͳیعن اند، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ها p′i و

است: (2884) ِ شل به K با متناظر

Kτ (
˘
x) = p0 T (t) +K(t, x). (2884)

میشود دیده

LJK(t,�) J = 0. (3095)
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میشود نتیجه هم (2095) از

LJK(t,�) J = d (iJK(t,�) J) + iJK(t,�) (d J). (3096)

میشود نتیجه (3095) و این از

d [iJK(t,�) J ] + iJK(t,�) (d J) = 0. (3097)

پس است. صفر هم J یِ ͳبرون ِ مشتق

d [iJK(t,�) J ] = 0. (3098)

میشود نتیجه (3098) از است. فضا-یِ-فاز ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی 2 یِ زیرخمینه Έی P2 ∫گیرم
P2

d [iJK(t,�) J ] = 0. (3099)

با است همئرز این

∮
b P2

iJK(t,�) J = 0. (3100)

نیست: عجیب که

iJK(t,�) J = d [K(t, �)]. (3101)

البته، و

∮
b P2

d [K(t, �)] = 0. (3102)

خانواده- Έی C(t, �) که ی حالت یِ برا است، (3089) یا (3088) ان هم واق΄ در (3100) یِ رابطه

است. K(t, �) آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- که باشد یِ-تبدیل

یِ یΈزیرخمینه را Pτ 2 آورد. دست به هم (2982) یِ رابطه از استفاده با میشد را (3100) یِ رابطه

ثابت آن ِ نقاط یِ همه یِ ͳزمان یِ مختصه که چنان میΎیرم، ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی 2
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است. چنین J با
˘
J یِ رابطه .(3083) یِ رابطه است: Pτ ِ افنده-بر-فضا-یِ-فاز P2 و است

˘
J = (d t) ∧ (d p0) + J. (2148)

ترتیب، این به

i
˘
JKτ ˘

J = i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] + i
˘
JKτ

J. (3103)

و،

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] +

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

J. (3104)

،(2884) ِ شل به Kτ با

dKτ = [p0 Ṫ + (
0

D0K)]d t+ T d p0 + d [K(t, �)]. (3105)

ترتیب، این به

i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] = [p0 Ṫ + (
0

D0K)]d t+ T d p0. (3106)

i
˘
JKτ

J = d [K(t, �)]. (3107)

البته

d [K(t, �)] = iJK(t,�) J. (3108)

پس،

i
˘
JKτ

J = iJK(t,�) J. (3109)

میشود نتیجه (3106) از

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] =

∮
b Pτ 2

[p0 Ṫ + (
0

D0K)]d t+
∮
b Pτ 2

T d p0. (3110)
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است. ثابت (bPτ 2) نتیجه در و Pτ 2 یِ ͳزمان یِ مختصه چون است، صفر راست ِ طرف ِ اول یِ جمله

(که را T میشود است ثابت (bPτ 2) یِ ͳزمان یِ مختصه چون باز هم، راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله در

ترتیب، این به آورد. بیرون انتΎرال از است) زمان فقط ِ تاب΄

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] = T
∮
b Pτ 2

d p0. (3111)

است. ناحیه Έی ِ مرز بر ͳبرون-ِ مشتق- Έی ِ انتΎرال چون است، صفر T ِ ضریب راست، ِ طرف در

پس،

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

[(d t) ∧ (d p0)] = 0. (3112)

نتیجه، در

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ

J. (3113)

میشود نتیجه هم (3109) و این از

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
b Pτ 2

iJK(t,�) J. (3114)

پس، است. صفر p0 و t با متناظر یِ بردار-پایه-یِ-مختصاتیها بر [iJK(t,�) J ] ِ ∮اثر
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
0
Π1(b Pτ 2)

iJK(t,�) J. (3115)

یا،

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
b [

0
Π1(Pτ 2)]

iJK(t,�) J. (3116)

میشود ،(3083) از استفاده با که،

∮
b Pτ 2

i
˘
JKτ ˘

J =

∮
b P2

iJK(t,�) J. (3117)

هم (3117) ِ راست ِ طرف پس است. صفر (3117) ِ چپ ِ طرف میشود معلوم (2982) یِ رابطه از

است. (3100) ان هم است، صفر (3117) ِ راست ِ طرف که این میشود. صفر
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میئایند: دست به مشابه ی شل به هم ،J یِ جا به ،J∧k یِ برا متناظر ی روابط

LJK(t,�) J
∧k = 0. (3118)

dJ∧k = 0. (3119)

LJK(t,�) J
∧k = d [iJK(t,�) J

∧k]. (3120)

ترتیب، این به

d [iJK(t,�) J
∧k] = 0. (3121)

است. (3098) ِ کلیتر ِ شل این

(3121) از است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2 k) یِ زیرخمینه Έی P2 k گیرم

میشود ∫نتیجه
P2 k

d [iJK(t,�) J
∧k] = 0. (3122)

با است همئرز ∮این
b(P2 k)

iJK(t,�) J
∧k = 0. (3123)

نوشت. چنین میشود را (3123) و (3122) ِ ∫روابط
P2 k

d [iJK(t,�) σk] = 0. (3124)∮
b(P2 k)

iJK(t,�) σk = 0. (3125)

است. این (3122) ِ خاص ِ حالت Έی∫
P2m

d [iJK(t,�) J
∧m] = 0. (3126)

با است همئرز ∮که
b(P2m)

iJK(t,�) J
∧m = 0. (3127)
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نوشت. چنین میشود را (3127) و (3126) ِ روابط

∫
P2m

d [i
˘
JK(t,�) ε] = 0. (3128)∮

b(P2m)

iJK(t,�) ε = 0. (3129)

فضا-یِ-فاز، ِ سمت-پذیر یِ بˇعدی (2m) یِ زیرخمینه هر یِ برا ͳیعن ،P2m هر یِ برا (3128) یِ رابطه

است: صفر آن ِ چپ ِ طرف در انتΎرال-ده پس است. درست

d [iJK(t,�) ε] = 0. (3130)

میشود. چنین (3130) یِ رابطه مینم. تعریف (3002) یِ رابطه با را برداری ِ میدان Έی ِ دیورژانس

[div JK(t,�)]| t ε = 0. (3131)

است، ناتین ε چون و

[div JK(t,�)]| t = 0. (3132)

که است این یِ نشانه | t ِ شاخص است. فضا-یِ-فاز) (بر لیوویل یِ قضیه یِ ͳدیفرانسیل ِ شل این

شده. انجام ثابت) یِ t (با فضا-یِ-فاز در محاسبه

همچنین،

[div JK(t,�)]| t =
1√

det(δe J)

∂

∂ xa

{√
det(δe J)J

a b ∂ [K(t, �)]
∂ xb

}
. (3133)

البته، و

0 =
1√

det(δe J)

∂

∂ xa

{√
det(δe J) J

a b ∂ [K(t, �)]
∂ xb

}
. (3134)

میشود دیده (3133) از ست: ͳبدیه Έکانُنی ِ مختصات با ،(3132) یِ رابطه که است رˇشن هم اینجا

[div JK(t,�)]| t = Ja b ∂2Kτ

∂ xa ∂ xb
+Vb ∂Kτ

∂ xb
. (3135)
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که،

Vb =
1√

det(δe J)

∂ [
√
det(δe J) J

a b]

∂ xa
. (3136)

دلبخاه ِ مختصات با ،(3135) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله که است این عملَن شده ثابت که ی چیز

است: صفر هم

V = 0. (3137)

ِ-حرکت ثابت- و تقارن 83

باشد: ثابت بر-لاک Iτ اگر است، حرکت ِ ثابت Έی ِ-فاز فضا-زمان- از Iτ یِ ͳتابع میΎویند

′
Iτ

ns
= 0. (3138)

حرکت ِ ثابت Έی فضا-یِ-فاز) (یا ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از I یِ ͳتابع میΎویند البته و

باشد: ثابت بر-لاک I اگر است،

′
I

ns
= 0. (3139)

یا،

İ
ns
= 0. (3140)

میدهد نتیجه Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن با متناظر ِ حرکت یِ معادله

′
Iτ

ns
= {Iτ ,Hτ}. (3141)

Hτصفر با Iτ یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن اگر تنها و اگر است، ِ-حرکت ثابت- Έی Iτ پس

باشد:

{Iτ ,Hτ}τ = 0. (3142)
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است:
˘
C یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- Iτ که ساخت،

˘
C ِ Έکانُنی ِ خانواده-یِ-تبدیل Έی میشود Iτ با

(δ xa)=1 = {xa, Iτ}τ h. (3143)

ترتیب، این به

(δ Hτ )=1 = {Hτ , Iτ}τ h. (3144)

که این با است همئرز باشد، صفر Hτ با Iτ یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- که این میشود دیده

ͳیعن بماند، ناوردا است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- Iτ که ی Έکانُنی-ِ خانواده-یِ-تبدیل- ِ تحت Hτ

(δ Hτ )=1 = 0. (3145)

ِ تحت Hτ که این با است همئرز ،(3138) یِ رابطه باشد، ِ-حرکت ثابت- Έی Iτ که این پس

(3145) یِ رابطه که بماند، ناوردا است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- Iτ که ی Έکانُنی-ِ خانواده-یِ-تبدیل-

است.

است، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- فقط از ی تاب΄ که ست ی ͳحرکت-ِ ثابت- خاص ِ یΈحالت

است: p0 از مستقل ͳیعن

∂ I

∂ p0
= 0. (3146)

است. چنین I یِ برا تحول یِ معادله

′
I

ns
= {I,Hτ}τ . (3147)

اگر تنها و اگر ،(3139) یِ رابطه است، ِ-حرکت ثابت- Έی I میشود دیده

{I,Hτ}τ = 0. (3148)

اما

{I,Hτ}τ =
∂ I

∂ t

∂ Hτ

∂ p0
− ∂ I

∂ p0

∂ Hτ

∂ t
+ {I,Hτ}. (3149)
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است، صفر p0 به نسبت I ِ مشتق چون پس،

{I,Hτ}τ =
∂ I

∂ t

∂ Hτ

∂ p0
+ {I,Hτ}. (3150)

میشود. چنین (3148) یِ رابطه و

∂ I

∂ t

∂ Hτ

∂ p0
+ {I,Hτ} = 0. (3151)

میبˆرم: کار به را (1831) ِ شل Hτ یِ برا

Hτ (t, x, p0) = H(t, p). (1831)

که،

p = p0 +H(t, x). (1822)

ترتیب، این به

{I,Hτ}τ =
∂ H

∂ p
{I, p}τ . (3152)

همچنین،

{I, p}τ =
∂ I

∂ t
+ {I,H}τ . (3153)

و

{I,H}τ = {I,H}. (3154)

پس،

{I,Hτ}τ =
∂ H

∂ p

(
∂ I

∂ t
+ {I,H}

)
. (3155)
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میشود. چنین (3148) ترتیب این به

∂ H

∂ p

(
∂ I

∂ t
+ {I,H}

)
= 0. (3156)

است: ناصفر p به نسبت H ِ مشتق

∂ H

∂ p
̸= 0. (1833)

با است همئرز (3156) پس

∂ I

∂ t
+ {I,H} = 0. (3157)

آورد: دست به میشد هم مستقیمˆن را است همئرز (3157) با (بر-لاک) I ِ ثابت-بودن که این

İ
ns
=
∂ I

∂ t
+ {I,H}. (3158)

ِ راست ِ طرف اما باشد. صفر بر-لاک راست ِ طرف اگر است، صفر بر-لاک چپ ِ طرف پس

و اگر است، صفر بر-لاک (3158) ِ راست ِ طرف پس است. معادله-یِ-حرکت از مستقل (3158)

است. همئرز (3157) با I ِ ِ-حرکت-بودن ثابت- ͳیعن این و باشد. صفر ِ-لاک بیرون- اگر تنها

همئرز این با باشد، ِ-حرکت ثابت- Έی ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از I یِ ͳتابع که این اما

بماند. ناوردا است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- I که ی Έکانُنی-ِ خانواده-یِ-تبدیل- ِ تحت H که نیست

میشود دیده

(δ p)=1 = {p, I}τ h. (3159)

{I, p}τ =
∂ I

∂ t
+ {I, p}. (3160)

{I, p}τ =
∂ I

∂ t
+ {I,H}. (3161)

پس،

(δ p)=1 = −
(
∂ I

∂ t
+ {I,H}

)
h. (3162)
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با است همئرز (3157) یِ رابطه و

(δ p)=1 = 0. (3163)

ِ شرط پس نمیند. تغییر t است)، p0 از مستقل (که است I آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- که ی تبدیل ِ تحت

است. (3163) ان هم که بماند، ناوردا p که این میشود بماند، ناوردا Hτ که این ،(3145)

p که این با است همئرز ،(3140) یا (3139) یِ رابطه باشد، ِ-حرکت ثابت- Έی I که این پس

یِ رابطه که بماند، ناوردا است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- I که ی Έکانُنی-ِ خانواده-یِ-تبدیل- ِ تحت

است. (3163)

مستقل ͳیعن باشد، فضا-یِ-فاز فقط از ی تاب΄ I ِ ِ-حرکت ثابت- که است این خاصتر ِ یΈحالت

حالت، این در باشد. t هم و p0 هم از

∂ I

∂ t
= 0. (3164)

میشود. چنین (3157) ِ شرط و

{I,H} = 0. (3165)

اند) p0 از (مستقل اند ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- فقط ِ تاب΄ هر-دِ، ،H و I چون

{H, I}τ = {H, I}. (3166)

پس،

(δ H)=1 = {H, I}h. (3167)

-ِ خانواده-یِ-تبدیل- ِ تحت H که این با است همئرز باشد، صفر H با I ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این

ͳیعن بماند، ناوردا است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- I که ی Έکانُنی

(δ H)=1 = 0. (3168)
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است، برقرار (3164) ی وقت دیΎر، ِ شل Έی به

{I, p0}τ = 0. (3169)

پس،

(δ p0)=1 = 0. (3170)

و،

(δ p)=1 = (δ H)=1. (3171)

است. همئرز (3168) یِ رابطه با (3163) است، برقرار (3164) ی وقت میدهد نتیجه این

،(3140) یا (3139) یِ رابطه باشد، ِ-حرکت یΈثابت- است) t و p0 از مستقل (که I که این پس

است آن یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- I که ی Έکانُنی-ِ خانواده-یِ-تبدیل- ِ تحت H که این با است همئرز

است. (3168) یِ رابطه که بماند، ناوردا

ِ-حرکت ثابت- Έی ِ وجود گسترش-یافته)، ِ ) فضا-یِ-فاز در چه و ِ-فاز، فضا-زمان- در چه

ناوردا را تحول یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- که هموار، ِ Έکانُنی-ِ یΈخانواده-یِ-تبدیل- ِ وجود با است همئرز

عوض را زمان تبدیل اگر ست. ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن ،τ ِ پارامتر با تحول یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- میدارد. نΎه

تبدیل یِ ͳپو͈سˇن-ِ مولد- میماند. ناوردا تبدیل ِ تحت هم زمان ِ پارامتر با تبدیل یِ ͳپو͈سˇن-ِ مولد- نند،

یِ ͳپو͈سˇن-ِ مولد- دارد، نΎه ناوردا را هر-دِ، ،p0 و زمان تبدیل اگر سرانجام، است. p زمان، ِ پارامتر با

با تبدیل یِ ͳپو͈سˇن-ِ مولد- میمانَد. ناوردا تبدیل ِ تحت هم فضا-یِ-فاز یِ برا زمان ِ پارامتر با تبدیل

ست. ͳهˆمیلت̃ن ِ خُد فضا-یِ-فاز، یِ برا زمان ِ پارامتر
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یˆند. اینها Hτ یِ فضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات-

′
qα

ns
=
∂ Hτ

∂ pα
. (3172)

′
pα

ns
= − ∂ Hτ

∂ qα
. (3173)

pm تا p0 فقط ِ تاب΄ Hτ ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها فقط ِ تاب΄ Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن گیرم

به Hτ ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها فقط ِ تاب΄ Hτ که این است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که است،

است: صفر مان یِ مئلف̃ها به نسبت Hτ ِ مشتق پس ندارد. ͳΎبست مان یِ مئلف̃ها

∂ Hτ

∂ qα
= 0. (3174)

میشود چنین (3173) ِ معادله-یِ-حرکت این، با

′
pα

ns
= 0. (3175)
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َند: ثابت بر-لاک ها pα ͳیعن این

pα(τ)
ns
= pα(τ0). (3176)

میدهم: نشان uα با را pα به نسبت Hτ ِ مشتق

uα =
∂ Hτ

∂ pα
. (3177)

است.
˜
p فقط ِ تاب΄ uα ͳیعن است. چنین هم pα به نسبت Hτ ِ مشتق است،

˜
p فقط ِ تاب΄ Hτ چون

میشود. چنین (3172) ِ معادله-یِ-حرکت

′
qα(τ)

ns
= uα[

˜
p(τ)]. (3178)

میشود نتیجه (3176) از

uα[
˜
p(τ)]

ns
= uα[

˜
p(τ0)]. (3179)

است: ثابت بر-لاک uα ͳیعن که

′
uα

ns
= 0. (3180)

میشود. چنین (3178) ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب پس

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + uα (τ − τ0). (3181)

مفصلتر،

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + {uα[

˜
p(τ)]} (τ − τ0). (3182)

،(3178) از استفاده با یا،

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + {uα[

˜
p(τ0)]} (τ − τ0). (3183)
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میشود. چنین (3183) و (3176) یِ بسته

˜
p(τ)

ns
=

˜
p(τ0). (3184)

˜
q(τ)

ns
=
˜
q(τ0) + {

˜
u[
˜
p(τ0)]} (τ − τ0). (3185)

ی حالت در َند ِ-حرکت معادلات- ِ جواب ،(3185) و (3184) بسته یا ،(3183) و (3176) ِ روابط

است. صفر مان یِ مئلف̃ها به نسبت ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق که

یΈجایΎشت- (
˜
q,
˜
p) که است، برقرار هم ،

˜
p و

˜
q یِ جا به

˜
p و

˜
q با مشابه، ای نتیجه که است رˇشن

است: (
˜
q,
˜
p) ِ Έکانُنی-ِ

qα = qα, α ∈ I. (2712)

qα = pα, α /∈ I. (2713)

pα = pα, α ∈ I. (2714)

pα = −qα, α /∈ I. (2715)

Hτ ِ مشتق شود نوشته
˜
p و

˜
q یِ جا به

˜
p و

˜
q ِ حسب بر Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلتن ی وقت اگر

اگر ͳیعن میئاید. دست به مشابه ای نتیجه هم، باشد صفر ها qα به نسبت

∂ Hτ

∂ qα
= 0, (3186)

آنΎاه،

˜
p(τ)

ns
=

˜
p(τ0). (3187)

˜
q(τ)

ns
=

˜
q(τ0) + {

˜
u[
˜
p(τ0)]} (τ − τ0). (3188)

که،

uα =
∂ Hτ

∂ pα
. (3189)

است: ثابت بر-لاک
˜
u البته و

′
uα

ns
= 0. (3190)



۵٠٩ � مستقل-از-مان یِ ͳهˆمیلت̃ن 84

یˆند. اینها H یِ ͳهˆمیلت̃ن با متناظر ِ ِ-حرکت معادلات- ترتیب، ین هم به

q̇i
ns
=
∂ H

∂ pi
. (1683)

ṗi
ns
= − ∂ H

∂ qi
. (1684)

است، pm تا p1 و t فقط ِ تاب΄ H ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها و زمان فقط ِ تاب΄ H یِ ͳهˆمیلت̃ن گیرم

یِ مئلف̃ها به H ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها فقط ِ تاب΄ H که این است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

است: صفر مان یِ مئلف̃ها به نسبت H ِ مشتق پس ندارد. ͳΎبست مان

∂ H

∂ qi
= 0. (3191)

میشود چنین (1684) ِ معادله-یِ-حرکت این، با

ṗi
ns
= 0. (3192)

َند: ثابت بر-لاک ها pi ͳیعن این

pi(t)
ns
= pi(0). (3193)

میدهم: نشان vi با را pi به نسبت H ِ مشتق

vi =
∂ H

∂ pi
. (3194)

میشود. چنین (1683) ِ حرکت یِ معادله

q̇i(t)
ns
= vi[t, p(t)]. (3195)

میشود دیده (3193) از

vi[t, p(t)]
ns
= vi[t, p(t0)]. (3196)

بسته،

v[t, p(t)]
ns
= v[t, p(t0)]. (3197)
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میشود. چنین (3195) ترتیب این به

q̇i(t)
ns
= vi[t, p(t0)]. (3198)

میدهد نتیجه که

qi(t)
ns
= qi(t0) +

∫ t

t0

(d s) vi[s, p(t0)]. (3199)

میشود. چنین (3199) و (3193) یِ بسته

p(t)
ns
= p(0). (3200)

q(t)
ns
= q(t0) +

∫ t

t0

(d s) v[s, p(t0)]. (3201)

نیست: وابسته هم زمان به ͳیعن ست، ها pi فقط ِ تاب΄ H گیرم

∂ H

∂ t
= 0. (3202)

میشوند: هم زمان از مستقل ͳیعن میشوند، p فقط ِ تاب΄ ها vi صورت این در

∂ vi

∂ t
= 0. (3203)

میشود. چنین (3196) و

vi[p(t)]
ns
= vi[p(t0)]. (3204)

میشوند: ثابت بر-لاک ها vi ͳیعن که

v̇i
ns
= 0. (3205)

میشود. چنین (3199) صورت این در

qi(t)
ns
= qi(t0) + {vi[p(t0)]} (t− t0). (3206)
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بسته،

q(t)
ns
= q(t0) + {v[p(t0)]} (t− t0). (3207)

ی حالت در َند ِ-حرکت معادلات- ِ جواب ،(3201) و (3200) بسته یا ،(3199) و (3193) ِ روابط

به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق این، بر علاوه اگر، است. صفر مان یِ مئلف̃ها به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق که

(3207) و (3200) بسته، یا ،(3206) و (3193) ِ-حرکت معادلات- ِ جواب باشد، صفر هم زمان

میشود.

یΈجایΎشت- (q, p) که است، برقرار هم ،p و q یِ جا به p و q با مشابه، ای نتیجه که است رˇشن

ِ مشتق شود نوشته p و q یِ جا به p و q ِ حسب Hبر یِ ͳهˆمیلتن ی وقت اگر است: (q, p) ِ Έکانُنی-ِ

اگر ͳیعن میئاید. دست به مشابه ای نتیجه هم، باشد صفر ها qi به نسبت H

∂H

∂ qi
= 0, (3208)

آنΎاه،

p(t)
ns
= p(t0). (3209)

q(t)
ns
= q(t0) +

∫ t

t0

(d s) v[s, p(t0)]. (3210)

که،

vi =
∂ H

∂ pi
. (3211)

است: ثابت بر-لاک هم v باشد، صفر هم t به نسبت H ِ مشتق این، بر علاوه اگر، و

v̇i
ns
= 0. (3212)

میشود. چنین (3210) و

q(t)
ns
= q(t0) + {v[p(t0)]} (t− t0). (3213)
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یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن و ،(2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز ِ بˇعد که مینم ͳبررس را ی سیستم

ͳتابع (m+1) ی وقت است، حل-پذیر) (یا انتΎرال-پذیر سیستم این میΎویم است. Hτ آن با متناظر

هر یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- و َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند ِ-فاز فضا-زمان- از

َند مستقل-از-هم که هستند ِ-فاز فضا-زمان- از Im تا I0 یِ تابعیها ͳیعن است. Hτصفر با آنها از Έی

و

{Iα, Iβ}τ = 0. (3214)

{Iα,Hτ}τ = 0. (3215)

Έی یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را Im تا I0 میشود میدهد نتیجه َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Im تا I0 که این

Έکانُنی (
˜
q,
˜
p) یا است. Έکانُنی (

˜
q′,

˜
I) که هستند ͳی ها q′α ͳیعن گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته

شده: تعریف
˜
I ان هم

˜
p′ که است،

p′α = Iα. (3216)

ترتیب، این به

{p′α,Hτ}τ = 0. (3217)

ͳیعن است، Έکانُنی (
˜
q,
˜
p) چون که،

−∂ Hτ

∂ q′α
= 0. (3218)

است:
˜
p و

˜
q یِ جا به

˜
p′ و

˜
q′ با ،(3174) ان هم این

∂ Hτ

∂ qα
= 0. (3174)

میشود نتیجه پس

˜
p′(τ)

ns
=

˜
p′(τ0). (3219)

˜
q′(τ)

ns
=
˜
q′(τ0) + {

˜
u′[

˜
p′(τ)0]} (τ − τ0). (3220)



۵١٣ � انتΎرال-پذیر ِ سیستم 85

که،

u′α =
∂ Hτ

∂ p′α
. (3221)

بیان هم ِ-گسترش-یافته، فضا-یِ-فاز- یِ تابعیها و ͳهˆمیلتن ِ حسب بر میشود را اتتΎرال-پذیری

آن با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن و ،(2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز ِ بˇعد که مینم ͳبررس را ی سیستم کرد.

ͳتابع m ی وقت است، حل-پذیر) (یا انتΎرال-پذیر سیستم این میΎویم خاص، ی حالت در است. H

صفر H با آنها از Έی هر ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن و َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند فضا-یِ-فاز از

و َند مستقل-از-هم که هستند فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن است.

{Ii, Ij} = 0. (3222)

{Ii,H} = 0. (3223)

یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را Im تا I1 میشود میدهد نتیجه َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Im تا I1 که این

(q′, p′) یا است. Έکانُنی (q′, I) که هستند ͳی ها q′i ͳیعن گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی

شده: تعریف I ان هم p′ که است، Έکانُنی

p′i = Ii. (3224)

ترتیب، این به

{p′i,H} = 0. (3225)

ͳیعن است، Έکانُنی (q′, p′) چون که،

− ∂ H
∂ q′i

= 0. (3226)

است: p و q یِ جا به p′ و q′ با ،(3191) ان هم این

∂ H

∂ qi
= 0. (3191)
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میشود نتیجه پس

p′(t)
ns
= p′(t0). (3227)

q′(t)
ns
= q′(t0) +

∫ t

t0

(d s) v′[s, p′(t0)] (3228)

که،

v′i =
∂ H

∂ p′i
. (3229)

است: ثابت لاک بر v′ باشد، صفر هم t به نسبت H ِ مشتق این، بر علاوه اگر، و

v̇′
ns
= 0. (3230)

میشود. چنین (3228) و

q′(t)
ns
= q′(t0) + {v′[p′(t0)]} (t− t0). (3231)

ͳی تابعیها بمانند، بر-لاکثابت است قرار که ی مستقل-از-هم یِ تابعیها که است این کلیتر ِ حالت

حالت این در نباشد. صفر لزومˆن زمان به نسبت شان ِ مشتق ͳیعن باشند، گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از

میشود. جایΎزین این با (3223) اما است. برقرار همچنان (3222)

∂ Ii
∂ t

+ {Ii,H} = 0. (3232)

یΈدسته یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را Im تا I1 بشود که این یِ برا اما َند. مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Im تا I1

َند. مستقل-از-هم هم ثابت ِ زمان هر به Im تا I1 ِ تحدید داد نشان باید گرفت، Έکانُنی ِ مختصات

{[i, (d Ii)| t] | i} از ͳخط ِ ترکیب Έی اثبات، یِ برا است. خطͳ-مستقل {[i, (d Ii)| t] | i} ͳیعن

که هستند ͳی ها ai گیرم َند. صفر ترکیب این یِ ضریبها میدهم نشان و میΎذارم صفر را

ai (d Ii)| t = 0. (3233)

اما

{Ii,H} = (d Ii)| t JH . (3234)
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میدهد نتیجه (3233) پس

ai {Ii, H} = 0. (3235)

میشود معلوم (3232) با این ِ ترکیب از

ai
∂ Ii
∂ t

= 0. (3236)

همچنین،

d Ii =
∂ Ii
∂ t

d t+ (d Ii)| t. (3237)

میدهد نتیجه ،(3236) و (3233) با همراه این،

ai d Ii = 0. (3238)

َند. صفر ها ai نتیجه در است. خطͳ-مستقل {[i, (d Ii)] | i}پس َند. مستقل-از-هم Im تا I1 اما

َند. مستقل-از-هم هم ثابت ِ زمان هر به Im تا I1 ِ تحدید ͳیعن این

ͳیعن گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را Im تا I1 میشود ترتیب، این به

شده: تعریف I ان هم p′ که است، Έکانُنی (q′, p′) یا است. Έکانُنی (q′, I) که هستند ͳی ها q′i

میشود. جایΎزین این با (3225) اما .(3224) یِ رابطه

∂ p′i
∂ t

+ {p′i, H} = 0. (3239)

میشود. جایΎزین این با (3226) و

∂ p′i
∂ t
− ∂ H

∂ q′i
= 0. (3240)

دراورد. (3226) ِ شل به ،H یِ جا به H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن Έی با میشود، هم را (3240) میدهم نشان

مستقل-از- p′m تا p′1 و qm تا q1 که چنان میΎیرم، (q, p) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی را (q, p)

ِ تابعͳ-یِ-مولد نیست. برقرار لزومˆن (3239) ͳیعن َند. ِ-حرکت ثابت- ها p′i که نمیΎیرم َند. هم
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ی تاب΄ Υ̃ که میدهم، نشان Υ̃ با را میند تبدیل (q′, p′) به را (q, p) که ی Έکانُنی ِ تبدیل با متناظر

است: p′ و q و زمان از

pi =

(
∂ Υ̃

∂ qi

)
t,p′

. (3241)

q′i =

(
∂ Υ̃

∂ p′i

)
t,q

. (3242)

میدهم: نشان F با را زمان به نسبت Υ̃ ِ مشتق

F =

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

. (3243)

میشود دیده

{p′i,F} =
(
∂ F
∂ qj

)
t,p′
{p′i, qj}+

(
∂ F
∂ p′j

)
t,q

{p′i, p′j}. (3244)

یˆند: ͳپˇو͈سˇن ها p′i

{p′i, p′j} = 0. (3245)

پس

{p′i,F} =
(
∂ F
∂ qj

)
t,p′
{p′i, qj}. (3246)

همچنین،

{p′i, qj} = −
(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

. (3247)

ترتیب، این به

{p′i,F} = −
(
∂ F
∂ qj

)
t,p′

(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

. (3248)

میشود دیده (3243) )از
∂ F
∂ qj

)
t,p′

=

(
∂

∂ qj

)
t,p′

(
∂

∂ t

)
q,p′

Υ̃. (3249)
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میدهد نتیجه که

(
∂ F
∂ qj

)
t,p′

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(
∂

∂ qj

)
t,p′

Υ̃. (3250)

،(3241) از استفاده با پس،

(
∂ F
∂ qj

)
t,p′

=

(
∂ pj
∂ t

)
q,p′

. (3251)

میشود. چنین (3248) و

{p′i,F} = −
(
∂ pj
∂ t

)
q,p′

(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

. (3252)

اما،

(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

= −
(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

(
∂ pj
∂ t

)
q,p′

. (3253)

پس،

{p′i,F} =
(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

. (3254)

یا،

{p′i,F} =
(
∂ p′i
∂ t

)
x

. (3255)

ِ-گسترش-یافته، فضا-زمان- از X یِ ͳتابع هر با متناظر پس،

{p′i,X+ F} =
(
∂ p′i
∂ t

)
x

+ {p′i,X}. (3256)

جمله، از

{p′i,H + F} =
(
∂ p′i
∂ t

)
x

+ {p′i,H}. (3257)



انتΎرال-پذیری ۵١٨

یا،

{p′i,H ′} =
(
∂ p′i
∂ t

)
x

+ {p′i,H}. (3258)

که،

H ′ = H + F . (3259)

،ͳیعن

H ′ = H +

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

. (3260)

نوشت. چنین میشود را p′ یِ برا حرکت یِ معادله

ṗ′i
ns
=

(
∂ p′i
∂ t

)
x

+

(
∂ p′i
∂ qj

)
t,p

q̇j +

(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

ṗj . (3261)

میشود که

ṗ′i
ns
=

(
∂ p′i
∂ t

)
x

+

(
∂ p′i
∂ qj

)
t,p

{qj , H}+
(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

{pj ,H}. (3262)

یا،

ṗ′i
ns
=

(
∂ p′i
∂ t

)
x

+ {p′i,H}. (3263)

میشود. چنین ،(3255) از استفاده با هم، این

ṗ′i
ns
= {p′i,F}+ {p′i,H}. (3264)

پس،

ṗ′i
ns
= {p′i,H ′}. (3265)

مشابه، ی شل به

{qi,F} =
(
∂ F
∂ qj

)
t,p′
{qi, qj}+

(
∂ F
∂ p′j

)
t,q

{qi, p′j}. (3266)
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اما،

{qi, qj} = 0. (3267)

پس،

{qi,F} =

(
∂ F
∂ p′j

)
t,q

{qi, p′j}. (3268)

همچنین،

{qi, p′j} =
(
∂ qi

∂ q′j

)
t,p′

. (3269)

ترتیب، این به

{qi,F} =

(
∂ F
∂ p′j

)
t,q

(
∂ qi

∂ q′j

)
t,p′

. (3270)

میشود دیده (3243) )از
∂ F
∂ p′j

)
t,p′

=

(
∂

∂ p′j

)
t,q

(
∂

∂ t

)
q,p′

Υ̃. (3271)

میدهد نتیجه )که
∂ F
∂ p′j

)
t,q

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(
∂

∂ p′j

)
t,q

Υ̃. (3272)

،(3242) از استفاده با )پس،
∂ F
∂ p′j

)
t,q

=

(
∂ q′j

∂ t

)
q,p′

. (3273)

میشود. چنین (3270) و

{qi,F} =
(
∂ q′j

∂ t

)
q,p′

(
∂ qi

∂ q′j

)
t,p′

. (3274)
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اما،

(
∂ qi

∂ t

)
q′,p′

= −
(
∂ qi

∂ q′j

)
t,p′

(
∂ q′j

∂ t

)
q,p′

. (3275)

پس،

{qi,F} = −
(
∂ qi

∂ t

)
q′,p′

. (3276)

یا،

{qi,F} = −
(
∂ qi

∂ t

)
x′
. (3277)

پس،

{qi, H ′} = −
(
∂ qi

∂ t

)
x′
+ {qi,H}. (3278)

نوشت. چنین میشود را q یِ برا حرکت یِ معادله

q̇i
ns
= {qi,H}. (3279)

میشود که

q̇i
ns
= − {qi,F}+ {qi,H ′}. (3280)

،(3277) از استفاده با یا،

q̇i
ns
=

(
∂ qi

∂ t

)
x′
+ {qi,H ′}. (3281)

هم، q′ یِ برا

{q′i,F} =
(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′
{qj ,F}+

(
∂ q′i

∂ p′j

)
t,q

{p′j ,F}. (3282)
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میشود ،(3276) و (3254) از استفاده با که،

{q′i,F} = −
(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

(
∂ qj

∂ t

)
q′,p′

+

(
∂ q′i

∂ p′j

)
t,q

(
∂ p′j
∂ t

)
q,p

. (3283)

اما،

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

= −
(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

(
∂ qj

∂ t

)
q′,p′

. (3284)

پس،

{q′i,F} =
(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ q′i

∂ p′j

)
t,q

(
∂ p′j
∂ t

)
q,p

. (3285)

میدهد نتیجه که

{q′i,F} =
(
∂ q′i

∂ t

)
q,p

. (3286)

یا،

{q′i,F} =
(
∂ q′i

∂ t

)
x

. (3287)

پس،

{q′i,H ′} =
(
∂ q′i

∂ t

)
x′
+ {q′i,H}. (3288)

نوشت. چنین میشود را q′ یِ برا حرکت یِ معادله

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
x

+

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p

q̇j +

(
∂ q′i

∂ pj

)
t,q

ṗj . (3289)

میشود که

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
x

+

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p

{qj ,H}+
(
∂ q′i

∂ pj

)
t,q

{pj ,H}. (3290)
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یا،

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
x

+ {q′i,H}. (3291)

میشود. چنین ،(3287) از استفاده با هم، این

q̇′i
ns
= {q′i,F}+ {q′i,H}. (3292)

پس،

q̇′i
ns
= {q′i, H ′}. (3293)

سرانجام،

{pi,F} =
(
∂ pi
∂ qj

)
t,p′
{qj ,F}+

(
∂ pi
∂ p′j

)
t,q

{p′j ,F}. (3294)

میشود ،(3276) و (3254) از استفاده با که،

{q′i,F} = −
(
∂ pi
∂ qj

)
t,p′

(
∂ qj

∂ t

)
q′,p′

+

(
∂ pi
∂ p′j

)
t,q

(
∂ p′j
∂ t

)
q,p

. (3295)

اما،

(
∂ pi
∂ t

)
q,p′

= −

(
∂ pi
∂ p′j

)
t,q

(
∂ p′j
∂ t

)
q,p

. (3296)

پس،

{pi,F} = −
(
∂ pi
∂ qj

)
t,p′

(
∂ qj

∂ t

)
q′,p′
−
(
∂ pi
∂ t

)
q,p′

. (3297)

میدهد نتیجه که

{pi,F} = −
(
∂ pi
∂ t

)
q′,p′

. (3298)
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یا،

{pi,F} = −
(
∂ pi
∂ t

)
x′
. (3299)

پس،

{pi,H ′} = −
(
∂ pi
∂ t

)
x′
+ {pi,H}. (3300)

نوشت. چنین میشود را p یِ برا حرکت یِ معادله

ṗi
ns
= {pi,H}. (3301)

میشود که

ṗi
ns
= − {pi,F}+ {pi,H ′}. (3302)

،(3299) از استفاده با یا،

ṗi
ns
=

(
∂ pi
∂ t

)
x′
+ {pi, H ′}. (3303)

کرد: خلاصه چنین میشود را آمدند دست به که ی روابط

میشوند (3287) و (3255) ِ روابط

{x′a,F} =
(
∂ x′a

∂ t

)
x

. (3304)

میشوند (3288) و (3258) ِ روابط

{x′a, H ′} =
(
∂ x′a

∂ t

)
x

+ {x′a,H}. (3305)

میشوند (3299) و (3277) ِ روابط

{xa,F} = −
(
∂ xa

∂ t

)
x′
. (3306)
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میشوند (3300) و (3278) ِ روابط

{xa,H ′} = −
(
∂ xa

∂ t

)
x′
+ {xa,H}. (3307)

میشوند (3291) و (3263) ِ روابط

ẋ′a
ns
=

(
∂ x′a

∂ t

)
x

+ {x′a,H}. (3308)

میشوند (3293) و (3265) ِ روابط

ẋ′a
ns
= {x′a,H ′}. (3309)

میشوند (3301) و (3279) ِ روابط

ẋa
ns
= {xa,H}. (1777)

میشوند (3303) و (3281) ِ روابط

ẋa
ns
=

(
∂ xa

∂ t

)
x′
+ {xa,H ′}. (3310)

میشود دیده است. ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- یِ دامنه با ͳتابع Έی X گیرم )کلیتر،
∂ X

∂ t

)
q,p

=

(
∂ X

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ X

∂ p′i

)
t,q

(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

. (3311)(
∂ X

∂ t

)
q′,p′

=

(
∂ X

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ X

∂ qi

)
t,p′

(
∂ qi

∂ t

)
q′,p′

. (3312)

ترتیب، این به

(
∂ X

∂ t

)
x

−
(
∂ X

∂ t

)
x′

=

(
∂ X

∂ p′i

)
t,q

(
∂ p′i
∂ t

)
x

−
(
∂ X

∂ qi

)
t,p′

(
∂ qi

∂ t

)
x′
. (3313)

میشود. چنین ،(3277) و (3255) از استفاده با که،

(
∂ X

∂ t

)
x

−
(
∂ X

∂ t

)
x′

=

(
∂ X

∂ p′i

)
t,q

{p′i,F}+
(
∂ X

∂ qi

)
t,p′
{qi,F}. (3314)
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ترتیب، این )به
∂ X

∂ t

)
x

−
(
∂ X

∂ t

)
x′

= {X,F}. (3315)

،ͳیعن

(
∂ X

∂ t

)
x

−
(
∂ X

∂ t

)
x′

= {X,H ′ −H}. (3316)

پس،

(
∂ X

∂ t

)
x

+ {X,H} =
(
∂ X

∂ t

)
x′
+ {X, H ′}. (3317)

َند. همئرز زیر یِ دˇ-رابطه که میرود، انتظار که چنان میدهد، نشان این

Ẋ
ns
=

(
∂ X

∂ t

)
x

+ {X,H}. (3318)

Ẋ
ns
=

(
∂ X

∂ t

)
x′
+ {X, H ′}. (3319)

ِ مختصات با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن ͳیعن است، (3293) و (3265) ِ روابط ان هم که ،(3309) یِ رابطه

ِ بˇعد که ی سیستم یِ برا را، انتΎرال-پذیری میدهد. نشان را ین هم هم (3319) است. H ′ پریم-دار

ͳتابعm که مینم تعریف این Hاست، آن با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن و است (2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز

ͳیعن َند، ِ-حرکت ثابت- و َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از

تعریف I ان هم را p′ است. برقرار (3232) ͳیعن َند، ثابت بر-لاک ها Ii که این َند. ثابت بر-لاک

استفاده با که میئاید، در (3239) ِ شل به (3232) یِ رابطه ترتیب این به .(3224) یِ رابطه مینم:

میشود (3258) از

{p′i,H ′} = 0. (3320)

ͳیعن این

−∂ H
′

∂ q′i
= 0. (3321)
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مفصلتر،

−
(
∂ H ′

∂ q′i

)
t,p′

= 0. (3322)

(3226) ِ جایΎزین هم ،(3322) یا ،(3321) یِ رابطه است. (3225) ِ جایΎزین (3320) یِ رابطه

تفاوت این با است، خاص ِ حالت ان هم ِ مثل انتΎرال-پذیری یِ ͳکل ِ حالت این ترتیب، این به است.

میشود نتیجه شده. جایΎزین (ͳکل ِ حالت (در H ′ با خاص) ِ حالت (در H که

p′(t)
ns
= p′(t0). (3323)

q′(t)
ns
= q′(t0) +

∫ t

t0

(d s) v′[s, p′(t0)]. (3324)

که،

v′i =
∂ H ′

∂ p′i
. (3325)

ͳیعن

v′i =

(
∂ H ′

∂ p′i

)
t,q′

. (3326)

،p′ و q′ و t از ی تاب΄ ِ عنوان به هم، v′ پس است. q′ از مستقل ،p′ و q′ و t از ی تاب΄ ِ عنوان به ،H ′

کرد: حساب میشود هم x و t ِ حسب بر را v′ البته است. q′ از مستقل

v′i = {q′i,H ′}. (3327)

میشود ،(3288) از استفاده با که،

v′i =

(
∂ q′i

∂ t

)
x

+ {q′i,H}. (3328)

است: برابر زمان به نسبت ͳهˆمیلت̃ن یِ ͳپارِئ ِ مشتق با ͳهˆمیلت̃ن ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق

Ḣ
ns
=
∂ H

∂ t
. (1839)
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یِ ͳپارِئ ِ مشتق گیرم ͳیعن میمانَد. ثابت بر-لاک ͳهˆمیلت̃ن باشد، مستقل-از-زمان ͳهˆمیلت̃ن اگر پس

است: صفر زمان به نسبت ͳهˆمیلت̃ن

∂ H

∂ t
= 0. (3202)

صورت، این در

Ḣ
ns
= 0. (3329)

به ست. ͳهˆمیلت̃ن ِ خُد که هست، ِ-حرکت ثابت- Έی حتمˆن است، مستقل-از-زمان ͳهˆمیلت̃ن ی وقت

است: τ از مستقل ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن مشابه، یِ شل

∂ Hτ

∂ τ
= 0. (3330)

میمانَد: ثابت بر-لاک ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن پس

′
Hτ

ns
= 0. (3331)

-ِ فضا-زمان- با که است چنین آیا هست. ِ-حرکت ثابت- Έی همیشه ِ-فاز، فضا-زمان- با ͳیعن این

میدهم نشان است؟ بیشتر یΈی ِ-گسترش-یافته) فضا-یِ-فاز- به (نسبت همیشه ِ-حرکتها ثابت- فاز،

و ی Έی که نوشت ی شل به میشود را ِ-فاز فضا-زمان- یِ ِ-حرکتها ثابت- که این و است، چنین

ͳیعن اند، p0 از مستقل بقیه و است) ناصفر p0 به نسبت ش َ (مشتق است p0 ِ شامل ی Έی فقط

اند. ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از ͳی تابعیها
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است: (1831) ِ شل به Hτ

Hτ (t, x, p0) = H(t, p). (1831)

که

p = p0 +H(t, x). (1822)
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نیست: صفر p به نسبت H ِ مشتق و

∂ H

∂ p
̸= 0. (1833)

که هست A یِ ͳتابع Έی ͳیعن کرد. حساب t و H ِ حسب بر میشود را p پس

p = A(t,Hτ ). (3332)

واق΄، در

A(t, �) = [H(t, �)]−1. (3333)

یا،

A(t, x) = [H(t, �)]−1(x). (3334)

پس،

p = [H(t, �)]−1(Hτ ). (3335)

کرد: حساب Hτ و x و t ِ حسب بر را p0 میشود ترتیب این به

p0 = A(t,Hτ )−H(t, x). (3336)

،ͳیعن

p0 = [H(t, �)]−1(Hτ )−H(t, x). (3337)

ِ-گسترش- فضا-یِ-فاز- ِ مختصات ͳیعن ،(t, x) ِ حسب بر میشود را ِ-فاز فضا-زمان- از تاب΄ پسهر

نوشت: Hτ و یافته،

X(t, x, p0) = X̃(t, x,Hτ ). (3338)
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،ͳیعن که

X(t, x, p0) = X̃{t, x,H[t, p0 +H(t, x)]}. (3339)

یا،

X̃(t, x,Hτ ) = X{t, x, [H(t, �)]−1(Hτ )−H(t, x)}. (3340)

میدهم. نشان X ِ خُد با را X̃ ،ͳسادِگ یِ برا

میشود دیده است. ِ-فاز فضا-زمان- از تاب΄ Έی X گیرم

{X,Hτ}τ =

(
∂ X

∂ t

)
x,Hτ

{t,Hτ}τ +

(
∂ X

∂ xa

)
t,Hτ

{xa,Hτ}τ

+

(
∂ X

∂ Hτ

)
t,x

{Hτ , Hτ}τ . (3341)

پس، است. صفر راست ِ طرف در آخر یِ جمله

{X,Hτ}τ =

(
∂ X

∂ t

)
x,Hτ

{t,Hτ}τ +

(
∂ X

∂ xa

)
t,Hτ

{xa,Hτ}τ . (3342)

Y با آن در که است X ان هم X|Y ͳیعن میدهم. نشان X|Y با را ثابت) Έی با (Yبرابر به X ِ تحدید

جمله، از شده. رفتار ثابت Έی ِ مثل

(
∂ X

∂ x

)
Y

=
∂ X|Y

∂ x
. (3343)

میشود. چنین (3342) یِ رابطه و

{X,Hτ}τ =

(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

{t,Hτ}τ +

(
∂ X|Hτ

∂ xa

)
t

{xa, Hτ}τ . (3344)

ترتیب، این به است. p و t از ی تاب΄ Hτ همچنین،

{xα,Hτ}τ = {xα, t}τ
(
∂ Hτ

∂ t

)
p

+ {xα, p}τ
(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3345)
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و

{xα, t}τ = 0. (3346)

پس،

{xα, Hτ}τ = {xα, p}τ
(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3347)

البته، و

{t, p}τ = 1. (3348)

{xa, p}τ = {xa,H}. (3349)

ترتیب، این به

{t,Hτ}τ =

(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3350)

یا،

{t,Hτ}τ =

(
∂ Hτ

∂ p0

)
t,x

. (3351)

و

{xa, Hτ}τ = {xa,H}
(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3352)

یا،

{xa, Hτ}τ = {xa,H}
(
∂ Hτ

∂ p0

)
t,x

. (3353)

میΎذارم: (3344) در را (3352) و (3350) ِ روابط

{X, Hτ}τ =

[(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+

(
∂ X|Hτ

∂ xa

)
t

{xa, H}
] (

∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3354)
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یا،

{X,Hτ}τ =

[(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+

(
∂ X|Hτ

∂ xa

)
t

{xa,H}
] (

∂ Hτ

∂ p0

)
t,x

. (3355)

پس،

{X,Hτ}τ =

[(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+ {X|Hτ
,H}

] (
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3356)

یا،

{X,Hτ}τ =

[(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+ {X|Hτ
,H}

] (
∂ Hτ

∂ p0

)
t,x

. (3357)

همچنین،

′
X

ns
= {X, Hτ}τ . (3358)

ترتیب، این به

′
X

ns
=

[(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+ {X|Hτ
,H}

] (
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3359)

است: X|Hτ
ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق کروشه ِ درون

dX|Hτ

d t

ns
=

(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+ {X|Hτ
, H}. (3360)

یا،

Ẋ|Hτ

ns
=

(
∂ X|Hτ

∂ t

)
x

+ {X|Hτ
, H}. (3361)

(3361) یِ رابطه شود. رفتار ثابت Έی ِ مثل Y با ی وقت X ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق ͳیعن Ẋ|Y که

میΎذارم: (3359) در را

′
X

ns
= Ẋ|Hτ

(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3362)
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اما،

′
t
ns
=

(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3363)

پس،

′
X

ns
= Ẋ|Hτ

′
t. (3364)

است. این واق΄ در (3364) پس است. ثابت بر-لاک Hτ البته

′
X

ns
= Ẋ

′
t. (3365)

ست. مشتق-گیری یِ ͳزنجیرِئ یِ قاعده ان هم نیست: هم عجیب که

است، (t, x,Hτ ) به (t, x, p0) از متغیر ِ تغییر ِ مشابه هم (t, x,Y) به (t, x, p0) از متغیر ِ تغییر

ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی B گیرم باشد. وارون-پذیر p0 به نسبت Y یِ ͳΎ̃بست که ی شرط به

که است

Y = B(t, x, p0). (3366)

پس است. وارون-پذیر B(t, x, �) و

p0 = [B(t, x, �)]−1(Y). (3367)

ِ-گسترش- فضا-یِ-فاز- ِ مختصات ͳیعن ،(t, x) ِ حسب بر میشود را ِ-فاز فضا-زمان- از تاب΄ هر و

نوشت: Y و یافته،

X(t, x, p0) = X̃(t, x,Y). (3368)

،ͳیعن که

X(t, x, p0) = X̃[t, x,B(t, x, p0)]. (3369)
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یا،

X̃(t, x,Y) = X{t, x, [B(t, x, �)]−1(Y)}. (3370)

میدهم. نشان X ِ خُد با را X̃ ،ͳسادِگ یِ برا باز،

است: ناصفر p0 به نسبت ش َ مشتق که است، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی Y )گیرم
∂Y

∂ p0

)
˜
x

̸= 0. (3371)

دیده است، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی هم آن که ،X با است. وارون-پذیر p0 به ش یˆ ͳΎبست پس

میشود

{X,Y}τ =

(
∂ X

∂ xα

)
Y

{xα,Y}τ +

(
∂ X

∂Y

)
˜
x

{Y,Y}τ . (3372)

پس، است. صفر دوم یِ جمله

{X,Y}τ =

(
∂ X

∂ xα

)
Y

{xα,Y}τ . (3373)

یا،

{X,Y}τ =
∂ X|Y

∂ xα
{xα,Y}τ . (3374)

مفصلتر،

{X,Y}τ =

(
∂ X

∂ t

)
x,Y

{t,Y}τ +

(
∂ X

∂ xa

)
t,Y

{xa,Y}τ . (3375)

یا،

{X,Y}τ =

(
∂ X|Y

∂ t

)
x

{t,Y}τ +

(
∂ X|Y

∂ xa

)
t

{xa,Y}τ . (3376)

اما،

{t,Y}τ =

(
∂Y

∂ p0

)
˜
x

. (3377)
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پس،

{X,Y}τ =

(
∂ X|Y

∂ t

)
x

(
∂Y

∂ p0

)
˜
x

+

(
∂ X|Y

∂ xa

)
t

{xa,Y}τ . (3378)

البته

{xa,Y}τ = {xa,Y}. (3379)

پس،

{X,Y}τ =

(
∂ X|Y

∂ t

)
x

(
∂Y

∂ p0

)
˜
x

+

(
∂ X|Y

∂ xa

)
t

{xa,Y}. (3380)

یا،

{X,Y}τ =

(
∂ X|Y

∂ t

)
x

(
∂Y

∂ p0

)
˜
x

+ {X|Y,Y}. (3381)

بسته،

{X|Y,Y}τ =
∂ X|Y

∂ xα
{xα,Y}τ . (3382)

میشود. چنین (3374) پس

{X,Y}τ = {X|Y,Y}τ . (3383)

ِ-فاز، فضا-زمان- از X2 و X1 یِ تابعیها یِ برا مشابه، ی شل به

{X1,X2}τ =

(
∂ X1

∂ xα

)
Y

(
∂ X2

∂ xβ

)
Y

{xα, xβ}τ

+

(
∂ X1

∂ xα

)
Y

(
∂ X2

∂Y

)
˜
x

{xα,Y}τ

+

(
∂ X1

∂Y

)
˜
x

(
∂ X2

∂ xβ

)
Y

{Y, xβ}τ . (3384)
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یا،

{X1,X2}τ =
∂ (X1)|Y

∂ xα
∂ (X2)|Y

∂ xβ
{xα, xβ}τ

+
∂ (X1)|Y

∂ xα

(
∂ X2

∂Y

)
˜
x

{xα,Y}τ

+

(
∂ X1

∂Y

)
˜
x

∂ (X2)|Y

∂ xβ
{Y, xβ}τ . (3385)

ترتیب، این به

{X1,X2}τ = {(X1)|Y, (X2)|Y}τ

+

(
∂ X2

∂Y

)
˜
x

{(X1)|Y,Y}τ +

(
∂ X1

∂Y

)
˜
x

{Y, (X2)|Y}τ . (3386)

پس،

{X1,X2}τ = {(X1)|Y, (X2)|Y}

+

(
∂ X2

∂Y

)
˜
x

{(X1)|Y,Y}τ +

(
∂ X1

∂Y

)
˜
x

{Y, (X2)|Y}τ . (3387)

که رفته کار به این اخیر یِ رابطه به رسیدن در

{(X1)|Y, (X2)|Y}τ = {(X1)|Y, (X2)|Y}. (3388)

است: صفر Y با ها Xi یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن گیرم

{Xi,Y}τ = 0. (3389)

میشود نتیجه (3383) از

{(Xi)|Y,Y}τ = 0. (3390)

میشود چنین (3387) پس

{X1,X2}τ = {(X1)|Y, (X2)|Y}. (3391)
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(X2)|Y با (X1)|Y ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ان هم X2 با X1 یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ͳیعن

است.

تابعیها این که این َند. مستقل-از-هم و َند، ِ-فاز فضا-زمان- بر ͳتابع دسته ΈیY و ها Xi گیرم

گیرم ،ͳیعن این َند. خطͳ-مستقل آنها یِ دیفرانسیلها ͳیعن َند، مستقل-از-هم

0 = ai dXi + bdY. (3392)

َند: صفر ضریبها یِ همه صورت این در

0 = ai. (3393)

0 = b. (3394)

را (Xi)|Y َند. مستقل-از-هم هم ها (Xi)|Y میدهم نشان است. ناصفر p0 به نسبت Y ِ مشتق گیرم

میدهم: نشان X̃i با

X̃i = (Xi)|Y. (3395)

{(i,d X̃i) | i} از ͳخط ِ ترکیب Έی اگر میدهم نشان َند، مستقل-از-هم ها X̃i که این ِ اثبات یِ برا

که ها)، ãi) هست، ضریب دسته Έی گیرم َند. صفر ضریبها باشد صفر

0 = ãi d X̃i. (3396)

میشود دیده

dXi =

(
∂ Xi

∂ xα

)
Y

dxα +

(
∂ Xi

∂Y

)
˜
x

dY. (3397)

یا،

dXi =
∂ X̃i

∂ xα
dxα +

(
∂ Xi

∂Y

)
˜
x

dY. (3398)

پس،

dXi = d X̃i +

(
∂ Xi

∂Y

)
˜
x

dY. (3399)
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میشود. چنین (3396) یِ رابطه و

0 = ãi (dXi − ci dY). (3400)

که،

ci =

(
∂ Xi

∂Y

)
˜
x

. (3401)

با است، برقرار (3392) ͳیعن این

ai = ãi. (3402)

b = −ãi ci. (3403)

َند. صفر ها ãi یِ همه پس َند. صفر b و ها ai میشود نتیجه َند، مستقل-ازهم Y و ها Xi که این از

َند. مستقل-ازهم ها X̃i ͳیعن که است، خطͳ-مستقل {(i,d X̃i) | i} میدهد نشان این

ِ-حرکت ثابت- Έی ͳیعن است، ثابت بر-لاک که است ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع Έی Iτ گیرم

است:

′
Iτ

ns
= 0. (3138)

پس،

{Iτ ,Hτ}τ = 0. (3142)

میشود. چنین Iτ یِ برا (3364) یِ مانسته

′
Iτ

ns
= (İτ )|Hτ

′
t. (3404)

نیست: صفر
′
t

′
t ̸= 0. (3405)
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با است همئرز (3138) پس

(İτ )|Hτ

ns
= 0. (3406)

میشود. چنین هم Iτ یِ برا (3361) یِ مانسته

(İτ )|Hτ

ns
=

(
∂ (Iτ )|Hτ

∂ t

)
x

+ {(Iτ )|Hτ
,H}. (3407)

با است همئرز (3138) پس

0
ns
=

(
∂ (Iτ )|Hτ

∂ t

)
x

+ {(Iτ )|Hτ
,H}. (3408)

با است همئرز نیست، وابسته معادله-یِ-حرکت به (3408) ِ راست ِ طرف چون که،

0 =

(
∂ (Iτ )|Hτ

∂ t

)
x

+ {(Iτ )|Hτ
,H}. (3409)

یِ همئرزی از استفاده همئرزی، این به رسیدن ِ دیΎر ِ یΈراه است. همئرز (3409) با (3138) ͳیعن این

است. چنین Iτ یِ برا (3356) یِ مانسته است. (3142) با (3138)

{Iτ ,Hτ}τ =

[(
∂ (Iτ )|Hτ

∂ t

)
x

+ {(Iτ )|Hτ
,H}

] (
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3410)

اما

∂ H

∂ p
̸= 0. (1833)

نیست: صفر p به نسبت Hτ ِ مشتق ͳیعن )که
∂ Hτ

∂ p

)
t

̸= 0. (3411)

است. همئرز (3409) یِ رابطه با (3142) پس

است: ناصفر p0 به نسبت Iτ ِ مشتق گیرم )همچنین،
∂ Iτ
∂ p0

)
˜
x

̸= 0. (3412)
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میسازم، را X̃ یِ ͳتابع ِ-فاز، فضا-زمان- از X یِ ͳتابع با است. وارون-پذیر p0 به Iτ یِ ͳΎ̃بست پس

اند: (t, x, Iτ ) ش یˆ متغیرها که

X(t, x, p0) = X̃(t, x, Iτ ). (3413)

که است ِ-فاز فضا-زمان- از ی ͳتابع Έی B که است این مفصلتر

Iτ = B(t, x, p0). (3414)

آورد: دست به (t, x, Iτ ) ِ حسب بر میشود را p0 پس است. وارون-پذیر B(t, x, �)

p0 = [B(t, x, �)]−1(Iτ ). (3415)

ترتیب، این به

X(t, x, p0) = X̃[t, x,B(t, x, p0)]. (3416)

یا،

X̃(t, x, Iτ ) = X{t, x, [B(t, x, �)]−1(Iτ )}. (3417)

میدهم. نشان X ِ خُد با را X̃ ،ͳسادِگ یِ برا البته، و

است. چنین X یِ برا تحول یِ معادله

′
X

ns
= {X,Hτ}τ . (3418)

میشود دیده

{X,Hτ}τ =

(
∂ X

∂ xα

)
Iτ

{xα,Hτ}τ +

(
∂ X

∂ Iτ

)
˜
x

{Iτ ,Hτ}τ . (3419)

یا،

{X,Hτ}τ =
∂ X| Iτ
∂ xα

{xα,Hτ}τ +

(
∂ X

∂ Iτ

)
˜
x

{Iτ ,Hτ}τ . (3420)
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است. صفر Iτ به نسبت X ِ مشتق ِ ضریب ͳیعن است، برقرار (3142) پس است. ثابت بر-لاک Iτ

ترتیب، این به

{X,Hτ}τ =
∂ X| Iτ
∂ xα

{xα,Hτ}τ . (3421)

،ͳیعن

{X,Hτ}τ = {X| Iτ , Hτ}τ . (3422)

است. چنین (3421) یِ رابطه ِ مفصلتر

{X,Hτ}τ =

(
∂ X| Iτ
∂ t

)
x

{t,Hτ}τ +

(
∂ X| Iτ
∂ xa

)
t

{xa,Hτ}τ . (3423)

میشود. چنین ،(3352) و (3350) از استفاده با که،

{X,Hτ}τ =

(
∂ X| Iτ
∂ t

)
x

(
∂ Hτ

∂ p

)
t

+

(
∂ X| Iτ
∂ xa

)
t

{xa, H}
(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3424)

یا،

{X,Hτ}τ =

[(
∂ X| Iτ
∂ t

)
x

+ {X| Iτ ,H}
] (

∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3425)

است: X| Iτ ِ کامل یِ ͳزمان ِ مشتق کروشه ِ درون

dX| Iτ
d t

ns
=

(
∂ X| Iτ
∂ t

)
x

+ {X| Iτ ,H}. (3426)

یا،

Ẋ| Iτ
ns
=

(
∂ X| Iτ
∂ t

)
x

+ {X| Iτ ,H}. (3427)

میΎذارم: (3418) در را (3427) یِ رابطه

′
X

ns
= Ẋ| Iτ

(
∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3428)
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میشود. چنین ،(3363) از استفاده با هم، این

′
X

ns
= Ẋ| Iτ

′
t. (3429)

ان هم نیست: هم عجیب که است. (3365) ان هم واق΄ در (3429) پس است. ثابت بر-لاک Iτ البته

ست. مشتق-گیری یِ ͳزنجیرِئ یِ قاعده

َند: ثابت بر-لاک که َند، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳی تابعیها ،Iτ 0 جمله از ها، Iτ α گیرم

′
Iτ α

ns
= 0. (3430)

نیست: صفر p0 به نسبت Iτ 0 ِ مشتق )و
∂ Iτ 0

∂ p0

)
˜
x

̸= 0. (3431)

با است همئرز (3430) یِ رابطه

{Iτ α, Hτ}τ = 0. (3432)

میدهم: نشان Iα با را (Iτ α)| Iτ 0

Iα = (Iτ α)| Iτ 0
. (3433)

ِ روابط یِ مانست̃ها است. ِ-گسترش-یافته فضا-ی-فاز- از ͳتابع Έی (Iτ α ِ مقدار هر یِ ازا (به Iα

میشود. چنین ،X یِ جا به Iτ α یِ برا ،(3429) و (3425) و (3422)

{Iτ α, Hτ}τ = {Iα,Hτ}τ . (3434)

{Iτ α, Hτ}τ =

[(
∂ Iα
∂ t

)
x

+ {Iα,H}
] (

∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3435)

′
Iτ α

ns
= İα

′
t. (3436)

که

′
Iτ α

ns
= {Iτ α,Hτ}τ . (3437)

İα
ns
=

(
∂ Iα
∂ t

)
x

+ {Iα, H}. (3438)
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همئرز (3432) یِ رابطه میشود دیده نیست، صفر p به نسبت Hτ ِ مشتق که این با همراه ،(3435) از

با )است
∂ Iα
∂ t

)
x

+ {Iα,H} = 0. (3439)

با است همئرز (3430) یِ رابطه میشود دیده هم نیست، صفر
′
t که این با همراه ،(3436) از

İα
ns
= 0. (3440)

است، ثابت بر-لاک Iτ α که این نتیجه: است. (3439) ان هم (3440) میشود دیده (3438) از البته

هر از ،Iτ 0 ِ ِ-حرکت ثابت- از استفاده با ترتیب، این به است. ثابت لاک بر Iα که این با است همئرز

که شده ساخته Iα ِ ِ-حرکت ثابت- Έی است، ِ-فاز فضا-زمان- ش اَ دامنه که Iτ α ِ ِ-حرکت ثابت-

نیست. وابسته p0 به ͳیعن است، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ش اَ دامنه

میشود. چنین ،(X,Y) یِ جا به (Iτ α, Iτ 0) یِ برا هم، (3383) یِ مانسته

{Iτ α, Iτ 0}τ = {Iα, Iτ 0}τ . (3441)

میشود. چنین ،(X1,X2,Y) یِ جا به (Iτ α, Iτ β , Iτ 0) یِ برا ،(3387) یِ مانسته و

{Iτ α, Iτ β}τ = {Iα, Iβ}

+

(
∂ Iτ β

∂ Iτ 0

)
˜
x

{Iα, Iτ 0}τ +

(
∂ Iτ α

∂ Iτ 0

)
˜
x

{Iτ 0, Iβ}τ . (3442)

شده: تعریف (3433) ِ مثل هم α = 0 یِ برا Iα

I0 = (Iτ 0)| Iτ 0
. (3443)

َند: برقرار هم α = 0 یِ برا ،(3436) تا (3434) ِ روابط و

{Iτ 0,Hτ}τ = {I0,Hτ}τ . (3444)

{Iτ 0,Hτ}τ =

[(
∂ I0
∂ t

)
x

+ {I0,H}
] (

∂ Hτ

∂ p

)
t

. (3445)

′
Iτ 0

ns
= İ0

′
t. (3446)
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که

′
Iτ 0

ns
= {Iτ 0,Hτ}τ . (3447)

İ0
ns
=

(
∂ I0
∂ t

)
x

+ {I0, H}. (3448)

میشود چنین α = 0 یِ برا هم، (3441) یِ رابطه

{Iτ 0, Iτ 0}τ = {I0, Iτ 0}τ . (3449)

،ͳیعن

0 = {I0, Iτ 0}τ . (3450)

میشود α = 0 یِ برا هم، (3442) و

{Iτ 0, Iτ β}τ = {I0, Iβ}

+

(
∂ Iτ β

∂ Iτ 0

)
˜
x

{I0, Iτ 0}τ +

(
∂ Iτ 0

∂ Iτ 0

)
˜
x

{Iτ 0, Iβ}τ . (3451)

ͳیعن

{Iτ 0, Iτ β}τ = {I0, Iβ}+
(
∂ Iτ β

∂ Iτ 0

)
˜
x

{I0, Iτ 0}τ + {Iτ 0, Iβ}τ . (3452)

ِ مشتق ͳیعن است. صفر I0 ِ مشتق پس است. ثابت یِ ͳتابع Έی I0 میشود دیده (3443) یِ رابطه از

است: صفر ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مختصات به نسبت I0

∂ I0
∂ xα

= 0. (3453)

ͳی ͳتابع هر با I0 یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- و کروشه-یِ-پˇو͈سˇن میشود نتیجه این از البته و

است: صفر

{I0,X} = 0. (3454)

{I0,X}τ = 0. (3455)
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ترتیب، این به

0 = {I0,Hτ}τ . (3456)

0 =

(
∂ I0
∂ t

)
x

+ {I0,H} (3457)

با Iτ 0 یِ ِ-گسترش-یافته کروشه-یِ-پˇو͈سˇن- میشود نتیجه ،(3445) و ͳدوم از یا ،(3444) و ͳاول از

ثابت بر-لاک Iτ 0 که این است: (3430) ان هم این البته است. (3432) ان هم که است، صفر Hτ

میشود دیده هم (3446) و این از و است.

İ0
ns
= 0. (3458)

این به را (3452) هم است صفر ͳی ͳتابع هر با I0 یِ) گسترش-یافته ِ ) ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن که این

میند. تبدیل

{Iτ 0, Iτ β}τ = {Iτ 0, Iβ}τ . (3459)

است: صفر Iτ 0 با ها Iτ α یِ گسترش-یافته ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن گیرم

{Iτ α, Iτ 0}τ = 0. (3460)

میدهند نتیجه (3459) و این

{Iα, Iτ 0}τ = 0. (3461)

میشود. چنین (3442) پس

{Iτ α, Iτ β}τ = {Iα, Iβ}. (3462)

فضا-یِ-فاز- بر Iα یِ ِ-حرکتها ثابت- ِ-فاز، فضا-زمان- بر Iτ α یِ ِ-حرکتها ثابت- از خلاصه،

I0 است: کمتر ی Έی یˆند ͳنابدیه که شان یِ آنها ِ تعداد البته که شده، ساخته ِ-گسترش-یافته

اینها، یِ برا است. ثابت ِ-لاک بیرون-

İi
ns
= 0. (3463)
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)یا،
∂ Ii
∂ t

)
x

+ {Ii,H} = 0. (3464)

البته، و

{Ii, Ij} = {Iτ i, Iτ j}τ . (3465)

َند. ثابت بر-لاک و َند، مستقل-از-هم َند، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳی تابعیها Iτ m تا Iτ 0 گیرم

هستند: هم ͳپˇو͈سˇن ها Iτ α گیرم است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m)

{Iτ α, Iτ β}τ = 0. (3466)

انتΎرال-پذیر میشود داده ِ-فاز فضا-زمان- Hτبر یِ ͳهˆمیلت̃ن با ش َ تحول که ی سیستم صورت این در

ͳی تابعیها ها (Iτ i)| Iτ 0
صورت این در است. ناصفر هم p0 به نسبت I0 ِ مشتق این بر علاوه گیرم است.

نشان Ii با ،(3433) ِ مثل را، (Iτ i)| Iτ 0
َند. مستقل-از-هم و اند، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از

میدهم:

Ii = (Iτ i)| Iτ 0
. (3467)

میشود نتیجه (3466) از

{Iτ i, Iτ j}τ = 0. (3468)

میشود ،(3465) از استفاده با که،

{Ii, Ij} = 0. (3469)

.(3464) و (3463) ِ روابط َند، ثابت بر-لاک Im تا I1 همچنین،

َند، مستقل-از-هم که اند ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از ͳی تابعیها Im تا I1 ترتیب، این به

فضا-یِ- بر H یِ ͳهˆمیلت̃ن با ش َ تحول که ی سیستم ͳیعن این َند. ثابت بر-لاک و یˆند، ͳپˇو͈سˇن

تعریف p0 از مستقل آن یِ انتΎرال-پذیری و است. انتΎرال-پذیر هم میشود داده ِ-گسترش-یافته فاز-

شده.
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لازم باشد، ممن ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- به ِ-فاز فضا-زمان- از کاهش این که این یِ برا

شرط این میدهم نشان باشد. ناصفر p0 به نسبت ِ-حرکتها ثابت- از ی Έی ِ-کم دست- ِ مشتق است

است. برقرار همیشه

بر-لاک و َند، مستقل-از-هم َند، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳی تابعیها Iτ m تا Iτ 0 گیرم اثبات، یِ برا

با ش َ تحول که (ی سیستم میشود نتیجه اینها از است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که َند. ثابت

فقط از ی تاب΄ Hτ جمله از است. انتΎرال-پذیر میشود) داده ِ-فاز فضا-زمان- بر Hτ یِ ͳهˆمیلت̃ن

پس، ست. ها Iτ α(
∂ Hτ

∂ p0

)
˜
x

=
∂ Hτ

∂ Iτ α

(
∂ Iτ α

∂ p0

)
˜
x

. (3470)

است: ناصفر p0 به نسبت Hτ ِ مشتق )اما
∂ Hτ

∂ p0

)
˜
x

̸= 0. (3471)

است: ناصفر p0 به نسبت Iτ α ِ مشتق که هست αΈی ِ-کم دست- پس

∃α ∋
(
∂ Iτ α

∂ p0

)
˜
x

̸= 0. (3472)

نسبت ش َ مشتق که ِ-حرکت ثابت- آن ͳیعن گرفت، 0 ان هم را α این میشود کلیت، از کاستن ِ بدون

گرفت. Iτ 0 را است ناصفر p0 به

ِ ِ-حرکت ثابت- (m+1) ͳیعن است، انتΎرال-پذیر ِ-فاز فضا-زمان- در یΈسیستم گیرم نتیجه:

در است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ بˇعد (2m + 2) که دارد، ِ-فاز فضا-زمان- بر مستقل-از-هم یِ ͳپˇو͈سˇن

ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- بر مستقل-از-هم یِ ͳپˇو͈سˇن ِ ِ-حرکت ثابت- m سیستم این صورت این

کرد حذف را τ و p0 میشود ͳیعن است. انتΎرال-پذیر هم ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- در پس دارد.

میمانَد. ͳباق انتΎرال-پذیری و

ش َ بعد که ِ-گسترش-یافته، فضا-یِ-فاز- در سیستم گیرم است: درست ͳبه-رˇشن هم عس بر

که ،Im تا I1 ِ مستقل-از-هم یِ ͳپˇو͈سˇن ِ ِ-حرکت ثابت- m به است. انتΎرال-پذیر است، (2m+1)

یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن اند)، p0 از مستقل ͳیعن) است ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- شان یِ دامنه

نیست. {(i,d Ii) | i} یِ پهنه در (dHτ ) نیست، صفر p0 به نسبت Hτ ِ مشتق چون میفزایم. را Hτ
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صفر ها Ii با Hτ یِ) (گسترش-یافته ِ یِ-پˇو͈سˇن کروشه َند. مستقل-از-هم Im تا I1 و Hτ پس

یِ ͳتابع (m + 1) پس است. ثابت بر-لاک هم Hτ البته و َند). ثابت بر-لاک ها Ii (چون است

ِ-فاز فضا-زمان در سیستم ͳیعن که َند. مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن ͳی ِ-حرکتها ثابت- Im تا I1 و Hτ

است. انتΎرال-پذیر
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نیست: وابسته زمان به صریحˆن H گیرم میشود. داده H یِ ͳهˆمیلت̃ن با سیستم Έی ِ تحول

∂ H

∂ t
= 0. (3202)

صورت، این در

Ḣ
ns
= 0. (3329)

ِ مختصات از مستقل H که است این خاص ِ حالت Έی است. ِ-حرکت ثابت- Έی H ِ خُد

باشد: فضا-یِ-فاز

∂ H

∂ xa
= 0. (3473)

میمانند: ثابت بر-لاک فضا-یِ-فاز ِ مختصات یِ همه صورت این در

ẋa
ns
= 0. (3474)

این جواب میشود. حل ͳبه-سادِگ که است، (3474) سیستم ِ تحول یِ معادله خاص، ِ حالت این در

میمانند: ثابت بر-لاک فضا-یِ-فاز ِ مختصات یِ همه که است

ẋa(t)
ns
= ẋa(t0). (3475)

از است. مستقل ِ ِ-حرکت ثابت- Έی H پس میΎذارم. کنار را (ͳبدیه ِ ) ِ-خاص حالت- این

به نسبت H ِ مشتق فضا-یِ-فاز، از نقطه هر در ͳیعن نیست، ثابت فضا-یِ-فاز به H ِ تحدید جمله

است. ناصفر فضا-یِ-فاز ِ مختصات از ی Έی ِ-کم دست-
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انتΎرال-پذیر پس دارد. مستقل ِ ِ-حرکت ثابت- Έی سیستم این است. 2 فضا-یِ-فاز ِ بˇعد گیرم

H که فضا-یِ-فاز) (از ی مستقل یِ ͳتابع هر یا Hگرفت، ِ خُد میشود را ِ-حرکت ثابت- این است.

I میشود جمله (از است. I فقط ِ تاب΄ H که میΎیرم، مستقل یِ ͳتابع Έی را I است. آن فقط ِ تاب΄

I ِ مشتق که هست ی Έی ِ-کم دست- فضا-یِ-فاز) ِ (مختصات p و q ِ بین گرفت.) H ِ خُد را

مینم. تعریف چنین هم را q میدهم. نشان p با را مختصه این است. ناصفر آن به نسبت

q = q, p = p. (3476)

q = −p, p = q. (3477)

است: ناصفر p به نسبت I ِ مشتق است. Έکانُنی (q, p) ترتیب این )به
∂ I

∂ p

)
t,q

̸= 0. (3478)

یِ p و q (در t به نسبت I ِ مشتق البته کرد. حساب (t, q, I) ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود را p پس

است: صفر ثابت)

(
∂ I

∂ t

)
q,p

= 0. (3479)

کرد: حساب (q, I) ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود را p پس

p = p(q, I). (3480)(
∂ p

∂ t

)
q,I

= 0. (3481)

میΎیرم: (q′, p′) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- یِ تانه را I ِ ِ-حرکت ثابت-

p′ = I. (3482)

ترتیب، این به

p = p(q, p′). (3483)
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تبدیل ،(q′,H) ان هم یا ،(q′, p′) به را (q, p) که ی Έکانُنی-ِ تبدیل- با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد

میدهم. نشان Υ̃ با را میند

p =

(
∂ Υ̃

∂ q

)
t,p′

. (3484)

q′ =

(
∂ Υ̃

∂ p′

)
t,q

. (3485)

میشود نتیجه (3484) از

Υ̃(t, q, p′) =

∫ q

a

(d q) p(q, p′) + b(t, p′). (3486)

Υ̃i نیستند: مستقل-از-هم b یِ ͳتابع و a ِ ثابت که است رˇشن البته َند. دلبخاه b یِ ͳتابع و a ِ ثابت

مینم. تعریف چنین را

Υ̃i(t, q, p
′) =

∫ q

ai

(d q) p(q, p′) + bi(t, p
′). (3487)

میشود دیده

Υ̃2 = Υ̃1.

⇔

b2(t, p
′) = b1(t, p

′) +

∫ a2

a1

(d q) p(q, p′). (3488)

میشود نتیجه (3485) در (3486) ِ گذاشتن با

q′ =

∫ q

a

(d q)
∂ [p(q, p′)]

∂ p′
+
∂ [b(t, p′)]

∂ p′
. (3489)

همچنین،

H ′ = H +

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

. (3260)

میدهد نتیجه که

H ′ = H +
∂ [b(t, p′)]

∂ t
. (3490)
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یا،

H ′ = H + (
0

D(0) b)(t, p
′). (3491)

که هست η Έی ͳیعن است. I ِ تاب΄ H

H = η(I). (3492)

میشود. چنین (3490) پس

H ′ = η(p′) +
∂ [b(t, p′)]

∂ t
. (3493)

یا،

H ′ = η(p′) + (
0

D(0) b)(t, p
′). (3494)

است. چنین q′ یِ برا حرکت یِ معادله

q̇′
ns
=

(
∂ H ′

∂ p′

)
t,q′

. (3495)

میشود ،(3493) از استفاده با که،

q̇′
ns
=

d [η(p′)]

d p′
+
∂2 [b(t, p′)]

(∂ p′) (∂ t)
. (3496)

مفصلتر،

q̇′(t)
ns
= (D η)[p′(t)] + (

0

D(1)

0

D(0) b)[t, p
′(t)]. (3497)

پس، است. ثابت بر-لاک p′

q̇′(t)
ns
= (D η)[p′(t0)] + (

0

D(1)

0

D(0) b)[t, p
′(t0)]. (3498)
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میشود. چنین ش َ جواب که

q′(t)
ns
= q′(t0) + {(D η)[p′(t0)]} (t− t0)

+ (
0

D(1) b)[t, p
′(t0)]− (

0

D(1) b)[t0, p
′(t0)]. (3499)

یا،

q′(t)
ns
= q′(t0) + {(D η)[p′(t)]} t− {(D η)[p′(t0)]} t0

+ (
0

D(1) b)[t, p
′(t)]− (

0

D(1) b)[t0, p
′(t0)]. (3500)

میشود. تعریف چنین q8 که میشوند، سادِتر q′ یِ جا به q8 ِ حسب بر اینها

q8 = q′ − ∂ [b(t, p′)]

∂ p′
. (3501)

یا،

q8 = q′ − (
0

D(1) b)(t, p
′). (3502)

میشود. چنین q8 یِ برا حرکت یِ معادله

q̇8 ns
=

d [η(p′)]

d p′
. (3503)

مفصلتر،

q̇8(t) ns
= (D η)[p′(t)]. (3504)

پس، است. ثابت بر-لاک p′

q̇8(t) ns
= (D η)[p′(t0)]. (3505)

میدهد نتیجه که

q8(t) ns
= q8(t0) + {(D η)[p′(t0)]} (t− t0). (3506)
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یا،

q8(t) ns
= q′(t0) + {(D η)[p′(t)]} t− {(D η)[p′(t0)]} t0 (3507)

میئاید. دست به (3500) در (3502) یِ جا-گذاری با که است ان هم این و

نتیجه و میشود، زمان فقط از ی تاب΄ bصورت این در گرفت. p′ از مستقل را b اول ان هم از میشود

میشود

q̇′
ns
=

d [η(p′)]

d p′
. (3508)

یا،

q̇′(t)
ns
= (D η)[p′(t)]. (3509)

یِ برا معادلات-ِ-حرکت ِ جواب میشود ،p′ و q′ یِ برا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب از استفاده با

میشود نتیجه (3485) از جمله، از آورد. دست به را p و q

q̇′
ns
=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(
∂ Υ̃

∂ p′

)
t,q

+

(
∂

∂ q

)
t,p′

(
∂ Υ̃

∂ p′

)
t,q

q̇. (3510)

یا،

q̇′
ns
=

(
∂

∂ p′

)
t,q

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

+

(
∂

∂ p′

)
t,q

(
∂ Υ̃

∂ q

)
t,p′

q̇. (3511)

مفصلتر،

q̇′(t)
ns
= (

0

D(2)

0

D(0) Υ̃)[t, q(t), p′(t)] + {(
0

D(2)

0

D(1) Υ̃)[t, q(t), p′(t)]} q̇(t). (3512)

میشود (3486) از استفاده با هم، این

q̇′(t)
ns
= (

0

D(1)

0

D(0) b)[t, p
′(t)] + {(D(2) p)[q(t), p

′(t)]} q̇(t). (3513)

میΎذارم: (3513) در (3497) از را q̇′

(D η)[p′(t)]
ns
= {(D(2) p)[q(t), p

′(t)]} q̇(t). (3514)
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یا،

q̇(t)
ns
=

(D η)[p′(t)]

(D(2) p)[q(t), p′(t)]
. (3515)

پس، است. ثابت بر-لاک p′ البته

q̇(t)
ns
=

(D η)[p′(t0)]

(D(2) p)[q(t), p′(t0)]
. (3516)

گرفت: انتΎرال میشود این از

{(D η)[p′(t0)]} (t− t0) =
∫ q(t)

q(t0)

(d q) (D(2) p)[q, p
′(t0)]. (3517)

یا،

{(D η)[p′(t)]} t− {(D η)[p′(t0)]} t0 =

∫ q(t)

q(t0)

(d q) (D(2) p)[q, p
′(t0)]. (3518)

هم، p یِ برا است. t با q یِ رابطه که

p(t)
ns
= p[q(t), p′(t)]. (3519)

است، ثابت بر-لاک p′ چون و

p(t)
ns
= p[q(t), p′(t0)]. (3520)

در (که b ِ دلبخاه یِ ͳتابع و a ِ دلبخاه ِ ثابت میدهند را p و q که ی روابط در میشود دیده جمله از

نبودند. اولیه یِ مسئله در b و a میشدند: ظاهر هم نباید که اند. نشده ظاهر هستند) Υ̃

کرد: حل و نوشت هم مستقیمˆن میشود را p و q یِ برا ِ-حرکت معادلات-

q̇
ns
=
∂ [H(q,p)]

∂ p
. (3521)

یا،

q̇
ns
=

dH

d I

∂ [I(q, p)]

∂ p
. (3522)
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نوشت. چنین را آن میشود که

q̇
ns
=

dH

d p′

(
∂ p′

∂ p

)
q

. (3523)

یا،

q̇
ns
=

dH

d p′

[(
∂ p

∂ p′

)
q

]−1

. (3524)

از میشود پس است. ثابت بر-لاک p′ است: قبل ِ مثل بعد به اینجا از است. (3516) ان هم این

p یِ رابطه هم آن از استفاده با آورد. دست به را t با q یِ رابطه ترتیب این به و گرفت انتΎرال (3524)

p و q یِ رابطه در ِ-حرکت، ثابت- ِ عنوان به I ِ انتخاب که است رˇشن همچنین، میئاید. دست به t با

است. (3521) ان هم (3522) ندارد: ی اثر زمان با

سیستم حالت این در ست. چهار-بˇعدی فاز ِ فضا-زمان ست، دˇ-بˇعدی فضا-یِ-فاز ی وقت

یΈی . َند مستقل-از-هم و یˆند ͳپˇو͈سˇن که باشند ِ-فاز فضا-زمان- بر ͳتابع دˇ اگر است، انتΎرال-پذیر

ندارد: τ به صری یِ ͳΎبست (ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن) Hτ هست: همیشه ِ-حرکتها ثابت- این از

∂ Hτ

∂ τ
= 0. (3330)

میمانَد: ثابت بر-لاک ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن پس

′
Hτ

ns
= 0. (3331)

باشد، هم Iτ ِ دیΎر ِ ِ-حرکت ثابت- Έی اگر تنها و اگر است، انتΎرال-پذیر سیستم این ترتیب این به

متناظر ِ فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (که سیستم این شد دیده باشند. مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Hτ و Iτ که چنان

ِ ِ-حرکت ثابت- Έی اگر تنها و اگر دارد، مستقل-از-هم یِ ͳپˇو͈سˇن ِ ِ-حرکت ثابت- 2 است) 2 آن با

سیستم این پس میدهم. نشان I با را ِ-حرکت ثابت- این نیست. وابسته p0 به که باشد داشته مستقل

بر-لاک که باشد ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از I یِ ͳتابع Έی اگر تنها و اگر است، انتΎرال-پذیر

است همئرز این با که نیست، صفر I ِ مشتق ͳیعن I ِ مستقل-بودن باشد). مستقل البته (و باشد ثابت

نیست. ثابت ِ-لاک بیرون- I که
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با است همئرز است، ثابت بر-لاک I که این

{I,Hτ}τ = 0. (3148)

با است همئرز است، p0 از مستقل I چون که،

∂ I

∂ t
+ {I,H} = 0. (3157)

ِ-گسترش- فضا-یِ-فاز- (یا فضا-یِ-فاز ِ اساس بر سیستم یِ انتΎرال-پذیری ِ شرط ان هم که

انتΎرال-پذیری با ِ-فاز، فضا-زمان- ِ اساس بر انتΎرال-پذیری میرفت، انتظار که چنان است. یافته)

ِ بˇعد که (ی سیستم جمله از است. همئرز ِ-گسترش-یافته) فضا-یِ-فاز- (یا فضا-یِ-فاز ِ اساس بر

یِ ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن نَ ،H ِ (خُد ش یˆ ͳهˆمیلت̃ن اگر است)، 4 آن با متناظر ِ ِ-فاز فضا-زمان-

است. انتΎرال-پذیر باشد، نداشته زمان به صری یِ ͳΎبست (Hτ
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pm تا p0 فقط ِ تاب΄ Hτ ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها فقط ِ تاب΄ Hτ یِ ͳیِ-فضا-زمان-ͳهˆمیلت̃ن گیرم

به Hτ ͳیعن است، تانه یِ مئلف̃ها فقط ِ تاب΄ Hτ که این است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که است،

است: صفر مان یِ مئلف̃ها به نسبت Hτ ِ مشتق پس ندارد. ͳΎبست مان یِ مئلف̃ها

∂ Hτ

∂ qα
= 0. (3174)

میشود. چنین تانه یِ مئلف̃ها یِ برا معادله-یِ-حرکت این، با

′
pα

ns
= 0. (3175)

َند: ثابت بر-لاک ها pα ͳیعن این

pα(τ)
ns
= pα(τ0). (3176)
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یِ مئلف̃ها از ی بعض به ندارد ͳΎبست مان یِ مئلف̃ها به که این بر علاوه ،ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن گیرم

میΎیرم: pm تا pk+1 شود، کاسته کلیت از که آن ͳب را، مئلف̃ها این ندارد. ͳΎبست هم تانه

∂ Hτ

∂ pα
= 0, α > k. (3525)

میشود نتیجه این از

′
qα

ns
= 0, α > k. (3526)

َند: ثابت بر-لاک هم qm تا qk+1 ͳیعن که

qα(τ)
ns
= qα(τ0), α > k. (3527)

است: (3178) ان هم مان یِ مئلف̃ها یِ برا معادله-یِ-حرکت البته

′
qα(τ)

ns
= uα[

˜
p(τ)]. (3178)

که

uα =
∂ Hτ

∂ pα
. (3177)

ِ مشتق پس است. pk تا p0 فقط ِ تاب΄ Hτ اینجا است. چنین هم uα است،
˜
p فقط ِ تاب΄ Hτ چون و

ͳیعن که است. صفر هم pm تا pk+1 به نسبت Hτ

uα(τ) = 0, α > k. (3528)

است: (3181) همچنان ،(3178) ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + uα (τ − τ0). (3181)

مفصلتر،

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + {uα[

˜
p(τ)]} (τ − τ0). (3182)
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یا،

qα(τ)
ns
= qα(τ0) + {uα[

˜
p(τ0)]} (τ − τ0). (3183)

میدهد. نتیجه را (3527) که است، برقرار هم (3528) اینجا اما

َند. ِ-حرکت ثابت- qm تا qk+1 و ،pm تا p0 میشود نتیجه است، pk تا p0 فقط ِ تاب΄ Hτ که این

و ͳپˇو͈سˇن که باشند ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع (m + 1) که است ͳکاف و لازم انتΎرال-پذیری، یِ برا

هستند، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع (m+1) از بیش اینجا باشند. ثابت بر-لاک و باشند، مستقل-از-هم

البته َند. ثابت بر-لاک و َند، مستقل-از-هم که هستند، ِ-فاز فضا-زمان- از ͳتابع (2m − k + 1)

ثابت- (2m−k+1) این از ͳتای (m+1) یِ یΈدسته تابعیها این یΈاز هر با متناظر اما نیستند. ͳپˇو͈سˇن

را ͳتای (m + 1) یِ دست̃ها این از Έی هر یِ اعضا ست. ͳپˇو͈سˇن که هست، مستقل-از-هم ِ ِ-حرکت

از میشود. متناظر) ِ ) مان از Hτمستقل همچنان و گرفت ِ-فاز فضا-زمان- در تانه یِ مئلف̃ها میشود

گرفت: چنین را پریم-دار ِ Έکانُنی ِ مختصات میشود جمله

q′α = qα, α ≤ k. (3529)

q′α = −pα, α > k. (3530)

p′α = pα, α ≤ k. (3531)

p′α = qα, α > k. (3532)

هستند ِ-فاز فضا-زمان- از In تا I0 یِ تابعیها و است، m از بزرگتر که هست n Έی گیرم کلیتر،

یِ دسته Έی نیست، بزرگتر n از که j هر با متناظر و َند؛ ثابت بر-لاک و َند مستقل-از-هم که

سیستم میΎویم صورت این در ست. آنها از ی Έی Ij و یˆند ͳپˇو͈سˇن که هست ها Ii از ͳتای (m + 1)

است. اَبˆرانتΎرال-پذیر

یِ تان̃ها که هست Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی از بیش است، اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم ی وقت

چنین ست: ͳنابدیه دسته-یِ-مختصاتها این ِ بین یِ رابطه البته و َند. ِ-حرکت ثابت- آنها با متناظر

که نیست چنین این، با همئرز باشند. دیΎر یِ دسته Έی یِ تان̃ها ِ تاب΄ دسته Έی یِ تان̃ها که نیست

متناظر ِ تانه-ثابت یِ زیرخمینه با دسته-مختصاتها، این از ی Έی با متناظر ِ تانه-ثابت یِ زیرخمینه

است. یسان دسته-مختصاتها این از دیΎر ی Έی با
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است: زمان فقط از ی تاب΄ H ͳیعن این است. فضا-یِ-فاز ِ مختصات از مستقل H یِ ͳهˆمیلت̃ن گیرم

H = a(t). (3533)

است: صفر فضا-یِ-فاز ِ مختصات به نسبت ͳی ͳچنین-هˆمیلت̃ن ِ مشتق

∂ H

∂ xa
= 0. (3473)

پس،

{xa,H} = 0. (3534)

است. چنین هم فضا-یِ-فاز ِ مختصات یِ برا معادله-یِ-حرکت

ẋa
ns
= {xa,H}. (1777)
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است: صفر فضا-یِ-فاز ِ مختصات یِ ͳزمان ِ مشتق پس

ẋa
ns
= 0. (3474)

یِ همه که است این معادله-یِ-حرکت ِ جواب میشود. حل ͳبه-سادِگ معادله-یِ-حرکت این و

میمانند: ثابت بر-لاک فضا-یِ-فاز ِ مختصات

ẋa(t)
ns
= ẋa(t0). (3475)

است: صفر ͳهˆمیلت̃ن که است این خاصتر ِ حالت Έی

H = 0. (3535)

فضا-یِ-فاز ِ مختصات یِ ͳزمان ِ مشتق َند: برقرار (3475) و (3474) هم حالت این در که است رˇشن

میمانند. ثابت بر-لاک مختصات این پس است، صفر

ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله 90

(بدون- اولیه ِ Έکانُننی ِ مختصات از تبدیل با اما نیست. زمان) فقط ِ تاب΄ (یا صفر ͳهˆمیلت̃ن معمولَن

میشود: عوض ͳهˆمیلت̃ن باشد زمان به وابسته تبدیل این اگر پریم-دار، ِ Έکانُنی-ِ مختصات- به ِ-پریم)

که میشود، تبدیل (H ′) پریم-دار ̥ͳهˆمیلت̃نی به (H) اولیه یِ ͳهˆمیلت̃ن

H ′ = H +

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

. (3260)

میند: تبدیل x′ به را x که است، Έکانُنی-ِ تبدیل- ِ مولد یِ ͳتابع Υ̃

pi =

(
∂ Υ̃

∂ qi

)
t,p′

. (3241)

q′i =

(
∂ Υ̃

∂ p′i

)
t,q

. (3242)
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هدف َند. مستقل-از-هم ها p′i و ها qi که چنان است، (q, p) ِ Έکانُننی ِ جایΎشت Έی (q, p) و

شود: صفر H ′ آن با که ست ی تبدیل ِ یافتن

H ′ = 0. (3536)

میمانند. ثابت بر-لاک یِ-فاز فضا ِ پریم-دار ِ مختصات صورت این در

میشود چنین (3536) ِ شرط ،(3260) در (3241) ِ گذاشتن با

0 =

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

+H

t, q, p =

(
∂ Υ̃

∂ q

)
t,p′

 . (3537)

یِ معادله Έی (3537) یِ معادله میشود. وارد p′ به Υ̃ یِ ͳΎبست ِ طرق از فقط p′ معادله، این در

مینویسند. چنین سادِتر، را، این است. q و t ِ حسب بر Υ̃ یِ برا ͳپارِئ ِ دیفرانسیل

0 =
∂ Υ̃

∂ t
+H

(
t, q,

∂ Υ̃

∂ q

)
. (3538)

یا،

0 =
∂ Υ̃

∂ t
+H(t, q,∇ Υ̃). (3539)

است: q به نسبت مشتق-گیری ∇ که

(∇X)i =
∂ X

∂ qi
. (3540)

میشود (3539) ِ بست̃تر ِ شل

0 =
∂ Υ̃

∂ t
+H(

˜
q,∇ Υ̃). (3541)

بست̃تر)، هم آن (از یا

0 = p(
˜
q,

˜
∇ Υ̃). (3542)
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که،

p = p0 +H(t, x). (1822)

q0 = t. (2737)

است:
˜
q به نسبت مشتق-گیری

˜
∇ و

(
˜
∇X)α =

∂ X

∂ qα
. (3543)

میΎویند. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ،(3542) یا (3541) ش اَ بسته ِ شل یا ،(3539) به

ست. (ͳخط-ِ غیر- موارد ِ اغلب در (و ͳپارِئ ِ یΈمعادله-یِ-دیفرانسیل ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

هم هدف ست. ͳنشدن یا است، دشوار بسیار معمولَن ای چنین-معادله یِ ͳکل ِ جواب ِ به-دست-آوردن

یِ برا است. ،(q, p) ان هم یا ،(q,p) یِ برا حرکت ِ ِ-دیفرانسیل معادلات- ِ حل هدف نیست. این

هم p′ به است قرار تابعͳ-یِ-مولد البته ست. ͳکاف تابعͳ-یِ-مولد یِ برا جواب Έی فقط کار، این

هدف ترتیب، این به میشوند. ظاهر جواب در ͳی ثابتها ِ شل به ها p′i باشد. وابسته (q و t بر (علاوه

که باشد، ثابت m ِ شامل که است، تابعͳ-یِ-مولد یِ برا ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ جواب Έی ِ یافتن

است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m)

میدهد: را p′ و q و t به q′ یِ ͳΎبست (3242) یِ رابطه آمده. دست به ی چنین-جواب گیرم

q′i = (
0

D(2)
i Υ̃)(t, q, p′). (3544)

بسته،

q′ = (
0

D(2) Υ̃)(t, q, p′). (3545)

آورد: دست به را p′ و q′ و t به q یِ ͳΎبست و کرد وارون را رابطه این باید

qi = qi(t, q′, p′). (3546)

بسته،

q = q(t, q′, p′). (3547)
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که،

q′i = (
0

D(2)
i Υ̃)[t, q(t, q′, p′), p′]. (3548)

بسته،

q′ = (
0

D(2) Υ̃)[t, q(t, q′, p′), p′]. (3549)

یا،

q′ = {(
0

D(2) Υ̃)[t, q(t, �, p′), p′]}(q′). (3550)

ست: ͳهمان (
0

D(2) Υ̃)[t, q(t, �, p′), p′] ͳیعن که

1 = (
0

D(2) Υ̃)[t, q(t, �, p′), p′]. (3551)

ترتیب، این به

q(t, �, p′) = [(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]−1. (3552)

پس،

qi = {[(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]−1}i(q′). (3553)

بسته،

q = [(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]−1(q′). (3554)

دست به ،p′ و q′ و t ِ حسب بر ،p میΎذارم. (3241) در آمده، دست به p′ و q′ و t ِ حسب بر که را، q

میئاید:

pi = (
0

D(1) i Υ̃)(t, q, p′). (3555)
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بسته،

p = (
0

D(1) Υ̃)(t, q, p′). (3556)

،(3547) از استفاده با

pi = (
0

D(1) i Υ̃)[t, q(t, q′, p′), p′]. (3557)

بسته،

p = (
0

D(1) Υ̃)[t, q(t, q′, p′), p′]. (3558)

ترتیب، این به

pi = (
0

D(1) i Υ̃){t, [(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]−1(q′), p′}. (3559)

بسته،

p = (
0

D(1) Υ̃){t, [(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]−1(q′), p′}. (3560)

q′ و t به p و q یِ ͳΎبست ،(3558) و (3547) شان، یِ بسته یِ شلها یا ،(3557) و (3546) ِ روابط

ِ صری یِ ͳΎبست ترتیب این به میئاید. دست به (3552) از هم روابط این در q ِ خُد البته میدهند. p′ و

،(3560) و (3554) شان، یِ بسته یِ شلها یا ،(3559) و (3553) ِ روابط از ،p′ و q′ و t به p و q

میئاید. دست به

دست به ثابت (2m) و t ِ حسب بر p و qپس است). صفر H ′ (چون َند ثابت بر-لاک p′ و q′

ِ ِ-دیفرانسیل معادلات- یِ ͳکل ِ جواب ترتیب این به اند. ِ-اولیه شرایط- ِ مثل ثابتها این اند. آمده

آمده. دست به حرکت

دست به (3545) از را q بشود باید است: لازم شرط Έی کند کار بالا ِ روش که این یِ برا البته

باشد. یذیر وارون مˇضعˆن) ِ-کم (دست- باید (
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′) ͳیعن این مˇضعˆن. ِ-کم دست- آورد،

(مˇضعˆن) (
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′) ِ وارون-پذیر-بودن نوشت. میشود را (3552) که است صورت این در
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اگر میشود، براورده این باشند. مستقل-از-هم (
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′) یِ مئلف̃ها که این با است همئرز

{0} = ker{D [(
0

D(2) Υ̃)(t, �, p′)]}. (3561)

یا،

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃)(t, q, p′)]. (3562)

بسته،

{0} = ker(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃). (3563)

ها p′i و ها q′i میدهند، p′ و q′ و زمان ِ حسب بر را p و q که ،(3558) و (3547) ِ روابط در

ِ Έکانُنی-ِ مختصات- و تابعͳ-یِ-مولد، ،Έکانُنی-ِ تبدیل- ِ بحث میشود عملَن َند. ثابت بر-لاک

هˆمیلت̃ن یِ معادله میبˆرم. کار به را b و a و S ترتیب، به ،p′ و q′ و Υ̃ یِ جا به گذاشت. کنار را پریم-دار

است. این ͳیاکُب

0 =
∂ S

∂ t
+H(t, q,∇S). (3564)

بست̃تر،

0 =
∂ S

∂ t
+H(

˜
q,∇S). (3565)

بست̃تر، هم آن از و

0 = p(
˜
q,

˜
∇S). (3566)

ِ شامل که میΎردند ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ یِ برا ی جواب ِ دنبال میΎویند. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ S به

که چنان است، bm تا b1 ِ ثابت m

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3567)
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با است همئرز (3567) است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

m = rank[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3568)

براورˆد، را (3568) آن، با همئرز یا، (3567) و باشد) ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ (یΈجواب که ی S به

باشد، کامل ِ جواب Έی S که این ِ فرض با میΎویند. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ کامل ِ جواب Έی

میئاید. دست به معادله این از (بر-لاک) q

a
ns
= (

0

D(2) S)(t, q, b). (3569)

ͳیعن (3569) یِ معادله َند. ثابت am تا a1 که

q
ns
= [(

0

D(2) S)(t, �, b)]−1(a). (3570)

میشود. چنین (بر-لاک) هم p

p
ns
= (

0

D(1) S){t, [(
0

D(2) S)(t, �, b)]−1(a), b}. (3571)

تا (3564) حالت این در است. (مان) q ان هم q که ی حالت با است متناظر اینها ِ رایجتر ِ شل

میشوند. چنین (3566)

0 =
∂ S

∂ t
+H(t, q,∇S). (3572)

0 =
∂ S

∂ t
+H(

˜
q,∇ S). (3573)

0 = p(
˜
q,

˜
∇S). (3574)

میشوند. چنین هم (3571) تا (3567) ِ روابط

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3575)

m = rank[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3576)

a
ns
= (

0

D(2) S)(t, q, b). (3577)

q
ns
= [(

0

D(2) S)(t, �, b)]−1(a). (3578)

p
ns
= (

0

D(1) S){t, [(
0

D(2) S)(t, �, b)]−1(a), b}. (3579)
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،(3568) آن با همئرز یا ،(3567) وقتی است، کامل ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله یِ برا S ِ یΈجواب

ی چنین-جواب .(3576) آن با همئرز یا ،(3575) ِ شرط میشود باشد q ان هم q اگر که براورˆد، را

ِ جواب کلیترین ِ به-دست-آوردن هم هدف اما نیست. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ جواب کلیترین

ِ کامل ِ جواب Έی ِ داشتن با است. معادله-یِ-حرکت ِ حل هدف نیست. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

و ،(3571) و (3570) میئاید: دست به معادله-یِ-حرکت یِ ͳکل ِ جواب ،ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

.(3579) و (3578) باشد q ان هم q اگر

بعضیمختصات از مستقل یِ ͳهˆمیلت̃ن 91

نیست: وابسته زمان به صریحˆن ͳهˆمیلت̃ن گیرم

∂ H

∂ t
= 0. (3202)

،ͳیعن

∂ [H(t, q, p)]

∂ t
= 0. (3580)

میشود. چنین ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله حالت این در

0 =
∂ S

∂ t
+H(q,∇S). (3581)

میΎیرم: مشتق زمان به نسبت معادله این از

0 =
∂2 S

∂ t2
+ [(D(2)

iH)(q,∇ S)]
∂2 S

∂ t ∂ qi
. (3582)

اگر میشود براورده معادله این

0 =
∂2 S

∂ t2
. (3583)

0 =
∂2 S

∂ t ∂ qi
. (3584)
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میشود اینها یِ بسته

0 =
∂2 S

∂ t ∂ qα
. (3585)

یا،

0 =
∂

∂
˜
q

(
∂ S

∂ t

)
. (3586)

است: ثابت t به نسبت S ِ مشتق که این با است همئرز که

∂ S

∂ t
= −E. (3587)

داشته ی آشناتر ِ شل بعدی ِ معادلات که است خاطر این به فقط شده داده نشان (−E) با ثابت که این

و نیست وابسته t به که هست S| t یِ ͳتابع Έی که این با است همئرز (3587) باشند.

S(t, q) = −E t+ S| t(q). (3588)

ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

S(t, q, b) = −E t+ S| t(q, b). (3589)

مینم. تعریف چنین را b|E ست: ها bi از ی Έی E که

b = (E, b|E). (3590)

ͳیعن که

b1 = E. (3591)

bi = (b|E)i, i > 1. (3592)

،S یِ برا (3589) ِ شل با

∇ S = ∇ S| t. (3593)
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میشود. چنین (3581) یِ معادله و

E = H(q,∇ S| t). (3594)

چنین شد فرض که نباشد، وابسته t به صریحˆن H است لازم معادله این یِ سازگاری یِ برا که است رˇشن

است.

براورˆد: هم را (3567) ِ شرط باید ضمنَن ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3567)

میشود دیده (3589) از

0

D(1)

0

D(2) S = D(1) D(2) S| t. (3595)

با است همئرز (3567) پس

{0} = ker[(D(1) D(2) S| t)(q, b)]. (3596)

یا،

m = rank[(D(1) D(2) S| t)(q, b)]. (3597)

که این با است همئرز (3597) میدهم نشان است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که

m− 1 = rank[(D(1) D(3) S| t)(q, E, b|E)]. (3598)

است رˇشن است. خطͳ-مستقل {[i, (D(1) D(2)
i S| t)(q, b)] | 1 ≤ i ≤ m} ͳیعن (3597) یِ رابطه

ͳیعن که است، خطͳ-مستقل هم {[i, (D(1) D(2)
i S| t)(q, b)] | 2 ≤ i ≤ m} باشد، چنین اگر که

(3598) عسگیرم بر میدهد. نتیجه را (3598) یِ رابطه (3597) یِ رابطه پس است. برقرار (3598)

{[i, (D(1) D(2)
i S| t)(q, b)] | 1 ≤ i ≤ m} از ͳخط ِ ترکیب Έی اگر میدهم نشان است. برقرار

که َند چنان dm تا d1 گیرم َند. صفر ترکیب این یِ ضریبها باشد، صفر

0 =

m∑
i=1

di (D(1) D(2)
i S| t)(q, b). (3599)
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میΎیرم: مشتق bi به نسبت (3594) از

∂ E

∂ bi
= [(D(2)

j H)(q,∇ S| t)] (D(1) j D(2)
i S| t)(q, b). (3600)

میشود دیده (3592) و (3591) از

∂ E

∂ bi
= δi1. (3601)

میشود. چنین (3600) پس

δi1 = [(D(2)
j H)(q,∇ S| t)] (D(1) j D(2)

i S| t)(q, b). (3602)

میشود نتیجه (3599) از

0 =
m∑
i=1

di [(D(2)
j H)(q,∇S| t)] (D(1) j D(2)

i S| t)(q, b). (3603)

میشود نتیجه (3603) و (3602) از

0 = d1. (3604)

میشود. چنین (3599) یِ رابطه این، با

0 =
m∑
i=2

di (D(1) D(2)
i S| t)(q, b). (3605)

پس است. خطͳ-مستقل {[i, (D(1) D(2)
i S| t)(q, b)] | 2 ≤ i ≤ m} ͳیعن (3598) یِ رابطه اما

یِ هسته است: همئرز (3598) یِ رابطه با (3567) یِ رابطه ترتیب، این به َند. صفر هم dm تا d2

کامل (D(1) D(3) S| t)(q, E, b|E) یِ رتبه اگر تنها و اگر ست، ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)

باشد.

و (3594) یِ معادله ِ حل به (3567) ِ شرط ِ براورده-شدن و (3581) یِ معادله ِ حل پس

میشود. تحویل (3598) ِ شرط ِ براورده-شدن

در که باشد، 2 فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (مΎر ست ͳپارِئ یِ معادله Έی همچنان (3594) یِ معادله

شده: کم یΈی ،(3581) یِ معادله به نسبت متغیرها، ِ تعداد اما ست). ی یΈ-متغیر S| t صورت آن
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از ͳتابع Έی S| t و است، متغیر (m + 1) از ͳتابع Έی S است، (2m) فضا-یِ-فاز ِ بˇعد ی وقت

شده. جدا t ِ متغیر میΎویند است. متغیر m

ِ تاب΄ H گیرم نیست. q ِ مختصات از تا چند ِ تاب΄ H که ی حالت یِ برا هست، مشابه ی ساختار

میدهم: نشان υk تا υ1 با را مختصات این نیست. q ِ مختصات از تا k

∂ H

∂ υi
= 0. (3606)

پس،

∂ p

∂ υi
= 0. (3607)

،ͳیعن

∂ [p(
˜
q,
˜
p)]

∂ υi
= 0. (3608)

میΎیرم: مشتق υi به نسبت ،(3566) ،ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله از

0 =
∂ [p(

˜
q,

˜
∇ S)]

∂ υi
+ [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ υi ∂ qα
. (3609)

میشود. چنین (3609) پس است. صفر ِ-راست طرف- ِ اول یِ جمله

0 = [(D(2)
α p)(

˜
q,

˜
∇ S)]

∂2 S

∂ υi ∂ qα
. (3610)

اگر، میشود براورده معادله این

0 =
∂2 S

∂ υi ∂ qα
. (3611)

بسته

0 =
∂

∂
˜
q

(
∂ S

∂ υi

)
. (3612)

است: ثابت υ به نسبت S ِ مشتق که این با است همئرز که

∂ S

∂ υi
= ci. (3613)
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و نیست وابسته υ به که هست S| υ یِ ͳتابع Έی که این با است همئرز (3613) َند. ثابت ck تا c1 که

S(t, q) =
k∑

i=1

ci υ
i + S| υ(t, q| υ). (3614)

ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

S(t, q, b) =
k∑

i=1

ci υ
i + S| υ(t, q| υ, b). (3615)

یا،

S(t, q, b) =
k∑

i=1

ci υ
i + S| υ(t, q| υ, c, b| c). (3616)

اند. شده تعریف چنین b| c و q| υ که

q = (υ, q| υ). (3617)

b = (c, b| c). (3618)

مینم: تعریف چنین هم را ∇| υ

∇ =

(
∂

∂ υ
,∇| υ

)
. (3619)

چنان اند، شده جا-به-جا مئلف̃ها ،(3619) تا (3617) ِ روابط ِ راست ِ طرف در که است این دقیقتر

که

qi = (q| υ)
i, qi /∈ {υ1, . . . , υk}. (3620)

یِ ساده یِ شلها ان هم اینجا نمیند. خدشه-دار را بعدی یِ استدلالها نته این ِ رعایت-نردن اما

میبˆرم. کار به را (3619) تا (3617)

ترتیب، این به

∇S = (c1, . . . , ck, S| υ). (3621)
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میشود (3566) یِ معادله و

0 = p

(
t, q| υ,

∂ S| υ
∂ t

, c,∇| υ S| υ

)
. (3622)

(
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b) یِ هسته که این براورˆد، هم را (3567) ِ شرط باید ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄

میشود دیده ست. ͳبدیه

[(
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b)]�� =

1k×k 01×(m−k)

A�� [(
0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c)]��

 . (3623)

که،

A = (
0

D(1)

0

D(2) S| υ)(t, q| υ, c, b| c). (3624)

با است همئرز ست، ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b) یِ هسته که این میدهد نشان (3623) یِ رابطه

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c)]. (3625)

ست، ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b) یِ هسته :(3625) یِ رابطه با است همئرز (3567) یِ رابطه ͳیعن

است همئرز (3625) یِ رابطه باشد. ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c) یِ هسته اگر تنها و اگر

با

m− k = rank[(
0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c)]. (3626)

(
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b) یِ هسته پس است. کامل (

0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c) یِ رتبه ͳیعن که

باشد. کامل (
0

D(1)

0

D(3) S| υ)(t, q| υ, c, b| c) یِ رتبه اگر تنها و اگر ست، ͳبدیه

یِ معادله به نسبت متغیرها، ِ تعداد اند. نشده ظاهر υk تا υ1 یِ متغیرها (3622) یِ معادله در

است، متغیر (m+1) از ͳتابع Έی S است، (2m) فضا-یِ-فاز ِ بˇعد ی وقت شده: کم تا k ،(3566)

اند. شده جدا υk تا υ1 یِ متغیرها است. متغیر (m+ 1− k) از ͳتابع Έی S| υ و

میدهم. نشان υk تا υ1 با را مختصات این نیست.
˜
q ِ مختصات از تا k و t ِ Hتاب΄ گیرم سرانجام،

گرفت. چنین میشود را S ،ͳقبل یِ حالتها ِ ترکیب با

S(t, q) = −E t+
k∑

i=1

ci υ
i + S| (t,υ)(q| υ). (3627)
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ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر َند. ثابت ck تا c1 و E که

S(t, q, b) = −E t+
k∑

i=1

ci υ
i + S| (t,υ)(q| υ, b). (3628)

یا،

S(t, q, b) = −E t+
k∑

i=1

ci υ
i + S| (t,υ)(q| υ, E, c, b| (E,c)). (3629)

که،

b = (E, c1, . . . , ck, b| (E,c)). (3630)

میشود. چنین هم (3566) یِ معادله

0 = p(q| υ, c,∇| υ S| (t,υ),−E). (3631)

مفصلتر،

0 = p(q| υ, c1, . . . , ck,∇| υ S| (t,υ),−E). (3632)

،ͳیعن اینها

E = H(q| υ, c,∇| υ S| (t,υ)). (3633)

یا،

E = H(q| υ, c1, . . . , ck,∇| υ S| (t,υ)). (3634)

با است همئرز (3567) میشود دیده ،ͳقبل یِ حالتها ِ ترکیب با

m− 1− k = rank[(D(1) D(4) S| (t,υ))(q| υ, E, c, b| (E,c))]. (3635)
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اگر تنها و اگر ست، ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(2) S)(
˜
q, b) یِ هسته که است آن نتیجه هم اینجا میشود دیده

باشد. کامل (D(1) D(4) S| υ)(q| υ, E, c, b| c) یِ رتبه

یِ معادله به نسبت متغیرها، ِ تعداد اند. نشده ظاهر υk تا υ1 و t یِ متغیرها (3631) یِ معادله در

متغیر (m+1) از ͳتابع Έی S است، (2m) فضا-یِ-فاز ِ بˇعد ی وقت شده: کم تا (k+1) ،(3566)

اند. شده جدا υk تا υ1 و t یِ متغیرها است. متغیر (m− k) از ͳتابع Έی S| (t,υ) و است،
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فضا- بر ͳهˆمیلت̃ن-یاکب یِ فرمول-بندی ِ شبیه هم ِ-فاز فضا-زمان- بر ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ فرمول-بندی

است. این فضا-یِ-فاز بر ͳیاکُب هˆمیلت̃ن یِ معادله است. یِ-فاز

0 =
∂ S

∂ t
+H(t, q,∇ S). (3564)

میشود. چنین ِ-فاز فضا-زمان- بر متناظر یِ معادله

0 =
∂ Sτ
∂ τ

+Hτ

(
t, q,∇Sτ ,

∂ Sτ
∂ t

)
. (3636)

بسته،

0 =
∂ Sτ
∂ τ

+Hτ (
˜
q, v∇ Sτ ). (3637)

شده: عوض ش یˆ مئلف̃ها ِ ترتیب فقط که است،
˜
∇ ان هم v∇

v∇X =

(
∇X,

∂ X

∂ t

)
. (3638)

که ی حال در

˜
∇X =

(
∂ X

∂ t
,∇X

)
. (3639)

چنین را (3637) و میبرم کار به را
˜
∇ ان هم v∇ یِ جا به (3637) در تفاوت، این از ͳچشم-پوش با

مینویسم.

0 =
∂ Sτ
∂ τ

+Hτ (
˜
q,

˜
∇ Sτ ). (3640)
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است. شل این به (ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن) Hτ

Hτ (t, x, p0) = H[t, p(t, x, p0)]. (3641)

یا،

Hτ (t, q, p, p0) = H[t, p(t, q,p, p0)]. (3642)

که،

p = p0 +H(t, x). (1822)

ترتیب، این به

Hτ

(
t, q,∇ Sτ ,

∂ Sτ
∂ t

)
= H

[
t, p

(
t, q,∇Sτ ,

∂ Sτ
∂ t

)]
. (3643)

میشود. چنین (3636) یِ معادله و

0 =
∂ Sτ
∂ τ

+ H

[
t, p

(
t, q,∇Sτ ,

∂ Sτ
∂ t

)]
. (3644)

ندارد: τ به صری یِ ͳΎبست Hτ

∂ Hτ

∂ τ
= 0. (3330)

کرد: جدا را τ ِ متغیر میشود پس

Sτ (τ, t, q) = −Eτ τ + Sτ | τ (t, q). (3645)

ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

Sτ (τ, t, q, bτ ) = −Eτ τ + Sτ | τ (t, q,
˜
b). (3646)
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یا،

Sτ (τ, t, q,
˜
b) = −Eτ τ + Sτ | τ (t, q, Eτ ,

˜
b|Eτ

). (3647)

هم bτ |Eτ
است. ِ-فاز فضا-زمان- ِ بˇعد (2m+ 2) که است، (m+ 1) با برابر

˜
b یِ مئلف̃ها ِ تعداد

شده. تعریف چنین

˜
b = (Eτ ,

˜
b|Eτ

). (3648)

میشود. چنین (3644) یِ معادله

Eτ = H

[
t, p

(
t, q,∇ Sτ | τ ,

∂ Sτ | τ

∂ t

)]
. (3649)

نیست: صفر p به نسبت H ِ مشتق

∂ [H(t, p)]

∂ p
̸= 0. (3650)

که هست A یِ تاب΄ Έی ͳیعن آورد. دست به (مˇضعˆن) را p میشود (3649) از پس،

A(t, Eτ ) = p

(
t, q,∇ Sτ | τ ,

∂ Sτ | τ

∂ t

)
. (3651)

یا،

A(t, Eτ ) =
∂ Sτ | τ

∂ t
+H(t, q,∇Sτ | τ ). (3652)

است: A با برابر t به نسبت آن ِ مشتق که هست Eτ و t از B یِ ͳتابع Έی

A(t, Eτ ) =
∂ [B(t, Eτ )]

∂ t
. (3653)

میبˆرم. کار به را نهاده این Sτ | τ یِ برا

Sτ | τ (t, q, Eτ , b) = B(t, Eτ ) + S(t, q, b). (3654)
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میشود دیده

∂ Sτ | τ

∂ t
= A(t, Eτ ) +

∂ S

∂ t
. (3655)

∇Sτ | τ = ∇ S. (3656)

میشود: (3564) یِ معادله ان هم (3652) یِ معادله و

0 =
∂ S

∂ t
+H(t, q,∇ S). (3564)

میشود پس ندارد. τ به صری یِ ͳΎبستHτ البته است. (3637) یِ معادله ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

کرد: جدا را τ ِ متغیر

Sτ (τ,
˜
q) = −Eτ τ + Sτ | τ (

˜
q). (3657)

ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

Sτ (τ,
˜
q,
˜
b) = −Eτ τ + Sτ | τ (

˜
q,
˜
b). (3658)

یا،

Sτ (τ,
˜
q,
˜
b) = −Eτ τ + Sτ | τ (

˜
q, Eτ ,

˜
b|Eτ

). (3659)

میشود. چنین ،Sτ | τ یِ برا ،ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله و

Eτ = Hτ (
˜
q,

˜
∇Sτ | τ ). (3660)

براورˆد: هم را شرط این باید ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) Sτ ) (τ,
˜
q,
˜
b)]. (3661)

میشود دیده رفت، کار به ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- در مسئله یِ برا که ان هم با مشابه ی ͳروش با

با است همئرز (3661) یِ رابطه

m = rank[(D(1) D(3) Sτ | τ )(
˜
q, Eτ ,

˜
b|Eτ

)]. (3662)
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است، کامل (
0

D(1)

0

D(2) Sτ )(τ,
˜
q,
˜
b) یِ رتبه ͳیعن ست، ͳبدیه (

0

D(1)

0

D(2) Sτ )(τ,
˜
q,
˜
b) یِ هسته

باشد. کامل (D(1) D(3) Sτ | τ )(
˜
q, Eτ ,

˜
b|Eτ

) یِ رتبه اگر تنها و اگر

گیرم کرد. جدا را مختصات آن میشود نیست
˜
q ِ مختصات از بعضی ِ Hτتاب΄ ی وقت هم، اینجا

میدهم: نشان υk تا υ0 با را مختصات این نیست.
˜
q ِ مختصات از تا (k+ 1) ِ تاب΄ صریحˆن Hτ

∂ Hτ

∂ υα
= 0. (3663)

نهاده این رفت، کار به ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- در مسئله یِ برا که ان هم با مشابه ی روش با

میشود. پیشنهاد

Sτ | τ (
˜
q) =

k∑
α=0

cα υ
α + Sτ | (τ,υ)(

˜
q| υ). (3664)

ثابتها)، به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

Sτ | τ (
˜
q,
˜
b) =

k∑
α=0

cα υ
α + Sτ | (τ,υ)(

˜
q| υ,

˜
b). (3665)

شده. تعریف چنین
˜
q| υ و َند، ثابت ck تا c0 که

˜
q = (υ0, . . . , υk,

˜
q| υ). (3666)

مینم. تعریف چنین هم را
˜
∇| υ

˜
∇ =

(
∂

∂ υ0
, . . . ,

∂

∂ υk
,
˜
∇| υ

)
. (3667)

میشود دیده (3664) از هست. مئلف̃ها ِ ترتیب به مربوط ِ ملاحظات ان هم هم اینجا البته

˜
∇Sτ | τ = (c0, . . . , ck,

˜
∇| υ Sτ | (τ,υ)). (3668)

میشود (3660) یِ معادله و

Eτ = Hτ (
˜
q| υ, c,

˜
∇| υ Sτ | (τ,υ)). (3669)
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مفصلتر،

Eτ = Hτ (
˜
q| υ, c0, . . . , ck,

˜
∇| υ Sτ | (τ,υ)). (3670)

با است همئرز (3662) یِ رابطه میشود دیده همچنین،

m− k− 1 = rank[(D(1) (4) Sτ | (τ,υ))(
˜
q| υ, Eτ , c, b| c)]. (3671)

تنها و اگر ست، ͳبدیه (
0

D(1)

0

D(2) Sτ )(τ,
˜
q, b) یِ هسته است: همئرز (3671) با (3661) ͳیعن که

باشد. کامل (D(1) (4) Sτ | (τ,υ))(
˜
q| υ, Eτ , c, b| c) یِ رتبه اگر

و (3670) یِ معادله ِ حل به (3661) ِ شرط ِ براورده-شدن و (3637) یِ معادله ِ حل پس

یِ اندازه به (3660) یِ معادله به نسبت متغیرها، ِ تعداد میشود. تحویل (3671) ِ شرط ِ براورده-شدن

جدا υk تا υ0 یِ متغیرها شده. کم تا، (k + 2) یِ اندازه به (3637) یِ معادله به نسبت و تا (k + 1)

شده). جدا هم τ البته (و اند شده
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ِ (مختصات هستند ِ-کانُنیΈی مختصات- است. فضا-یِ-فاز یِ دامنه با مستقل یِ ͳتابع Έی I گیرم

تانه ِ اول یِ مئلفه را مختصه آن میشود کلیت، از کاستن ِ بدون ست. آنها از ی Έی I که پریم-دار)

گرفت:

p′1 = I. (3672)

میدهم: نشان υ با را q′1

q′1 = υ. (3673)

ثابت) ها q′i یِ بقیه و p′ (در υ به نسبت ͳهˆمیلتن ِ مشتق صورت این در است. ثابت بر-لاک I گیرم

است: صفر

∂ H

∂ υ
= 0. (3674)
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کرد: جدا را υ یِ مختصه ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ در میشود پس

S(t, q′) = c υ + S| υ(t, q
′
| υ). (3675)

ثابتها)، به ͳΎ̃بست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر

S(t, q′, b) = c υ + S| υ(t, q
′
| υ, b). (3676)

ندارد. زمان به صری یِ ͳΎبست ͳهˆمیلتن و است، 2 فضا-یِ-فاز ِ بˇعد که است این ساده ِ مثال Έی

ناصفر p یا q به نسبت ͳهˆیلتن ِ مشتق صورت این در میΎذارم. کنار را ثابت یِ ͳهˆمیلت̃ن یِ ͳبدیه ِ حالت

نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق که چنان گرفت، (q, p) ِ Έکانُنی-ِ یΈجایΎشت- را (q, p) میشود پس است.

است: ناصفر p به

∂ H

∂ p
̸= 0. (3677)

کرد: حساب (q,H) ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود را p پس

p = p(q,H). (3678)

میΎیرم: H ِ خُد را p′

p′ = H. (3679)

ترتیب، این به

p = p(q, p′). (3483)

تبدیل ،(q′,H) ان هم یا ،(q′, p′) به را (q, p) که ِ-کانُنیΈی تبدیل- با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد

میشود دیده میΎیرم. زمان از مستقل را Υ̃ میدهم. نشان Υ̃ با را میند

p =

(
∂ Υ̃

∂ q

)
p′

. (3680)

q′ =

(
∂ Υ̃

∂ p′

)
q

. (3681)



۵٨١ � ِ-حرکت ثابت- ِ اساس بر متغیر ِ جدا-کردن 93

است. چنین Υ̃ یِ برا جواب Έی میشود دیده (3680) از

Υ̃(q, p′) =

∫ q

q0

(d q) p(q, p′). (3682)

اما افزود. جواب به هم p′ از ͳتابع Έی یا گرفت، p′ ِ تاب΄ را q0 میشود البته است. ثابت Έی q0 که

در را (3682) میΎیرم. ثابت را q0 اینجا نیست. Υ̃ یِ برا کلیترین-جواب ِ به-دست-آوردن هدف

میΎذارم: (3681)

q′ =

∫ q

q0

(d q)
∂ [p(q, p′)]

∂ p′
. (3683)

میشود دیده (3679) از

∂ H

∂ q′
= 0. (3684)

S8 با را ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ شود. q′ از مستقل H که بود شده گرفته چنان Έکانُنی-ِ تبدیل- اصولَن

میشود. چنین ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله میدهم. نشان

0 =
∂ S8

∂ t
+H

(
∂ S8

∂ q′

)
. (3685)

،ͳیعن که

0 =
∂ S8

∂ t
+
∂ S8

∂ q′
. (3686)

مینم: جدا را q′ یِ مختصه

∂ S8

∂ q′
= c. (3687)

میشود نتیجه (3687) از است. ثابت Έی c که

S8(t, q′) = c q′ + S8| q′(t). (3688)

ثابت)، به ͳΎ̃بست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر،

S8(t, q′, c) = c q′ + S8| q′(t, c). (3689)
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پس،

∂ S8

∂ t
=
∂ S8| q′

∂ t
. (3690)

میشود. چنین (3686) یِ معادله

0 =
∂ S8

∂ t
+ c. (3691)

،(3690) از استفاده با و

0 =
∂ S8| q′

∂ t
+ c. (3692)

میدهد نتیجه که

S8| q′(t) = −c t+ c′. (3693)

صفر q′ و c′ به نسبت S8| q′ ِ دوم ِ مشتق ست: ͳجمع ِ ثابت Έی c′ اما است. دیΎر ِ ثابت Έی c′

جمله از نیست. مهم c′ پس است. صفر t یا q′ و c′ به نسبت S8 ِ دوم ِ مشتق میدهد نتیجه که است.

گذاشت: صفر را آن میشود

S8| q′(t) = −c t. (3694)

ثابت)، به ͳΎ̃بست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر،

S8| q′(t, c) = −c t. (3695)

ترتیب، این به

S8(t, q′, c) = c q′ − c t. (3696)

t و کرد استفاده است) ثابت بر-لاک نتیجه در (و ندارد t به صری یِ ͳΎبست H که این از میشد

است. این ͳیاکُب هˆمیلت̃ن یِ معادله میدهم. نشان S88 با را ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ کرد. جدا را

0 =
∂ S88

∂ t
+H

(
q,
∂ S88

∂ q

)
. (3697)
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گرفت: ثابت را t به نسبت S88 ِ مشتق میشود ندارد، t به صری یِ ͳΎبست H چون

∂ [S88(t, q)]
∂ t

= −E. (3698)

ترتیب، این به است. ثابت Έی E که

S88(t, q) = −E t+ S88| t(q). (3699)

ثابت)، به ͳΎ̃بست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر،

S88(t, q, E) = −E t+ S88| t(q, E). (3700)

پس،

∂ S88

∂ q
=
∂ S88| t
∂ q

. (3701)

میشود. چنین (3697) یِ معادله

E = H

(
q,
∂ S88

∂ q

)
. (3702)

،(3701) از استفاده با و،

E = H

(
q,
∂ S88| t
∂ q

)
. (3703)

کرد: حساب را q به نسبت S88| t ِ (مˇضعˆن)مشتق میشود این از استفاده با

∂ S88| t
∂ q

= p(q, E). (3704)

پس،

S88| t(q) =
∫ q

q0

(d q) p(q, E). (3705)



ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ فرمول-بندی ۵٨۴

،(E ِ ثابت به ͳΎ̃بست ِ در-نظر-گرفتن (با مفصلتر، است. ثابت Έی q0 که

S88| t(q, E) =

∫ q

q0

(d q) p(q, E). (3706)

نسبت S88 ِ دوم ِ مشتق میدهد نتیجه که است. صفر q و q0 به نسبت S88| t(q, E) ِ دوم ِ مشتق هم اینجا

میشود نتیجه (3706) از نیست. مهم q0 ِ ثابت پس است. صفر t یا q و q0 به

S88(t, q, E) = −E t+
∫ q

q0

(d q) p(q, E). (3707)

به S8 و S88 در که (ͳی ثابتها (و ی مختصات باید اینها یِ مقایسه یِ برا است؟ S8 ان هم S88 آبا

مستقل میند مربوط (q,p) به را (q′, p′) که ی Έکانُنی-ِ تبدیل- کنم. مربوط هم به را اند رفته کار

را (q′, p′) که ی تبدیل پس نیست). وابسته زمان (به است p و q فقط از ی تاب΄ هم H است. زمان از

است. (q,H)-ثابت ان هم ,′q)-ثابت p′) ͳیعن این است. زمان از مستقل هم میند مربوط (q,H) به

است لازم باشد، S8 ان هم S88 که این یِ برا پس

∂ S88

∂ t
=
∂ S8

∂ t
. (3708)

میشود دیده (3696) از

∂ S8

∂ t
= −c. (3709)

که است این (3708) یِ برقراری ِ شرط میشود دیده (3698) با این یِ مقایسه از

E = c. (3710)

ترتیب، این به

S88 = −c t+
∫ q

q0

(d q) p(q, c). (3711)

البته، و

S8 = −c t+ c

∫ q

q0

(d q)
∂ [p(q, c)]

∂ c
. (3712)
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دیده (3712) و (3711) از شده. جایΎزین c با p′ آن در و رفته، کار به (3683) اخیر یِ رابطه در

میشود

∂ S88

∂ q
= p(q, c). (3713)

∂ S8

∂ q
= c

∂ [p(q, c)]

∂ c
. (3714)

که، باشد d یِ ͳتابع Έی ͳیعن باشد. ͳخط c به نسبت p(q, c) مΎر نیستند، برابر هم با ِ-راستها طرف-

p(q, c) = c d(q). (3715)

نیست. چنین ͳکل ِ حالت در و

است. یسان اینها از حاصل ِ معادله-یِ-حرکت دید میشود اما نیست. S8 ان هم لزومˆن S88 پس

است. این S8 از حاصل ِ معادله-یِ-حرکت

a
ns
=
∂ [S8(t, q′, c)]

∂ c
. (3716)

میشود (3716) است. ثابت Έی a که

a
ns
= q′ − t. (3717)

میشود. چنین ،(3683) از استفاده با که،

a
ns
= − t+

∫ q

q0

(d q)
∂ [p(q, c)]

∂ c
. (3718)

است. این هم S88 از حاصل ِ معادله-یِ-حرکت شده. جایΎزین c با p′ آن در که

a
ns
=
∂ [S88(t, q, E)]

∂ E
. (3719)

میشود (3719) است. ثابت Έی a که

a
ns
= − t+

∫ q

q0

(d q)
∂ [p(q, E)]

∂ E
. (3720)
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َند. یسان (3720) و (3718) ِ معادلات ،(3710) ِ شرط با میشود، دیده و

نیست، برابر S8 با S88 چند هر که، است این داده رخ چه آن

(
0

D(2) S
88)(t, q, c) = (

0

D(2) S
88)[t, q′(q, c), c]. (3721)

شد انجام ی جدید ِ Έکانُنی-ِ مختصات- ِ اساس بر بار Έی مختصه ِ جدا-کردن بالا، ِ مثال در

ِ شل در اولیه. ِ مختصات ان هم ِ اساس بر بار Έی و بود، نشده ظاهر ͳهˆمیلت̃ن در آنها از ی Έی که

نشان S با را ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ است. ثابت بر-لاک H که برد کار به را این مستقیمˆن میشد دوم،

میشود. شل این به متغیر ِ کردن جدا میدهم.

c = H

(
q,
∂ S

∂ q

)
. (3722)

c با E و ،S با S88 آن در البته که است، (3702) ان هم (3722) که است رˇشن است. ثابت Έی c که

است. این ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله شده. جایΎزین

0 =
∂ S

∂ t
+H

(
q,
∂ S

∂ q

)
. (3723)

میشود دیده (3722) و این از

0 =
∂ S

∂ t
+ c. (3724)

شده). جایΎزین c با E و ،S با S88 آن در همچنان (که است، (3698) ان هم این که است رˇشن و

با که شده، جایΎزین (3724) و (3722) یِ معادله دˇ با اولیه یِ ͳمعادله-یِ-هˆمیلت̃ن-یاکُب-Έت

میشود (3722) کرد. حساب جداگانه را q و t به نسبت S یِ مشتقها میشود آنها از استفاده

∂ S

∂ q
= p(q, c). (3725)

میشود هم (3724) البته و

∂ S

∂ t
= −c. (3726)
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میشود نتیجه (3725) از

S(t, q, c) = S| q(t, c) +

∫ q

q0

(d q) p(q, c). (3727)

میΎذارم: (3726) در را این است. ثابت Έی q0 که

∂ S| q
∂ t

= −c. (3728)

میدهد نتیجه که

S| q(t, c) = −c t+ c′. (3729)

میشود. چنین ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب ِ تاب΄ است. دیΎر ِ ثابت Έی c′

S(t, q, c) = −c t+ c′ +

∫ q

q0

(d q) p(q, c). (3730)

است. صفر (q یا t) و (c′ یا q0) به نسبت S ِ دوم ِ مشتق نیستند: مهم و یˆند ͳجمع c′ و q0 یِ ثابتها

گذاشت: ی) چیز هر را q0 (و صفر را c′ میشود جمله از

S(t, q, c) = −c t+
∫ q

q0

(d q) p(q, c). (3731)

میشود نتیجه (3726) از شود. حل (3726) اول که است این دیΎر ِ ترتیب Έی

S(t, q, c) = −c t+ S| t(q, c). (3732)

میΎذارم: (3725) در را این

∂ S| t
∂ q

= p(q, c). (3733)

میشود نتیجه این از

S| t(q, c) =

∫ q

q0

(d q) p(q, c). (3734)
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انتظار که چنان میدهند، را (3731) ان هم (3734) و (3732) که است رˇشن است. ثابت Έی q0 که

البته و است. S88 و S8 ترتیب، به یِ، محاسبه ِ شبیه S یِ محاسبه یِ برا دوم و اول ِ ترتیب اما میرفت.

شده. جایΎزین c با E و ،S با S88 آن در است، (3707) ان هم (3731)

گیرم داد. گسترش ِ-حرکت ثابت- Έی از بیش ِ اساس بر مختصات ِ جدا-کردن به میشود را اینها

پس َند. ثابت بر-لاک و یˆند ͳپˇو͈سˇن که اند، ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از ͳی تابعیها Ik تا I1

0 = {Im, In}τ . (3735)

و

0 =
∂ In
∂ t

+ {In,H}. (3736)

یا،

0 = {In, p}τ . (3737)

،ͳیعن

0 =
∂ In
∂ t

+
∂ In
∂ qi

∂ H

∂ pi
− ∂ In
∂ pi

∂ H

∂ qi
. (3738)

یا،

0 =
∂ In
∂ qα

∂ p

∂ pα
− ∂ In
∂ pα

∂ p

∂ qα
. (3739)

البته،

q0 = t. (2737)

p0 = p0. (2741)

میدهد نتیجه (3739) یِ رابطه

0 = [(D(1)α In)(
˜
q,
˜
p)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇ S)]

− [(D(2)
α In)(

˜
q,
˜
p)] [(D(1)α p)(

˜
q,

˜
∇S)]. (3740)
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میشود. نتیجه آن از که است، (3566) ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

0 = {p(
˜
q,

˜
∇ S), In(

˜
q,
˜
p)}τ . (3741)

،ͳیعن

0 = [(D(2)
α In)(

˜
q,
˜
p)]

∂ [p(
˜
q,

˜
∇ S)]

∂ qα
. (3742)

میشود دیده

∂ [p(
˜
q,

˜
∇S)]

∂ qα
= [(D(1)α p)(

˜
q,

˜
∇S)]

+ [(D(2)
β p)(

˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3743)

میشود چنین (3742) پس

0 = [(D(2)
α In)(

˜
q,
˜
p)] [(D(1)α p)(

˜
q,

˜
∇S)]

[(D(2)
α In)(

˜
q,
˜
p)] [(D(2)

β p)(
˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3744)

مینویسم: دیΎر ی شل به (3740) از استفاده با را اول یِ جمله راست، ِ طرف در

0 = [(D(1)α In)(
˜
q,
˜
p)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

[(D(2)
α In)(

˜
q,
˜
p)] [(D(2)

β p)(
˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3745)

ِ ضریب در پس است. متقارن S ِ دوم ِ مشتق که میبˆرم کار به را این هم، راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله در

میشود. چنین (3745) ترتیب، این به کرد. عوض را β و α یِ شاخصها یِ جا میشود آن،

0 = [(D(1)α In)(
˜
q,
˜
p)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

[(D(2)
β In)(

˜
q,
˜
p)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3746)

پس،

0 = [(D(1)α In)(
˜
q,

˜
∇S)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

[(D(2)
β In)(

˜
q,

˜
∇S)] [(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3747)
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میشود دیده

∂ [In(
˜
q,

˜
∇ S)]

∂ qα
= [(D(1)α In)(

˜
q,

˜
∇ S)]

+ [(D(2)
β In)(

˜
q,

˜
∇S)]

∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3748)

میشود چنین (3747) پس

0 =
∂ [In(

˜
q,

˜
∇S)]

∂ qα
[(D(2)

α p)(
˜
q,

˜
∇S)]. (3749)

است. این شود براورده (3749) که این یِ برا ͳکاف ِ شرط Έی

0 =
∂ [In(

˜
q,

˜
∇S)]

∂ qα
. (3750)

َند: ثابت ها In که این با است همئرز که

In(
˜
q,

˜
∇S) = cn. (3751)

َند. ثابت ها cn که

ِ معادلات و ،(ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ (خُد (3566) هست: S یِ برا معادله (k+1)ترتیب این به

-ِ دستΎاه- این ِ جواب اند). شده نوشته Ik تا I1 یِ ِ-حرکتها ثابت- ِ وجود ِ اساس بر (که (3751)

ͳبررس قبلَن که چنان اما، ست. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله فقط ِ جواب از خاصتر البته ،S یِ برا معادلات

آید. دست به S یِ برا جواب کلیترین که نیست این ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ حل از هدف شد،

ͳیعن است. (3751) و (3566) ِ ِ-معادلات دستΎاه- یِ سازگاری ِ تحقیق میمانَد که ای نته

یِ تابعیها که است آن سازگاری این از ی بخش دارد. جواب ِ-معادلات دستΎاه- این که این ِ تحقیق

مینویسم. چنین را (3751) و (3566) ِ معادلات باشند. مستقل-از-هم Ik تا I1 و p

Iν(
˜
q,

˜
∇ S) = cν . (3752)

اند: شده تعریف چنین c0 و I0 که

I0 = p. (3753)

c0 = 0. (3754)
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Ik تا I0 یِ تابعیها که این ͳیعن باشند، مستقل-از-هم Ik تا I1 و p یِ تابعیها که این نمادها، این با

Έی اگر ͳیعن که باشد. خطͳ-مستقل {(ν,d Iν) | 0 ≤ ν ≤ k} ͳیعن هم این باشند. مستقل-از-هم

ͳخط-ِ ترکیب- آن یِ ضریبها شود نتیجه باشد، صفر {(ν,d Iν) | 0 ≤ ν ≤ k} از ͳخط-ِ ترکیب-

است: صفر {(ν,d Iν) | 0 ≤ ν ≤ k} از ͳخط ِ ترکیب Έی گیرم است. صفر

0 = dν d Iν . (3755)

ͳیعن (3755) َند. ثابت dk و d0 که

0 = dν
∂ Iν
∂ xa

. (3756)

جمله، از

0 = dν
∂ Iν
∂ p0

. (3757)

ِ-گسترش- فضا-یِ-فاز- از ͳی تابعیها Ik تا I1 و ،(1912) یِ رابطه است، Έی p0 به نسبت p ِ مشتق

ندارند: ͳΎبست p0 به پس اند. یافته

∂ In
∂ p0

= 0. (3758)

ترتیب، این به

∂ Iν
∂ p0

= δ0ν . (3759)

ͳیعن (3757) یِ رابطه پس

0 = d0. (3760)

میشود (3755) و

0 = dn d In. (3761)



ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ فرمول-بندی ۵٩٢

{(n,d In) | 1 ≤ n ≤ k} که است این َند، صفر dk تا d1 شود نتیجه رابطه این از که این ِ شرط

باشند. مستقل-از-هم Ik تا I1 ͳیعن که باشد، خطͳ-مستقل

میشود نتیجه همچنین (3751) از

∂ [In(
˜
q,

˜
∇S)]

∂ cm
= δmn . (3762)

ثابتها) به ͳΎبست ِ در-نظر-گرفتن با مفصلتر،

∂ {In[
˜
q, (

˜
∇S)(

˜
q, c, b| c)]}

∂ cm
= δmn . (3763)

پس،

[(D(2)
α In)(

˜
q,

˜
∇S)] [(D(2)

m D(1)α S)(
˜
q, c, b| c)] = δmn . (3764)

میدهد نتیجه (3764) َند. مستقل-از-هم
˜
q و c شده فرض که

rank(D(2) I) = k. (3765)

فضا-یِ- ِ مختصات یِ بقیه (و ها In ِ حسب بر را ها pi از تا k میشود (مˇضعˆن) ͳیعن رابطه این

شان ِ بین نیستند: مستقل-از-هم
˜
q و c نباشد، برقرار (3765) اگر کرد. حساب ِ-گسترش-یافته) فاز-

هست. رابطه [k− rank(D(2) I)]

و است برقرار (3764) و َند مستقل-از-هم
˜
q و c صورت این در است. برقرار (3765) گیرم پس

میشود نتیجه ،(3765) بر علاوه آن، از

rank[(D(2) D(1) S)(
˜
q, c, b| c)] = k. (3766)

َند. مستقل-از-هم Ik تا I1 که دارد بر در را این (3765) که است رˇشن

ِ تقارن با دستΎاه این یِ سازگاری ،(3751) و (3566) ِ دستΎاه یِ سازگاری از ی دیΎر ِ بخش

و (3566) از مشتق-گیری با َند، حاکم S ِ دوم ِ مشتق بر که ی معادلات است. ِ ِ-دوم مشتق-

. میشود دیده اند. (3752) ِ معادلات ان هم (3751) و (3566) ِ معادلات میئایند. دست به (3751)

∂ [Iν(
˜
q,

˜
∇S)]

∂
˜
q

= Uν +Vν
β ∂2 S

∂
˜
q ∂ qβ

. (3767)
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که،

Uν = (D(1) Iν)(
˜
q,

˜
∇S). (3768)

Vν = (D(2) Iν)(
˜
q,

˜
∇S). (3769)

S ِ ِ-دوم مشتق- از ͳخط-ِ ترکیب- (k+ 1) ها، Iν از مشتق-گیری با میدهد نشان (3767) یِ رابطه

است. Vk تا V0 شان یِ ضریبها که ͳی ِ-خطیها ترکیب- میشود. نتیجه

با است همئرز (3752) یِ رابطه

0 =
∂ [Iν(

˜
q,

˜
∇S)]

∂
˜
q

. (3770)

با است همئرز ،(3767) از استفاده با هم، این

0 = Uν +Vν
β ∂2 S

∂
˜
q ∂ qβ

. (3771)

مفصلتر،

0 = Uν α +Vν
β ∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3772)

میدهد نتیجه است، متقارن S ِ دوم ِ مشتق که این

0 = (Vµ
β Vν

α −Vµ
α Vν

β)
∂2 S

∂ qα ∂ qβ
. (3773)

با است همئرز (3773) میشود دیده (3772) از

0 = Uµα Vν
α −Vµ

α Uν α. (3774)

است. (3752) ِ معادلات یِ سازگاری ِ شرط این

و است. همئرز (3737) و (3735) ِ روابط با َند، ثابت بر-لاک و یˆند ͳپˇو͈سˇن Ik تا I1 که این

نوشت. چنین میشود را اینها

0 = {Iµ, Iν}τ . (3775)
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،ͳیعن که

0 =
∂ [Iµ(

˜
q,
˜
p)]

∂ qα
∂ [Iν(

˜
q,
˜
p)]

∂ pα
−
∂ [Iµ(

˜
q,
˜
p)]

∂ pα

∂ [Iν(
˜
q,
˜
p)]

∂ qα
. (3776)

یا،

0 = [(D(1)α Iµ)(
˜
q,
˜
p)] [(D(2)

α Iν)(
˜
q,
˜
p)]

− [(D(2)
α Iµ)(

˜
q,
˜
p)] [(D(1)α Iν)(

˜
q,
˜
p)]. (3777)

میشود نتیجه هم این از

0 = [(D(1)α Iµ)(
˜
q,

˜
∇ S)] [(D(2)

α Iν)(
˜
q,

˜
∇S)]

− [(D(2)
α Iµ)(

˜
q,

˜
∇ S)] [(D(1)α Iν)(

˜
q,

˜
∇S)]. (3778)

َند، ثابت بر-لاک و یˆند ͳپˇو͈سˇن Ik تا I1 که این پس است. (3774) یِ ِ-سازگاری شرط- ان هم این و

میند. تئمین را (3752) ِ معادلات یِ برا (3774) یِ ِ-سازگاری شرط-
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Hاست. آن با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن و ،(2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز ِ بˇعد که مینم ͳبررس را ی سیستم

دارد؛ کامل ِ یΈجواب ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله باشد انتΎرال-پذیر سیستم این اگر بدهم نشان میخاهم

است. انتΎرال-پذیر سیستم باشد، داشته کامل ِ جواب Έی ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله اگر عس، بر و،

است: q از مستقل ͳهˆمیلت̃ن و است (q, p) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی (q,p) گیرم

∂ [H(t, q, p)]

∂ q
= 0. (3779)

-ِ تاب΄- َند. ثابت بر-لاک ها pi حالت این در ست. انتΎرال-پذیری از خاص ِ حالت Έی این

میΎیرم. چنین را S یِ ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب

∂ S

∂ qi
= bi. (3780)
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میشود. چنین ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله َند. ثابت ها bi که

0 =
∂ S

∂ t
+H(t, b). (3781)

میشود (3780) ِ جواب

S(t, q, b) = bi q
i + S| q(t, b). (3782)

پس،

∂ S

∂ t
=
∂ S| q
∂ t

. (3783)

میشود. چنین (3781) یِ معادله و

0 =
∂ S| q
∂ t

+H(t, b). (3784)

اینجا، از

S| q(t, b) = −
∫ t

t0

(d t)H(t, b). (3785)

ترتیب، این به است. ثابت Έی t0 که

S(t, q, b) = bi q
i −
∫ t

t0

(d t)H(t, b). (3786)

است. صفر q و t0 به نسبت S ِ دوم ِ مشتق نیست: مهم و ست ͳجمع t0 ِ ثابت

دارد ،bm تا b1 ثابت، (m) ͳکاف ِ تعداد S ͳیعن است، کامل S که این است. کامل S میدهم نشان

و

{0} = ker[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3567)

آن، با همئرز یا،

m = rank[(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b)]. (3568)
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میشود نتیجه هم (3786) از دارد. ثابت ͳکاف ِ تعداد S که است رˇشن

(
0

D(1) j

0

D(2)
i S)(t, q, b) = δij . (3787)

یا،

(
0

D(1)

0

D(2) S)(t, q, b) = 1m×m. (3788)

میدهد. نتیجه را (3568) آن، با همئرز یا، (3567) که

ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از Im تا I1 یِ تابعیها که است این انتΎرال-پذیری یِ ͳکل ِ حالت

متغیرها ِ جدا-کردن ِ خاص ِ حالت این َند. ثابت بر-لاک و یˆند، ͳپˇو͈سˇن َند، مستقل-از-هم که هستند

یِ معادله به است. (q, p) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی (q, p) گیرم ست. ِ-حرکتها ثابت- ِ اساس بر

میشود نتیجه َند. ثابت Im(
˜
q,∇ S) تا I1(

˜
q,∇S) که مینم اضافه را اینها ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب

Iν(
˜
q,

˜
∇S) = cν . (3752)

اند: شده تعریف چنین c0 و I0 که

I0 = p. (

c0 = 0.. (

و َند، سازگار معادلات این شد معلوم

rank[(D(2) D(1) S)(
˜
q, c)] = m. (3789)

ِ-گسترش- فضا-یِ-فاز- ِ مختصات یِ بقیه (و ها Ij ِ حسب بر بشود را ها pi که ی شرط به البته

ترتیب این به یˆند. ها qi و t ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- ِ مختصات یِ بقیه کرد. حساب یافته)

ناتین تان̃ها به نسبت ش یˆ ِ-حرکتها ثابت- ِ مشتق و است، انتΎرال-پذیر سیستم ی وقت میشود معلوم

به نسبت ِ-حرکتها ثابت- ِ مشتق که این ِ شرط دارد. کامل ِ یΈجواب ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله است،

که ِ-کانُنیΈهست یΈجایΎشت- شد، ثابت قبلَن که چنان داشت: بر میشود هم را است ناتین تان̃ها
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ِ زمان هر (در Im تا I1 و qm تا q1 که این َند. مستقل-از-هم (t ِ زمان هر (در Im تا I1 و qm تا q1

ی وقت پس نوشت. (t, q, I) ِ حسب بر را p میشود (مˇضعˆن) میدهد نتیجه َند، مستقل-از-هم (t

Έی ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله آن) با که هست Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی) است، انتΎرال-پذیر سیستم

دارد. کامل ِ جواب

-ِ مختصات- ِ حسب بر میشود را ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله یِ برا کامل ِ جواب Έی ِ وجود

ِ بˇعد که مینم ͳبررس را ی سیستم کرد. ͳبررس هم یˆند ِ-حرکتها ثابت- ش یˆ تان̃ها که ی Έکانُنی

ͳی تابعیها Im تا I1 گیرم است. H آن با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن و ،(2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز

پس َند. ثابت بر-لاک و یˆند، ͳپˇو͈سˇن َند، مستقل-از-هم که اند ِ-گسترش-یافته فضا-یِ-فاز- از

(q′1, . . . , q′m, p′1, . . . , p
′
m) یا است. Έکانُنی (q′1, . . . , q′m, I1, . . . , Im) که هستند ͳی ها q′i

شده: تعریف I ان هم p′ که است، Έکانُنی

p′i = Ii. (3224)

ͳیعن است، ثابت بر-لاک p′i که این

∂ p′i
∂ t

+ {p′i, H} = 0. (3239)

نوشت. چنین میشود را این و

{p′i,H ′} = 0. (3320)

که

H ′ = H +

(
∂ Υ̃8

∂ t

)
q,p′

. (3790)

میند: تبدیل (q′, p′) به را (q,p) که ست ی Έکانُنی-ِ تبدیل- ِ تابعͳ-یِ-مولد Υ̃8 که

pi =

(
∂ Υ̃8

∂ qi

)
t,p′

. (3791)

q′i =

(
∂ Υ̃8

∂ p′i

)
t,q

. (3792)
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مستقل-از- p′m تا p′1 و qm تا q1 که چنان است، (q, p) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی (q, p) البته و

که هست p Έی (مˇضعˆن) پس َند. هم

p = p(t, q, p′). (3793)

(t, q,p) از ی تاب΄ (مˇضعˆن) هم p′ پس َند. مستقل-از-هم هم pm تا p1 و qm تا q1 که است رˇشن

و است وارون-پذیر (مˇضعˆن) p(t, q, �) است:

p′ = [p(t, q, �)]−1(p). (3794)

است، p ِ تاب΄ p′ و p′ ِ تاب΄ p (مˇضعˆن) ثابت، یِ (t, q) در که این از استفاده )با
∂ pi
∂ pj

)
t,q

=

(
∂ pi
∂ p′k

)
t,q

(
∂ p′k
∂ pj

)
t,q

. (3795)

که است رˇشن

δji =

(
∂ pi
∂ pj

)
t,q

. (3796)

پس،

δji =

(
∂ pi
∂ p′k

)
t,q

(
∂ p′k
∂ pj

)
t,q

. (3797)

میدهد نشان این

{0} = ker

[(
∂ pi
∂ p′k

)
t,q

]
. (3798)

با است همئرز که

m = rank

[(
∂ pi
∂ p′k

)
t,q

]
. (3799)

)البته
∂ pi
∂ p′k

)
t,q

=

(
∂

∂ p′k

)
t,q

(
∂

∂ qi

)
t,p′

[Υ̃(t, q, p′)]. (3800)
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میشود. چنین (3798) یِ رابطه پس

{0} = ker(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃
8). (3801)

با است همئرز که

m = rank(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃
8). (3802)

ͳیعن (3320) و است، (t, q′, p′) از ی تاب΄ هم H ′

−∂ H
′

∂ q′i
= 0. (3321)

میشود. چنین ِ-حرکت معادلات- ِ جواب

p′(t)
ns
= p′(t0). (3323)

q′(t)
ns
= q′(t0) +

∫ t

t0

(d s) v′[s, p′(t0)]. (3324)

که،

v′i =
∂ H ′

∂ p′i
. (3325)

ͳیعن

v′i =

(
∂ H ′

∂ p′i

)
t,q′

. (3326)

که هست η Έی ͳیعن است، q′ از مستقل ،p′ و q′ و t از ی تاب΄ ِ عنوان به ،H ′ که این

H ′ = η(t, p′). (3803)

پس،

v′i(t, p′) =
∂ [η(t, p′)]

∂ p′i
. (3804)
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مینم. تعریف چنین را q′′

q′′i = q′i −
∫ t

t0

(d s) v′i(s, p′). (3805)

میشود. چنین ،(3804) از استفاده با که،

q′′i = q′i − ∂

∂ p′i

[∫ t

t0

(d s) η(s, p′)

]
. (3806)

مینم. تعریف چنین را Υ̃88

Υ̃88(t, q, p′) = Υ̃8(t, q, p′)−
∫ t

t0

(d s) η(s, p′). (3807)

میشود )دیده
∂ Υ̃88

∂ p′i

)
t,q

=

(
∂ Υ̃8

∂ p′i

)
t,q

− ∂

∂ p′i

[∫ t

t0

(d s) η(s, p′)

]
. (3808)

پس

q′′i =

(
∂ Υ̃88

∂ p′i

)
t,q

. (3809)

میند، تبدیل (q′′, p′) به را (q, p) که ست ِ-کانُنیΈی تبدیل- ِ تابعͳ-یِ-مولد Υ̃88 میدهد نشان که

است: p′ ان هم p′′ که میند، تبدیل (q′′, p′′) به را (q, p) که ی Έکانُنی-ِ تبدیل- یا

p′′ = p′. (3810)

میشود دیده هم (3807) از

0

D(1)

0

D(2) Υ̃
88 =

0

D(1)

0

D(2) Υ̃
8. (3811)

میشود نتیجه هم (3801) و این از

{0} = ker(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃
88). (3812)
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با است همئرز که

m = rank(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃
88). (3813)

میدهم: نشان H ′′ با را (q′′, p′′) با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

H ′′ = H +

(
∂ Υ̃88

∂ t

)
q,p′′

. (3814)

میشود )دیده
∂ Υ̃88

∂ t

)
q,p′′

=

(
∂ Υ̃8

∂ t

)
q,p′′

−H ′. (3815)

پس،

H ′′ = H +

(
∂ Υ̃8

∂ t

)
q,p′′

−H ′. (3816)

میدهد نشان که

H ′′ = 0. (3817)

پس،

0 = H +

(
∂ Υ̃88

∂ t

)
q,p′′

. (3818)

مینم: تعریف Υ̃88 ان هم را S

S(t, q, p′′) = Υ̃88(t, q, p′′). (3819)

جمله، از

S(t, q, b) = Υ̃88(t, q, b). (3820)

میشود. چنین (3818) پس

0 =
∂ [S(t, q, p′′)]

∂ t
+H(t, q, p). (3821)
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میشود ،(3819) و (3791) از استفاده با که،

0 =
∂ [S(t, q, p′′)]

∂ t
+H

(
t, q,

∂ [S(t, q, p′′)]

∂ q

)
. (3822)

مینم: جایΎزین b با را p′′ رابطه این در

0 =
∂ [S(t, q, b)]

∂ t
+H

(
t, q,

∂ [S(t, q, b)]

∂ q

)
. (3823)

ست: ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ان هم این میشود دیده

0 =
∂ S

∂ t
+H

(
t, q,

∂ S

∂ q

)
. (3824)

میشود دیده هم (3820) و (3812) از

{0} = ker(
0

D(1)

0

D(2) S). (3825)

با است همئرز که

m = rank(
0

D(1)

0

D(2) S). (3826)

اند. (3569) و (3567) ِ همئرز-با-هم ِ روابط ان هم اینها

ِ روابط ست. ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ یΈجواب S ͳیعن ،(3823) مفصلتر یا ،(3824) یِ رابطه

باشد، انتΎرال-پذیر سیستم اگر پس است. کامل جواب این ͳیعن هم (3826) و (3825) ِ همئرز-با-هم

دارد. کامل ِ جواب Έی متناظر یِ ͳمعادله-یِ-هˆمیلت̃ن-یاکُب

ِ سیستم دهم نشان میخاهم دارد. کامل ِ جواب Έی ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله گیرم عس، بر

Έی S که این میدهم. نشان S با را ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ کامل ِ جواب است. انتΎرال-پذیر متناظر

برمیئاورˆد. را ،(3823) مفصلتر یا ،(3824) یِ رابطه S ͳیعن ست، ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله ِ جواب

را Υ̃ برمیئاورˆد. را (3826) و (3825) ِ همئرز-با-هم ِ روابط S ͳیعن است، کامل جواب این که این

مینم: تعریف S ان هم

Υ̃(t, q, p′) = S(t, q, p′). (3827)
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میشود دیده (3825) و این از

{0} = ker(
0

D(1)

0

D(2) Υ̃). (3563)

تبدیل (q′, p′) به را (q, p) که ی تبدیل کانُنیΈگرفت، ِ تبدیل Έی ِ تابعͳ-یِ-مولد میشود را Υ̃پس

میند:

pi =

(
∂ Υ̃

∂ qi

)
t,p′

. (3241)

q′i =

(
∂ Υ̃

∂ p′i

)
t,q

. (3242)

میدهند نتیجه (3827) و (3824) ِ روابط

0 =
∂ Υ̃

∂ t
+H

(
t, q,

∂ Υ̃

∂ q

)
. (3538)

مفصلتر،

0 =

(
∂ Υ̃

∂ t

)
q,p′

+H

t, q,(∂ Υ̃
∂ q

)
t,p′

 . (3828)

یا،

0 =
∂ [Υ̃(t, q, p′)]

∂ t
+H

{
t, q,

∂ [Υ̃(t, q, p′)]

∂ q

}
. (3829)

ها q′i میدهد نتیجه است، صفر ͳهˆمیلت̃ن این که این است. (q′, p′) با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن راست، ِ طرف

آورد: دست به میشود هم مستقیم را نتیجه این اما َند. ثابت بر-لاک ها p′i و

ṗ′i
ns
=

(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

+ {p′i,H}. (3830)

راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله یِ برا

(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

= −
(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

(
∂ pj
∂ t

)
q,p′

. (3253)
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راست، ِ طرف ِ دوم یِ جمله یِ برا

{p′i, H} =
(
∂ H

∂ qj

)
t,p

{p′i, qj}+
(
∂ H

∂ pj

)
t,q

{p′i,pj}. (3831)

همچنین،

{p′i, pj} =
(
∂ pj
∂ qk

)
t,p′
{p′i, qk}+

(
∂ pj
∂ p′k

)
t,q

{p′i, p′k}. (3832)

یˆند: ͳپˇو͈سˇن ها p′i

{p′i, p′j} = 0. (3245)

پس،

{p′i, pj} =
(
∂ pj
∂ qk

)
t,p′
{p′i, qk}. (3833)

میشود. چنین (3831) یِ رابطه و

{p′i, H} =

[(
∂ H

∂ qk

)
t,p

+

(
∂ H

∂ pj

)
t,q

(
∂ pj
∂ qk

)
t,p′

]
{p′i, qk}. (3834)

اما،

{p′i, qj} = −
(
∂ p′i
∂ pj

)
t,q

. (3247)

پس،

{p′i, H} = −

[(
∂ H

∂ qk

)
t,p

+

(
∂ H

∂ pj

)
t,q

(
∂ pj
∂ qk

)
t,p′

] (
∂ p′i
∂ pk

)
t,q

. (3835)

میشود دیده

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

=

(
∂ H

∂ qk

)
t,p

+

(
∂ H

∂ pj

)
t,q

(
∂ pj
∂ qk

)
t,p′

. (3836)
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پس،

{p′i,H} = −
(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

(
∂ p′i
∂ pk

)
t,q

. (3837)

میشود نتیجه (3837) و (3253) )از
∂ p′i
∂ t

)
q,p

+ {p′i,H} = −

[(
∂ pk
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

] (
∂ p′i
∂ pk

)
t,q

. (3838)

همچنین،

(
∂ pk
∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

( ∂ Υ̃

∂ qk

)
t,p′

 . (3839)

)پس،
∂ pk
∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(
∂

∂ qk

)
t,p′

Υ̃,

=

(
∂

∂ qk

)
t,p′

(
∂

∂ t

)
q,p′

Υ̃. (3840)

،ͳیعن

(
∂ pk
∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ qk

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

 . (3841)

)پس،
∂ pk
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

=

(
∂

∂ qk

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

. (3842)

،ͳیعن

(
∂ pk
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

=

(
∂

∂ qk

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+H

 . (3843)

q به نسبت آن ِ مشتق پس است. صفر راست ِ طرف یِ کروشه که است این ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

است: صفر هم

0 =

(
∂

∂ qk

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+H

 . (3844)
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ترتیب، این به

0 =

(
∂ pk
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ H

∂ qk

)
t,p′

. (3845)

میدهد نتیجه که

0 =

(
∂ p′i
∂ t

)
q,p

+ {p′i,H}. (3846)

میدهد ،(3830) با همراه این، و

0
ns
= ṗ′i. (3847)

فضا-یِ-فاز ِ بˇعد (2m) که َند، ثابت بر-لاک ،p′m تا p′1 ِ مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن یِ تابعیها پس

است. انتΎرال-پذیر سیستم میدهد نشان این است.

هم ها q′i داد نشان (مستقیمˆن) میشود ضمنَن اما شده. ثابت انتΎرال-پذیری هم جا ین هم تا

َند: ثابت بر-لاک

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

q̇j +

(
∂ q′i

∂ p′j

)
t,q

ṗ′j . (3848)

هم، دوم یِ جمله یِ برا است. صفر راست ِ طرف ِ سوم یِ جمله

q̇i
ns
= {qi, H}. (3279)

میشود. چنین (3848) پس

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′
{qj ,H}. (3849)

،ͳیعن

q̇′i
ns
=

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

+

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

(
∂ H

∂ pj

)
t,q

. (3850)
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راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله یِ برا

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(∂ Υ̃
∂ p′i

)
t,q

 . (3851)

پس،

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ t

)
q,p′

(
∂

∂ p′i

)
t,q

Υ̃,

=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

(
∂

∂ t

)
q,p′

Υ̃. (3852)

،ͳیعن

(
∂ q′i

∂ t

)
q,p′

=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

 . (3853)

هم، (3850) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله یِ برا

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

=

(
∂

∂ qj

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ p′i

)
t,q

 . (3854)

پس،

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

=

(
∂

∂ qj

)
t,p′

(
∂

∂ p′i

)
t,q

Υ̃,

=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

(
∂

∂ qj

)
t,p′

Υ̃. (3855)

،ͳیعن

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

( ∂ Υ̃
∂ qj

)
t,p′

 . (3856)

یا،

(
∂ q′i

∂ qj

)
t,p′

=

(
∂ pj
∂ p′i

)
t,q

. (3857)
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میشود. چنین (3850) یِ رابطه ،(3857) و (3853) از استفاده با

q̇′i
ns
=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+

(
∂ pj
∂ p′i

)
t,q

(
∂ H

∂ pj

)
t,q

. (3858)

،ͳیعن

q̇′i
ns
=

(
∂

∂ p′i

)
t,q

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+H

 . (3859)

p′ به نسبت آن ِ مشتق پس است. صفر راست ِ طرف یِ کروشه که است این ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله

است: صفر هم

0 =

(
∂

∂ p′i

)
t,p′

(∂ Υ̃
∂ t

)
q,p′

+H

 . (3860)

میدهد نتیجه این و

0
ns
= q̇′i. (3861)

نتیجه:

است. همئرز انتΎرال-پذیری با ،ͳهˆمیلت̃ن-یاکُب یِ معادله یِ برا کامل ِ یΈجواب ِ وجود
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11

زاویه کنشو یِ متغیرها

مدار 95

،x یِ نقطه هر با متناظر است. u یِ برداری ِ میدان ِ شارش fl(� u) و ست، برداری ِ میدان Έی u

-Έی یِ مجموعه Έی ،[fl(� u)](x) یِ مقدارها یِ مجموعه پس است. خم Έی [fl(� u)](x) ِ تاب΄

میشود، ،x ِ خُد نقطه، Έی فقط مجموعه این صورت آن در که باشد، صفر x در u (مΎر ست بˇعدی

نشان [O(u)](x) با را آن و میΎویم u با x ِ مدار [fl(� u)](x) ِ خم ِ مقدار به ست). صفر-بˇعدی پس

میدهم:

[O(u)](x) = img{[fl(� u)](x)}. (3862)

یا،

[O(u)](x) = {[fl(t u)](x) | t}. (3863)
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ِ وارون یِِ مجموعه و ش یˆ مقدارها یِ مجموعه که باشد اسالر) ِ (میدان ͳتابع Έی a اگر میشود دیده

است، کران-دار ش یˆ مقدارها

[O(a u)](x) = [O(u)](x). (3864)

میدهم: نشان O(u) با را O(u) با متناظر یِ رابطه مینم. تعریف رابطه Έی O(u) با

x1 O(u) x2. (3865)

ͳیعن این

x2 ∈ {[O(u)](x1)}. (3866)

میشود دیده

x = [fl(0 u)](x). (3867)

هست: u با x ِ مدار در x یِ نقطه هر پس

x O(u) x. (3868)

ست. ͳبازتاب O(u) ͳیعن این

که هست t Έی پس است. u با x1 ِ مدار در x2 گیرم همچنین،

x2 = [fl(t u)](x1). (3869)

نتیجه، در

x1 = [fl(−t u)](x2). (3870)

است: u با x2 ِ مدار در x1 ͳیعن که

x2 O(u) x1. (3871)
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ترتیب، این به

x1 O(u) x2. ⇒

x2 O(u) x1. (3872)

است. متقارن O(u) ͳیعن این

است: u با x2 ِ مدار در x3 و است، u با x1 ِ مدار در x2 گیرم سرانجام،

x2 O(u) x3. (3873)

که هست t′ Έی ͳیعن (3873) یِ رابطه

x3 = [fl(t′ u)](x2). (3874)

(3874) در را (3869) میشود. براورده (3869) آن با که هست t Έی ͳیعن هم (3865) یِ رابطه

میΎذارم:

x3 = [fl(t′ u)]{[fl(t u)](x1)}. (3875)

میدهد نتیجه که

x3 = {fl[(t+ t′) u]}(x1). (3876)

است: u با x1 ِ مدار در x3 ͳیعن این و

x1 O(u) x3. (3877)

ترتیب، این به

{[x1 O(u) x2] ∧ [x2 O(u) x3]}. ⇒

x1 O(u) x3. (3878)
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ست. ترایا O(u) ͳیعن این

ست. همئرزی یِ رابطه Έی O(u) یِ رابطه پس ست. ترایا و متقارن، ،ͳبازتاب O(u) یِ رابطه

شان ِ اشتراک یا َند یسان یا ، O(u) با متناظر یِ دˇ-رده-یِ-همئرزی هر میشود نتیجه جمله از

است. u با رده آن یِ اعضا از ی Έی ِ مدار O(u) با متناظر یِ رده-یِ-همنرزی هر ست. ͳته

میدهم: نشان M با را شده تعریف آن بر u یِ برداری ِ میدان که ای خمینه

M/ O(u) = {[O(u)](x) | x ∈M}. (3879)

M =
∪
x∈M
{[O(u)](x)}. (3880)

است. برقرار زیر ِ روابط از ی Έی ،x2 و x1 یِ دˇ-نقطه هر با متناظر و

[O(u)](x2) = [O(u)](x1). (3881)

یا،

{[O(u)](x1)} ∩ {[O(u)](x2)} = ∅. (3882)

ͳی میدانها ها ui گیرم داد. گسترش هم برداری ِ میدان Έی از بیش به میشود را مدار ِ تعریف

(ͳتابع یِ ضریبها با (احتمالَن ͳخط ِ ترکیب Έی میدانها این از دˇ-تا هر ِ جا-به-جاگر و یˆند، برداری

که هست f Έی ͳیعن ست. میدانها این از

ui ⋄ uj = fki j uk. (3883)

(عدد) ثابت اگر و ِ-ساختارها، ضریب- ها fki j به باشند. ͳتابع است ممن ها fki j ،ͳکل ِ حالت در

باشند، ͳتابع ها σ2i و ها σ1i اگر میشود دیده میΎویند. ِ-ساختارها ثابت- باشند،

(σ1
i ui) ⋄ (σ2

j uj) = σ3
k uk. (3884)

واق΄، در یˆند. ͳتابع هم ها σ3i که

σ3
k = fki j σ1

i σ2
j . (3885)
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بسته جا-به-جاگر ِ تحت هم (ͳتابع یِ ضریبها (با {(i, ui) | i} یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ مجموعه پس

َند. ثابت هم ها σ3i باشند، ثابت هم ها σ2i و ها σ1i و باشند ثابت ها fki,j اگر که است رˇشن است.

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان [O(u1, . . . )](x) با را (u1, . . . ) با x ِ مدار

[O(u1, . . . )](x) = {[fl(ti ui)](x) | (t1, . . . )}. (3886)

میدهم: نشان u ِ خُد با را {(i, ui) | i} مختصرتر،

u = {(i, ui) | i}. (3887)

میدهم: نشان u ِ خُد با هم را u با متناظر یِ ͳچندتای سادِتر، یِ نماد-گذاری Έی با

u = (u1, . . . ). (3888)

میبˆرم؛ کار به هم دارند، یΈشاخص از بیش یا دارند، بالا ِ شاخص که ͳی چیزها یِ برا را اینها یِ مانسته

که قرارداد این با همراه

t u = ti ui. (3889)

میشود. چنین (3883) ترتیب، این به

u ⋄ u = f u. (3890)

میشود. چنین هم (3884) یِ رابطه

(σ1 u) ⋄ (σ2 u) = σ3 u. (3891)

میشود هم (3884) یِ رابطه و

σ3 = fσ1 σ2. (3892)
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اگر میشود دیده همچنین، میئاید. در (3863) یِ رابطه ِ شل ان هم به (3886) یِ رابطه ترتیب این به

ش یˆ مقدارها ِ وارون یِِ مجموعه و ش یˆ مقدارها یِ مجموعه که باشد ͳماتریس ِ مقدار با تاب΄ Έی a

است، کران-دار

{O[(a u)1, . . . }(x) = [O(u)1, . . . ](x). (3893)

که،

(a u)i = aji uj . (3894)

میشود. (3864) یِ رابطه ان هم ِ شبیه (3893) یِ رابطه مختصر، یِ نماد-گذاریها با

میشود. چنین (3865) یِ مانسته مینم. تعریف رابطه Έی O(u) با هم، اینجا

x1 O(u1, . . . ) x2 (3895)

که هستند ͳی ها ti ͳیعن (3895) یِ رابطه میدهم. نشان O(u) با هم را O(u1, . . . )

x2 = [fl(ti ui)](x1). (3896)

کاملَن اول یِ ͳدˇ-ویژگ ِ اثبات ست. ترایا و است، متقارن ست، ͳبازتاب O(u) میشود دیده هم اینجا

یِ برا اثبات با ی کم ست، ترایا O(u) که این ِ اثبات ست. ِ-برداری یΈ-میدان- ِ حالت با مشابه

است. متفاوت ِ-برداری یΈ-میدان- ِ حالت

یِ رابطه است، u با x2 ِ مدار در x3 و (3869)؛ یِ رابطه است، u با x1 ِ مدار در x2 گیرم

Έی میدهد نتیجه است، بسته جا-به-جاگر ِ تحت u یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ مجموعه که این .(3874)

که هست t′′

fl(t′′ u) = [fl(t′ u)] ◦ [fl(t u)]. (3897)

نیست: برابر (t′ + t) با لزومˆن t′′ البته

t′′ = t′ + t+
1

2
f t′ t+ o[(t′, t)2]. (3898)
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t′′ Έی میشود نتیجه است u با x2 ِ مدار در x3 و است u با x1 ِ مدار در x2 که این از ترتیب، این به

که هست

x3 = [fl(t′′ u)](x1). (3899)

ͳیعن میدهند. نتیجه را (3877) یِ رابطه (3873) و (3865) است. u با x1 ِ مدار در x3 ͳیعن این و

ست. ترایا O(u)

یِ رابطه پس ست. ترایا و متقارن، ،ͳبازتاب O(u) یِ رابطه ِ-برداری، یΈ-میدان- ِ حالت ِ مثل

متناظر یِ رده-یِ-همئرزیها یِ مجموعه O(u) بر تقسیم خمینه ست. همئرزی یِ رابطه Έی O(u)

است: O(u) با متناظر یِ رده-یِ-همئرزیها ِ اجتماع خمینه (3879)؛ یِ رابطه است: O(u) با

شان ِ اشتراک یا َند یسان یا ، O(u) با متناظر یِ دˇ-رده-یِ-همئرزی هر و (3880)؛ یِ رابطه

.(3882) و (3881) ِ روابط ست: ͳته

میشوند: جا-به-جا هم با ها) ui) ِ-برداریها میدان- که است این خاص ِ حالت Έی

ui ⋄ uj = 0. (3900)

میشوند، جا-به-جا هم با ها ui چون

[fl(t u)] ◦ [fl(t′ u)] = fl[(t+ t′) u)]. (3901)

و

[fl(t u)] ◦ [fl(t′ u)] = [fl(t′ u)] ◦ [fl(t u)]. (3902)

همچنین،

(t′ u) ⋄ (t u) = 0. (3903)

پس،

[fl(t′ u)]∗(t u) = t u. (3904)
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،f یِ ͳوابرریخت با متناظر

[f∗(t u)][f(x)] = [(D f)(x)] [(t u)(x)]. (3905)

مینویسم: f یِ جا به fl(t′ u) با را این

{[fl(t′ u)]∗(t u)}{[fl(t′ u)](x)} =
(
{D [fl(t′ u)]}(x)

)
[(t u)(x)]. (3906)

میشود (3904)چنین از استفاده با که،

(t u){[fl(t′ u)](x)} =
(
{D [fl(t′ u)]}(x)

)
[(t u)(x)]. (3907)

پس باشد. صفر [fl(t′ u)](x) در (t u) اگر تنها و اگر است، صفر x در (t u) میشود نتیجه جمله از

(t u)(x) = 0. ⇔

res{(t u); [O(u)](x)} = 0. (3908)

اگر است (خطͳ-وابسته) خطͳ-مستقل x در ،u یِ پهنه از زیرمجموعه هر که است آن اینها یِ نتیجه Έی

زیرمجموعه هر آن، با همئرز باشد. (خطͳ-وابسته) خطͳ-مستقل u با x ِ مدار یِ نقطه هر در اگر تنها و

u یِ پهنه از متناظر یِ زیرمجموعه اگر تنها و اگر است، (خطͳ-وابسته) خطͳ-مستقل u(x) یِ پهنه از

باشد. (خطͳ-وابسته) خطͳ-مستقل

شبه 96

حالت Έی ست. یΈ-بˇعدی یِ مجموعه Έی ،u با x ِ مدار صورت این در نیست. صفر u(x) گیرم

که چنان هستند، t2 و t1 ِ متمایز ِ مقدار دˇ که است این

[fl(t2 u)](x) = [fl(t1 u)](x). (3909)

میدهم: نشان t0 با را (t2 − t1)

t0 = t2 − t1. (3910)
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با است همئرز (3909) یِ رابطه

x = [fl(t0 u)](x). (3911)

که هست t′ Έی ͳیعن است. [O(u)](x) ِ عضو Έی x′ گیرم

x′ = [fl(t′ u)](x). (3912)

صورت، این در

[fl(t0 u)](x
′) = [fl(t0 u)]{[fl(t′ u)](x)},

= {fl[(t0 + t′)] u)}(x),

= [fl(t′ u)]{[fl(t0) u)](x)},

= [fl(t′ u)](x). (3913)

میدهد نتیجه که

[fl(t0 u)](x
′) = x′. (3914)

با است همئرز (3909) پس

res{fl(t0 u); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3915)

میشود دیده

[fl(t u)]a(x) = xa + t ua(x) + o(t). (3916)

نباشد، صفر و باشد آن در t اگر که هست صفر از ͳΎهمسای Έی نیست، صفر u(x) ی وقت پس

[fl(t u)](x) ̸= x. (3917)
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،(3911) آنها با که ͳی ها t0 یِ مجموعه است؛ برقرار (3911) که هست t0 Έوقتیی صورت، این در

میدهم. نشان tx با را این دارد. ِ-مثبت کوچترین-مقدار- Έی است برقرار ،(3915) آن با همئرز یا

باشد، [O(u)](x) ِ عضو Έی x′ اگر که است رˇشن

tx′ = tx. (3918)

است. Έبه-ی-Έی res{[fl(� u)](x); [0, tx)} همچنین،

u با x ِ مدار است، برقرار (3909) که چنان هستند، t2 و t1 ِ متمایز ِ مقدار دˇ که حالت، این در

است. دایره Έی u با x ِ مدار میΎویم سادِتر، است. همانریخت دایره Έی با

x ِ مدار است، برقرار (3909) که چنان هستند، t2 و t1 ِ متمایز ِ مقدار دˇ که نیست چنین ی وقت

است. خط Έی u با x ِ مدار میΎویم سادِتر، است. همانریخت خط Έی با u با

که مینم تعریف t ِ مثبت ِ مقدار کوچترین را u با S یِ مجموعه یِ دˇره

res[fl(t u); S] = 1S. (3919)

با را u با S یِ مجموعه یِ دˇره شود. براورده (3919) که باشد ͳی t ی وقت فقط که است رˇشن

است، دایره Έی u با x ِ مدار ی وقت میشود دیده میدهم. نشان [pe(u)](S)

[pe(u)]{[O(u)](x)} = tx. (3920)

باشد، ناصفر ِ ثابت Έی b اگر میشود دیده (3864) از

[O(b u)](x) = [O(u)](x). (3921)

است معلوم هم دˇره ِ تعریف از

[pe(b u)]{[O(u)](x)} = 1

|b|
[pe(u)]{[O(u)](x)}. (3922)

جمله، از

[
pe

(
[pe(u)]{[O(u)](x)}

2π
u

)]
{[O(u)](x)} = 2π. (3923)
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میدان- گیرم میدهم. گسترش میشوند جا-به-جا هم با که برداری ِ میدان چند ِ حالت به را اینها

میشوند. جا-به-جا هم با ui یِ ِ-برداریها

ui ⋄ uj = 0. (3900)

نباشد: صفر (t0 u) که باشد t0 Έی است ممن

t0 u ̸= 0. (3924)

میشوند، جا-به-جا هم با ها ui چون .(3911) یِ رابطه باشد: x با برابر [fl(t0 u)](x) ͳول

[fl(t u)] ◦ [fl(t′ u)] = [fl(t′ u)] ◦ [fl(t u)]. (3925)

در که x′ هر با متناظر میدهد نتیجه رفت کار به برداری ِ میدان Έی یِ برا چه آن با مشابه ی استدلال و

ِ عضو هر یِ برا این .(3914) یِ رابطه است: x′ با برابر [fl(t0 u)](x′) است، [O(u)](x) یِ مجموعه

رˇشن .(3915) یِ رابطه ست: ͳهمان [O(u)](x) به fl(t0 u) ِ تحدید پس است. درست [O(u)](x)

هم، n ِ صحی ِ عدد هر با متناظر صورت، این در که است

res{fl(n t0 u); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3926)

باشد: برقرار هم n یِ جا به b ِ نَ-لزومˆن-صحی ِ مقدار Έی با (3926) است ممن اما

res{fl(b t0 u); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3927)

کوچترین Έی است برقرار (3927) آنها با که ی مثبت یِ ها b یِ مجموعه نیست، صفر (t0 u) چون

ترتیب، این به میدهم. نشان ũ1 با را (t0 u) در b ِ کوچترین-مقدار این ِ ِ-ضرب حاصل- دارد. مقدار

res{fl(ũ1); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3928)

،b̃ عدد هر با متناظر و

b̃ ∈ Z. ⇔

res{fl(b̃ ũ1); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3929)
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است. صحی یِ عددها یِ مجموعه Z که

{(i, ũi) | i ≤ k} که َند چنان ũk تا ũ1 یِ ِ-برداریها میدان- گیرم میدهم. ادامه ͳاستقرای را کار این

و است خطͳ-مستقل

res{fl(ũi); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x), i ≤ k. (3930)

،b̃ عدد هر با متناظر و

b̃ ∈ Z. ⇔

res{fl(b̃ ũi); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x), i ≤ l. (3931)

و نیست {(i, ũi) | i ≤ k} یِ پهنه در (t′0 u) که باشد t′0 Έی است ممن

x = [fl(t′0 u)](x). (3932)

نیست {(i, ũi) | i ≤ k} یِ پهنه در که میسازم، را ũk+1 رفت، کار به ũ1 ِ ساختن یِ برا چه آن با مشابه

و

res{fl(ũk+1); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3933)

،b̃ عدد هر با متناظر و

b̃ ∈ Z. ⇔

res{fl(b̃ ũk+1); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3934)

ũ1 یِ ِ-برداریها میدان- و هست، l یِ ͳنامنف ِ صحی ِ عدد Έی ͳیعن میشود. تمام ͳی جا کار این

و است خطͳ-مستقل {(i, ũi) | i ≤ l} که َند چنان هستند، ũl تا

res{fl(ũi); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x), i ≤ l. (3935)

،b̃ عدد هر با متناظر و

b̃ ∈ Z. ⇔

res{fl(b̃ ũi); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x), i ≤ l. (3936)
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ͳهمان [O(u)](x) به fl(t u) ِ تحدید آنΎاه نباشد، {(i, ũi) | i ≤ l} یِ پهنه در (t u) اگر همچنین؛

نیست:

(t u) /∈ span{(i, ũi) | i ≤ l}. ⇒

res{fl(t u); [O(u)](x)} ̸= 1[O(u)](x). (3937)

{(i, ũi) | i ≤ یِ پهنه در (t u) آنΎاه باشد، ͳهمان [O(u)](x) به fl(t u) ِ تحدید اگر همئرز؛ ی شل به

است: l}

res{fl(t u); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). ⇒

(t u) ∈ span{(i, ũi) | i ≤ l}. (3938)

شان ِ تعداد داد نشان میشود اما نیستند. یتا لزومˆن بالا، یِ ویژِگیها با ũl تا ũ1 یِ ِ-برداریها میدان-

تا ũ′1 و ،ũl تا ũ1 هست: ِ-برداریها میدان- این از دسته دˇ گیرم این، ِ اثبات یِ برا ست. یتا (l ͳیعن)

میشود. چنین ها ũ′i یِ برا (3935) یِ مانسته .ũ′l′

res{fl(ũ′i); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x), i ≤ l′. (3939)

میدهد نتیجه (3938) ترتیب، این به

ũ′i ∈ span{(j, ũj) | j ≤ l}, i ≤ l′. (3940)

ها ũ′i ِ تعداد پس اند. {(j, ũj) | j ≤ l} یِ پهنه در ها ũ′i و است، خطͳ-مستقل {(i, ũ′i) | i ≤ l′}

ست: ها ũj ِ تعداد از نابزرگتر

l′ ≤ l. (3941)

میشود دیده مشابه، ی شل به

l ≤ l′. (3942)
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میدهد نتیجه اینها و

l′ = l. (3943)

میشود نتیجه همچنین شده، عوض هم با ها ũi و ها ũ′i یِ جا آن در که ش، اَ مانسته و (3940) از

span{(i, ũ′i) | i ≤ l′} = span{(i, ũi) | i ≤ l}. (3944)

میدهم: نشان H با را {(i, ui) | i} یِ پهنه

H = span{(i, ui) | i}. (3945)

هست: Hc Έی شد نتیجه

Hc = span{(i, ũi) | i ≤ l}. (3946)

است: H یِ زیرفضا Έی Hc که

Hc ⊑ H. (3947)

است: Hc در v آنΎاه باشد، ͳهمان res{fl(v); [O(u)](x)} و باشد H در v اگر که ͳویژگ این با

[
(v ∈ H) ∧(

res{fl(v); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x)

)]
. ⇒

v ∈ Hc. (3948)

هست: B̃c ِ خطͳ-مستقل یِ ِ-برداری تاب΄- Έی همچنین،

B̃c = {(i, ũi) | i ≤ l}. (3949)

است: Hc ِ بˇعد l که دارد، عضو l که

l = dim(Hc). (3950)
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است: Hc یِ زیرمجموعه B̃c ِ تصویر

img(B̃c) ⊆ Hc. (3951)

ست: ͳهمان res{fl(w); [O(u)](x)} باشد، img(B̃c) در w اگر و

w ∈ img(B̃c). ⇒

res{fl(w); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x). (3952)

برابر ش یˆ اعضا ِ تعداد و است، Hc یِ زیرمجموعه ش َ تصویر است، خطͳ-مستقل B̃c که این از البته

که است رˇشن جمله از است. Hc یِ برا پایه Έی B̃c میشود نتیجه است، Hc ِ بˇعد با

Hc = span(B̃c). (3953)

است: H ِ بˇعد از نابزرگتر Hc ِ بˇعد میشود نتیجه است H یِ زیرفضا Έی Hc که این از همچنین،

dim(Hc) ≤ dim(H). (3954)

نیست. یتا B̃c اما ست، یتا Hc سرانجام؛

یِ ضریبها با B̃c از ͳخط-ِ ترکیب- Έیw اگر که دارد را ͳویژگ این و Hcاست، یِ برا پایه Έی B̃c

نیست: درست لزومˆن این ِ عس اما ست. ͳهمان [O(u)](x) به fl(w) ِ تحدید آنΎاه باشد، صحی

ͳول باشد، ͳهمان [O(u)](x) به fl(w) ِ تحدید و باشد B̃c از ͳخط-ِ ترکیب- Έی w است ممن

w هر یِ برا که دارد Bc یِ پایه Έی Hc میدهم نشان نباشد. صحی ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها یِ همه

یِ همه اگر تنها و اگر ست، ͳهمان [O(u)](x) به fl(w) ِ تحدید است؛ Bc از ͳخط-ِ ترکیب- Έی که

ͳی ابزارها به اینجا میسازم. B̃c یِ رو از را Bc اثبات، یِ برا باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها

میروند. کار به (ساختار) اثبات این در که میپردازم

است: یه-متعامد یِ پایه Έی ِ تعریف با همئرز این مینم. تعریف ͳدرون-ِ ضرب- Έی Hc بر

است: یه-متعامد پایه این مینم تعریف و میΎیرم e یِ پایه Έی Hc یِ برا

ei · ej = δi j . (3955)
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ترتیب، این به شده. داده نشان (w1 ·w2) با w2 و w1 یِ ͳدرون-ِ ِ-ضرب- حاصل- که

w1 ·w2 =

l∑
i=1

wi
1 w

i
2. (3956)

شده: تعریف e یِ پایه با مئلف̃ها که

w = wi ei. (3957)

مینم: تعریف طول Έی ͳدرون-ِ ضرب- این با

|w| = (w ·w)1/2. (3958)

ترتیب، این به شده. داده نشان |w| با w ِ طول که

|w| =

[
l∑

i=1

(wi)2

]1/2
. (3959)

جمله، از دارد. را طول ِ معمول یِ ویژگیها طول این که است رˇشن

|w1 +w2| ≤ |w1|+ |w2|. (3960)

ِ مضرب Έی w1 یا باشد، w1 از مثبت ِ مضرب Έی w2 اگر تنها و اگر است؛ برقرار برابری آن در که

،a ِ عدد هر با متناظر همچنین، باشد. w2 از مثبت

|aw| = |a| |w|. (3961)

است: مثبت ناصفر ِ بردار هر ِ طول و صفر، با برابر صفر ِ بردار ِ طول و

|w|


= 0, w = 0

> 0 w ̸= 0

. (3962)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان |w|U با را U یِ ͳخط یِ فضا از w ِ بردار یِ فاصله

|w|U = min{|w−w′| | w′ ∈ U}. (3963)
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،a ِ عدد هر با متناظر میشود دیده

|aw|U = |a| |w|U. (3964)

همچنین،

∀w′ ∈ U :

|w+w′|U = |w|U. (3965)

مینویسم. شل این به را w ِ بردار

w = PJ
∥
U(w) + PJ⊥

U (w). (3966)

که،

[PJ
∥
U(w)] ∈ U. (3967)

[PJ⊥
U (w)] ∈ U⊥. (3968)

است: U بر عمود یِ بردارها یِ مجموعه U⊥ و

U⊥ = {w | ∀w′ ∈ U : w ·w′ = 0}. (3969)

در ی Έی و U در ی Έی بردار، دˇ به w یِ تجزیه و َند، عمود هم بر PJ⊥
U (w) و PJ ∥

U(w) یِ بردارها

میشود دیده َند. خُش-تعریف PJ⊥
U (w) و PJ ∥

U(w) ͳیعن که ست، یتا ،U⊥

|w|U = |PJ⊥
U (w)|. (3970)

پس،

|w|U


= 0, w ∈ U

> 0, w /∈ U
. (3971)
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البته، و

|w|U ≤ |w|. (3972)

باشد: U⊥ در w اگر تنها و اگر است، برقرار برابری و

|w|U


= |w|, w ∈ U⊥

< |w|, w /∈ U⊥

. (3973)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان neiε(w0) با را ε ِ شعاع به w0 یِ ͳΎهمسای

neiε(w0) = {w ∈ Hc | |w−w0| < ε}. (3974)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان oeiε(w0) با هم را ε ِ شعاع به w0 ِ بͳ-مرکز یِ ͳΎهمسای

oeiε(w0) = {w ∈ Hc | 0 < |w−w0| < ε}. (3975)

میشود دیده

∀ ε > 0 :

neiε(w0) = {w0} ∪ [oeiε(w0)]. (3976)

البته، و

∀ ε > 0 :

oeiε(w0) = [neiε(w0)]\{w0}. (3977)

ست: ͳهمان [O(u)](x) به fl(w) ِ تحدید که Hcتعریفمینم در ͳی wها یِ مجموعه Hdرا یِ مجموعه

Hd =
{
w ∈ Hc | res{fl(w); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x)

}
. (3978)

ضمنَن، که است رˇشن

Hd =
{
w ∈ H | res{fl(w); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x)

}
. (3979)
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میشود دیده

[fl(w)]a(x) = xa +wi ei
a(x) + o(w). (3980)

نباشد، صفر و باشد آن در w اگر که هست صفر یِ ͳΎهمسای Έی است، خطͳ-مستقل e چون پس،

[fl(w)](x) ̸= x. (3981)

است: صفر) ان (هم نقطه Έی فقط ͳΎهمسای آن Hdبا ِ اشتراک که هست صفر یِ ͳΎهمسایΈی ͳیعن

∃ ε > 0 ∋

Hd ∩ [neiε(0)] = {0}. (3982)

میشود نتیجه (3982) از میدهم. نشان car(X) با را X یِ مجموعه یِ اعضا ِ تعداد

∃ ε > 0 ∋

car{Hd ∩ [neiε(0)]} = 1. (3983)

صفر و باشد آن در (w−w0) اگر که هست صفر یِ ͳΎهمسای Έی است. Hc در w0 گیرم همچنین،

نباشد،

[fl(w−w0)](x) ̸= x. (3984)

،ͳیعن که

[fl(w)](x) ̸= [fl(w0)](x). (3985)

اگر است. برقرار (3985) نباشد، w0 با برابر و باشد آن در w اگر که هست w0 یِ ͳΎهمسای Έی پس

[fl(w0)](x) ̸= x, (3986)
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(3981) باشد آن در w اگر که هست w0 یِ ͳΎهمسای Έی میدهد نتیجه [fl(�)](x) یِ ͳΎپیوست آنΎاه

اگر است. برقرار

[fl(w0)](x) = x, (3987)

با برابر و باشد آن در w اگر که هست w0 یِ ͳΎهمسای Έی پس است. (3981) ان هم (3985) آنΎاه

است. برقرار (3981) نباشد، w0

با Hd ِ اشتراک که هست عضو آن یِ ͳΎهمسای Έی ،Hc از w0 ِ عضو هر با متناظر ͳیعن اینها

{w0} و نباشد، Hd ِ عضو w0 اگر ست ͳته اشتراک این دارد. عضو Έی ِ-بالا دست- ͳΎهمسای آن

باشد: Hc ِ عضو w0 اگر است

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

Hd ∩ [neiε(w0)] =


∅, w0 /∈ Hd

{w0}, w0 ∈ Hd
. (3988)

یا،

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

Hd ∩ [neiε(w0)] = Hd ∩ {w0}. (3989)

میشود دیده

Hd ∩ {0} = {0}. (3990)

میشود نتیجه (3988) از همچنین، است. (3989) ِ خاص ِ حالت Έی (3982) پس

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

car{Hd ∩ [neiε(w0)]} =


0, w0 /∈ Hd

1, w0 ∈ Hd
. (3991)
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میدهد نتیجه ،(3989) یا این، و

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

car{Hd ∩ [neiε(w0)]} ≤ 1. (3992)

است. (3992) ِ خاص ِ حالت Έی (3983) پس

میشود. چنین (3989) بͳ-مرکز، یِ ͳΎهمسای ِ حسب بر همچنین،

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

Hd ∩ [oeiε(w0)] = ∅. (3993)

میشود (3992) و

∀w0 ∈ Hc : ∃ ε > 0 ∋

car{Hd ∩ [oeiε(w0)]} = 0. (3994)

ͳیعن باشد. کران-دار آن یِ اعضا ِ طول یِ مجموعه ͳوقت است، کران-دار Hc یِ زیرمجموعه Έی

ی وقت است، کران-دار Hc از S یِ زیرمجموعه Έی

∃ ε > 0 ∋

∀w ∈ S :

|w| < 1

ε
. (3995)

یا،

∃ ε0 ∋

S ⊆ [nei1/ε(0)]. (3996)

ی وقت است، ℓ ِ ضل΄ به معب Έی Hc از S یِ زیرمجموعه میΎویم

∃w0 ∈ Hc ∋

S = {w ∈ Hc | ∀ i : 0 ≤ (w−w0)
i ≤ ℓ}. (3997)
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میدهم: نشان cubℓ(w0) با را (S) مجموعه این

cubℓ(w0) = {w ∈ Hc | ∀ i : 0 ≤ (w−w0)
i ≤ ℓ}. (3998)

میشود دیده میΎویم. ℓ ِ ضل΄ به و w0 ِ مبدئ به ِ معب cubℓ(w0) به

∀ (w1,w2) ∈ {[cubℓ(w0)]× [cubℓ(w0)]} :

|w2 −w1| ≤
√
l ℓ. (3999)

جمله، از

∀w ∈ [cubℓ(w0)] :

|w−w0| ≤
√
l ℓ. (4000)

را S که هست ℓ ِ ضل΄ به معب Έی و هست ℓΈی ،Hc از S ِ کران-دار یِ زیرمجموعه هر با متناظر

میΎیرم. چنین را w0 و ℓ دارد: بر در

ℓ =
2

ε
. (4001)

w0 = −1

ε

l∑
i=1

ei. (4002)

میشود دیده

[nei1/ε(0)] ⊆ [cubℓ(w0)]. (4003)

که هست εΈی ،ℓ هر و w0 هر با است: کران-دار محدود) ِ ) ضل΄ هر با معب هر همچنین،

1

ε
> |w0|+

√
l ℓ. (4004)

میشود دیده

[cubℓ(w0)] ⊆ [nei1/ε(0)]. (4005)



۶٣١ � شبه 96

یِ برا ست. ی محدود-عضوی Hc از کران-دار یِ زیرمجموعه هر با Hd ِ اشتراک میدهم نشان

نادرست حم گیرم است. برقرار (3996) پس است. Hc از کران-دار یِ زیرمجموعه S گیرم اثبات،

ͳیعن است.

car(Hd ∩ S) =∞. (4006)

که هست ℓΈی و w0 Έی میشود نتیجه است، کران-دار S که این از

S ⊆ [cubℓ(w0)]. (4007)

میشود نتیجه (4007) و (4006) ِ روابط از

car{Hd ∩ [cubℓ(w0)]} =∞. (4008)

است: (2−1 ℓ) ِ ضل΄ به Έی هر معب، 2l ِ اجتماع cubℓ(w0)

cubℓ(w0) =
1∪

a1=0

· · ·
1∪

al=0

[cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei)]. (4009)

یِ اندازه به ش َ مبدئ که است، (2−1 ℓ) ِ ضل΄ به معب Έی cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei)

cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei) ِ مبدئ ͳیعن شده، متنقل cubℓ(w0) ِ مبدئ به نسبت (2−1 ℓ ai ei)

یا است) صفر ai ی (وقت صفر یِ اندازه به ها ei از Έی هر ِ جهت در ،cubℓ(w0) ِ مبدئ به نسبت

مینویسم. چنین بسته را (4009) یِ رابطه شده. منتقل است) Έی ai ی (وقت (2−1 ℓ)

cubℓ(w0) =
∪
a

[cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei)]. (4010)

میشود نتیجه (4010) و (4008) ِ روابط از میΎیرد. مقدار {0, 1} یِ مجموعه در ها ai از Έی هر که

دارد: عضو بینهایت cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei) با Hd ِ اشتراک که هست a Έی

∃ a ∋ (4011)

car{Hd ∩ [cub2−1 ℓ(w0 + 2−1 ℓ ai ei)]} =∞. (4012)
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میدهم. نشان a1 با را آن و برمیΎزینم را آنها، از ی Έی بود ͳویژگ این با a Έی از بیش اگر یا ،a این

مینم. تعریف چنین را w1

w1 = w0 + 2−1 ℓ a1
i ei. (4013)

ترتیب، این به

car{Hd ∩ [cub2−1 ℓ(w1)]} =∞. (4014)

[cub2−1 ℓ(w1)] ⊆ [cubℓ(w0)]. (4015)

و شده تعریف aj و wj گیرم ،ͳاستقرای میدهم. ادمه را کار این

car{Hd ∩ [cub2−j ℓ(wj)]} =∞. (4016)

است: (2−j−1 ℓ) ِ ضل΄ به Έی هر معب، 2l ِ اجتماع cub2−j ℓ(wj)

cub2−j ℓ(wj) =
∪
a

[cub2−j−1 ℓ(wj + 2−j−1 ℓ ai ei)]. (4017)

میشود نتیجه (4017) و (4016) ِ روابط از میΎیرد. مقدار {0, 1} یِ مجموعه در ها ai از Έی هر که

دارد: عضو بینهایت cub2−j−1 ℓ(wj + 2−j−1 ℓ ai ei) با Hd ِ اشتراک که هست a Έی

∃ a ∋ (4018)

car{Hd ∩ [cub2−j−1 ℓ(wj + 2−j−1 ℓ ai ei)]} =∞. (4019)

میدهم. نشان aj+1 با را آن و برمیΎزینم را آنها، از ی Έی بود ͳویژگ این با aΈی از بیش اگر یا ،a این

مینم. تعریف چنین را wj+1

wj+1 = wj + 2−j−1 ℓ aj+1
i ei. (4020)

ترتیب، این به

car{Hd ∩ [cub2−j−1 ℓ(wj+1)]} =∞. (4021)

[cub2−j−1 ℓ(wj+1)] ⊆ [cub2−j ℓ(wj)]. (4022)
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میشود معلوم استقرا، با پس،

∀ j :

car{Hd ∩ [cub2−j ℓ(wj)]} =∞. (4023)

∀ j :

[cub2−j−1 ℓ(wj+1)] ⊆ [cub2−j ℓ(wj)]. (4024)

اند. شده تعریف (4020) با ،ͳاستقرای ها، wj که

که ست، همΎرا w یِ دنباله میدهم نشان

w = {(1,w1), (2,w2), . . . }. (4025)

که مینم، ͳبررس را wi یِ دنباله کار، این یِ برا

wi = {(1,w1
i), (2,w2

i), . . . }. (4026)

است: w ِ مقدار ِ i یِ مئلفه wi ِ مقدار

(wi)j = wj
i. (4027)

میشود دیده (4020) از

(wi)j+1 = (wi)j + 2−j−1 ℓ aj+1
i. (4028)

میشود نتیجه است، 1 یا 0 با برابر aj+1
i که این با همراه این، از

(wi)j+1 ≥ (wi)j . (4029)

(wi)j+1 ≤ (wi)j + 2−j−1 ℓ. (4030)

میشود نتیجه هم (4030) از ست. صعودی wi یِ دنباله ͳیعن (4029) یِ رابطه

(wi)j ≤ (wi)0 +

j∑
k=1

2−k ℓ. (4031)
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میشود دیده

j∑
k=1

2−k = 1− 2−j . (4032)

میدهد نتیجه که

j∑
k=1

2−k ≤ 1. (4033)

میدهند نتیجه (4033) و (4031) ِ روابط

(wi)j ≤ (wi)0 + ℓ. (4034)

میشود، نتیجه (4024) از که، بود معلوم هم آنجا از این البته است. کران-دار بالا از wi یِ دنباله پس

[cub2−j ℓ(wj)] ⊆ [cubℓ(w0)]. (4035)

پس،

wj ∈ [cubℓ(w0)]. (4036)

میدهد نتیجه هم این

wj
i ≤ w0

i + ℓ. (4037)

است. (4034) ان هم که

ِ حد ست. همΎرا دنباله این میشود نتیجه است، از-بالا-کران-دار و wiصعودی یِ دنباله که این از

میدهم: نشان (wi)∞ با را دنباله این

(wi)∞ = lim
j→∞

(wi)j . (4038)

ست. همΎرا w میدهد نتیجه یˆند همΎرا ها wi که این پس است. w ِ مقدار ِ i یِ مئلفه wi ِ مقدار

میدهم: نشان w∞ با را w یِ دنباله ِ حد

w∞ = lim
j→∞

wj . (4039)
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که است رˇشن و

(w∞)i = (wi)∞. (4040)

دارد: عضو Έی ِ-بالا دست- آن با Hd ِ اشتراک که هست w∞ یِ ͳΎهمسای Έی

∃ ε > 0 ∋

car{Hd ∩ [neiε(w∞)]} ≤ 1. (4041)

میشود دیده

∃n1 ∋

2−n1
√
l ℓ <

ε

2
. (4042)

ترتیب، این به

∀ j > n1 :

∀w ∈ [cub2−j ℓ(wj)] :

|w−wj | <
ε

2
. (4043)

میشود نتیجه است، w یِ دنباله ِ حد w∞ که این از همچنین،

∃n2 ∋

∀ j > n2 :

|wj −w∞| <
ε

2
. (4044)

پس،

∀ j > max(n1, n2) :

∀w ∈ [cub2−j ℓ(wj)] :

|w−w∞| < ε. (4045)
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ͳیعن این

∀ j > max(n1, n2) :

[cub2−j ℓ(wj)] ⊆ [neiε(w∞)]. (4046)

میشود نتیجه (4046) و (4041) ِ روابط از

∀ j > max(n1, n2) :

car{Hd ∩ [cub2−j ℓ(wj)]]} ≤ 1. (4047)

است. نادرست انجامید (4047) یِ نتیجه به که (4006) ِ فرض پس است. ناسازگار (4023) با این اما

ست: محدود-عضوی S با Hd ِ اشتراک باشد، کران-دار S اگر ͳیعن که

car(Hd ∩ S) <∞. (4048)

Έی که w هر یِ برا که دارد Bc یِ پایه Έی Hc که این ِ نشان-دادن برمیΎردم: ͳاصل یِ مسئله به

یِ ضریبها یِ همه اگر تنها و اگر ست، ͳهمان [O(u)](x) به fl(w) ِ تحدید است؛ Bc از ͳخط-ِ ترکیب-

اگر میسازم. ͳاستقرای را پایه این باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب-

Hd = {0}, (4049)

آنΎاه،

Bc = ∅. (4050)

{(i, vi) | i ≤ k} که َند چنان vk تا v1 گیرم صورت، این ِ غیر در است. شده ثابت حم و

یِ ضریها اگر تنها و اگر است، Hd در {(i, vi) | i ≤ k} از ͳخط ِ ترکیب هر و است؛ خطͳ-مستقل

Wk با را {(i, vi) | i ≤ k} یِ پهنه ست.) ͳبدیه k = 0 یِ برا (این باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب-

میدهم: نشان

Wk = span{(i, vi) | i ≤ k}. (4051)
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که است این حالت Έی

Hc = Wk. (4052)

صورت، این در

Bc = {(i, vi) | i ≤ k}. (4053)

Έی Wkنیست. در که دارد یΈعضو ِ-کم دست- Hd صورت، این ِ غیر در است. شده ثابت حم و

میدهم: نشان wk+1 با را آن و نیست Wk در که برمیΎزینم را Hd ِ عضو

wk+1 ∈ Hd. (4054)

wk+1 /∈Wk. (4055)

که است رˇشن

|wk+1|Wk
> 0. (4056)

میدهم: نشان Wk+1 با را {(1, v1), . . . , (k, vk), (k+ 1,wk+1)} یِ پهنه

Wk+1 = span{(1, v1), . . . , (k, vk), (k+ 1,wk+1)}.

(4057)

میشود دیده

∃ ε ∋ ε > |wk+1|+
k∑

i=1

|vi|. (4058)

پس، است. Hc از کران-دار یِ زیرمجموعه Έی Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk

car{Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk} <∞. (4059)

همچنین،

wk+1 ∈ {Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk}. (4060)
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میدهد نتیجه که

{Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk} ̸= ∅. (4061)

پس،

car{Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk} > 0. (4062)

این از دارد. عضو ناصفر و محدود ی تعداد Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk یِ مجموعه ترتیب این به

دارد. مطلق یِ کمینه Έی Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk یِ مجموعه بر ،Wk از فاصله میشود نتیجه

را اعضا) این از ی Έی بود متناظر کمینه این با عضو Έی از بیش اگر (یا کمینه این با متناظر ِ عضو

نیست: Wk در vk+1 میدهم. نشان vk+1 با را آن و برمیΎزینم

vk+1 /∈Wk. (4063)

پس،

|vk+1|Wk
> 0. (4064)

میشود نتیجه جمله، از این، از

|vk+1| > 0. (4065)

است: Wk+1 ان هم (i, vi) | i ≤ k+ 1) یِ پهنه که است رˇشن

Wk+1 = span{(i, vi) | i ≤ k+ 1)}. (4066)

همچنین،

vk+1 ∈ Hd. (4067)

البته، و

vk+1 ∈Wk+1. (4068)
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که هستند ͳی c̃k+1 و ck تا c1 یِ عددها ͳیعن که

vk+1 =

(
k∑

i=1

ci vi

)
+ c̃k+1 wk+1. (4069)

میشود دیده

|vk+1|Wk
= |̃ck+1 wk+1|Wk

. (4070)

پس،

|vk+1|Wk
= |̃ck+1| |wk+1|Wk

. (4071)

بر را Wk تا فاصله vk+1 و اند Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk در هر-دˇ vk+1 و wk+1 که این از

میشود نتیجه میند کمینه Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk یِ مجموعه

|vk+1|Wk
≤ |wk+1|Wk

. (4072)

میشود نتیجه (4072) و (4071) از

|̃ck+1| ≤ 1. (4073)

Έی گیرم کار، این یِ برا میند. کمینه Hd∩Wk+1\Wk ِ کل بر Wkرا از فاصله vk+1 میدهم نشان

است: Wk از vk+1 یِ فاصله از کمتر Wk از ش اَ فاصله که هست Hd ∩Wk+1\Wk در w

∃w ∈ (Hd ∩Wk+1\Wk) :

|w|Wk
< |vk+1|Wk

. (4074)

که هستند ͳی dk تا d1 یِ عددها

PJ
∥
Wk

(w) =

k∑
i=1

di vi. (4075)
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پس،

w =

(
k∑

i=1

di vi

)
+ PJ⊥

Wk
(w). (4076)

البته، و

|w|Wk
= |PJ⊥

Wk
(w)|. (4077)

پس،

|PJ⊥
Wk

(w)| < |vk+1|Wk
. (4078)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم، نشان remf(x) با را x ِ مانده-از-کف

remf(x) = x− floor(x). (4079)

نیست. بزرگتر x از که ی صحی-ِ عدد- بزرگترین است: x (ِ صحی-ِ بخش- (یا ِ کف floor(x) و

است. Έی از کوچتر و ͳنامنف مانده-از-کف ِ مقدار

remf(x) ≥ 0. (4080)

remf(x) < 1. (4081)

میشود })دیده
k∑

i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

)
∈ (Hd ∩Wk+1\Wk). (4082)

∣∣∣∣∣همچنین،
{

k∑
i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

∣∣∣∣∣ ≤
{

k∑
i=1

[remf(di)] |vi|

}

+ |PJ⊥
Wk

(w)|. (4083)
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∣∣∣∣∣پس،
{

k∑
i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

∣∣∣∣∣ ≤
(

k∑
i=1

|vi|

)
+ |w|. (4084)

میدهد نتیجه ∣∣∣∣∣که
{

k∑
i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

∣∣∣∣∣ < ε. (4085)

،ͳیعن({
k∑

i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

)
∈ [neiε(0)]. (4086)

})پس،
k∑

i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

)
∈ {Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk}. (4087)

میشود ∣∣∣∣∣دیده
{

k∑
i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

∣∣∣∣∣
Wk

= |PJ⊥
Wk

(w)|. (4088)

∣∣∣∣∣پس،
{

k∑
i=1

[remf(di)] vi

}
+ PJ⊥

Wk
(w)

∣∣∣∣∣
Wk

< |vk+1|Wk
. (4089)

اَش فاصله که هست Hd ∩Wk+1 ∩ [neiε(0)]\Wk در بردار Έی ͳیعن (4089) و (4087) ِ روابط

این به که (4074) ِ فرض پس است. نادرست نتیجه این است. Wk از vk+1 یِ فاصله از Wkکمتر از

میند. کمینه Hd∩Wk+1\Wk ِ کل بر Wkرا از فاصله vk+1 ͳیعن این است. نادرست انجامید نتیجه

که َند چنان bk+1 تا b1 )گیرم
k+1∑
i=1

bi vi

)
∈ Hd. (4090)
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که است )رˇشن
k+1∑
i=1

bi vi

)
∈ (Hd ∩Wk+1). (4091)

میدهد نتیجه )}که
k∑

i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

}
∈ (Hd ∩Wk+1). (4092)

� ∣∣∣∣∣همچنین،
(

k∑
i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

∣∣∣∣∣
Wk

= |[remf(bk+1)] vk+1|Wk
. (4093)

میدهد نتیجه ∣∣∣∣∣که
(

k∑
i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

∣∣∣∣∣
Wk

= [remf(bk+1)] |vk+1|Wk
. (4094)

∣∣∣∣∣پس،
(

k∑
i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

∣∣∣∣∣
Wk

< |vk+1|Wk
. (4095)

میشود نتیجه میند، کمینه Hd ∩Wk+1\Wk بر را Wk از فاصله vk+1 که این با همراه این، )}از
k∑

i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

}
/∈ (Hd ∩Wk+1\Wk). (4096)

میشود نتیجه هم (4096) و (4092) ِ روابط از

{(
k∑

i=1

bi vi

)
+ [remf(bk+1)] vk+1

}
∈Wk. (4097)

پس،

remf(bk+1) = 0. (4098)
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یا،

bk+1 = floor(bk+1). (4099)

میشود نتیجه (4098) و (4092) از است. صحی bk+1 ͳیعن که

(
k∑

i=1

bi vi

)
∈ (Hd ∩Wk+1). (4100)

اگر شد معلوم پس َند. صحی bk تا b1 میدهد نتیجه هم این است. Hd در
(∑k

i=1 b
i vi

)
پس

اند، Hd در vk+1 تا v1 چون هم، عس بر َند. صحی bk+1 تا b1 باشد، Hd در
(∑k+1

i=1 b
i vi

)
است. Hd در

(∑k+1
i=1 b

i vi

)
باشند، صحی bk+1 تا b1 اگر که است رˇشن

{(i, vi) | i ≤ k + 1} از ͳخط ِ ترکیب هر و است؛ خطͳ-مستقل {(i, vi) | i ≤ k + پس{1

باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها اگر تنها و اگر است، Hd در

میΎیرم. چنین را Bc میشوند. ساخته vl تا v1 روش، این به

Bc = {(i, vi) | i ≤ l}. (4101)

و است خطͳ-مستقل Bc که است رˇشن

Hc = span(Bc). (4102)

یِ ضریبها اگر تنها و اگر Hdاست، در Bc از ͳخط ِ ترکیب هر همچنین، Hcاست. یِ برا یΈپایه Bcپس

که Bc یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ همه یِ مجموعه با است برابر Hd واق΄ در باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب-

است: صحی شان یِ ضریبها

Hd =

{
l∑

i=1

bi vi
∣∣ (b1, . . . , bl) ∈ Zl

}
. (4103)

میΎویم. Hd یِ شبه ِ مولد هم Bc یِ پایه به میΎویم. Hc یِ شبه Hd به
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استوانه 97

میشوند: جا-به-جا هم با ui یِ ِ-برداریها میدان- گیرم

ui ⋄ uj = 0. (3900)

میدهم: نشان H با را {(i, ui) | i} یِ پهنه

H = span{(i, ui) | i}. (3945)

به آنها ِ شارش ِ تحدید که ͳی ِ-برداریها میدان- یِ مجموعه دارد: Hd یِ زیرمجموعه Έی H یِ فضا

ست: ͳهمان [O(u)](x)

Hd =
{
w ∈ H | res{fl(w); [O(u)](x)} = 1[O(u)](x)

}
. (3979)

است: عضو l ِ شامل و میΎیرد مقدار Hd در که هست Bc ِ خطͳ-مستقل یِ ِ-برداری تاب΄- Έی

Bc = {(i, vi) | i ≤ l}. (4101)

یِ ضریبها با Bc از ͳخط-ِ ترکیب- Έی اگر تنها و اگر است، Hd ِ عضو برداری ِ میدان Έی که چنان

است: Hc فضایِ Bc یِ پهنه باشد. صحی

Hc = span(Bc). (4102)

است:: l با برابر Hc ِ بˇعد و است، H یِ زیرفضا Έی Hc که است رˇشن البته و

Hc ⊑ H. (3947)

l = dim(Hc). (3950)
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پایه Έی را B است. Bc ِ شامل که دارد پایه Έی Hپس میΎیرد. مقدار H در و است خطͳ-مستقل Bc

است: Bc ِ شامل که میΎیرم H یِ برا

B = {(i, vi) | i ≤ n}. (4104)

∀ i ≤ l :

vi = vi. (4105)

H = span(B). (4106)

است: H ِ بˇعد n که

n = dim(H). (4107)

اگر تنها و اگر ست، ͳهمان [O(u)](x) به ش َ شارش ِ تحدید (B\Bc)؛ از ͳی ͳخط-ِ ترکیب- هر و

باشد: صفر ͳخط-ِ ترکیب- آن که این

Hd ∩ [span(B\Bc)] = {0}. (4108)

واق΄، در

Hd ∩ {H\[span(Bc)]} = {0}. (4109)

Hc ∩ {H\[span(Bc)]} = {0}. (4110)

که هست tΈی ،[O(u)](x) در y یِ برا میسازم. مختصات [O(u)](x) یِ برا ها، vi از استفاده با

y = [fl(t v)](x). (4111)



زاویه و کنش یِ متغیرها ۶۴۶

هر به میشود نیستند: چنین tl تا t1 اما یˆند. یتا tn تا tl+1 یِ عددها ،(x البته (و y ِ معلوم-بودن با

[fl(t v)](x) که آن ͳب افزود، (صحی ِ عدد Έی فقط (و صحی ِ عدد Έی tl تا t1 یِ عددها از Έی

(صحی ِ یΈعدد فقط (و صحی ِ یΈعدد tl تا t1 یِ عددها از Έی هر به میشود واق΄ در کند. تغییر

کند: تغییر fl(t v) که آن ͳب افزود،

b ∈ Zl. ⇔

fl

[
l∑

i=1

(ti + bi) vi +
n∑

i=l+1

ti vi

]
= fl

(
n∑

i=1

ti vi

)
. (4112)

ͳیعن

b ∈ Zl. ⇔

fl

[
l∑

i=1

(ti + bi) vi +
n∑

i=l+1

ti vi

]
= fl(t v). (4113)

مینم. تعریف ها ti ان هم را (y ِ (مختصات ها yi

yi = ti. (4114)

که است رˇشن

y = [fl(yi vi)](x). (4115)

یِ برا یند. یتا remf(yl) تا remf(y1) اما نیستند، یتا yl تا y1 یˆند. یتا yn تا yl+1 ترتیب این به

َند: صفر xn تا xl+1 و َند، صحی xl تا x1 هم، x ِ خُد

xi ∈ Z, i ≤ l. (4116)

xi = 0, i > l. (4117)

گرفت. صفر را ها xi یِ همه میشود جمله از

ِ مبدئ ِ جا-به-جا-کردن با متناظر این افزود. ثابت ِ اعداد مختصات این به میشود که است رˇشن

است: مختصات

ϕi(y) = ϕi0 + yi. (4118)
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نتیجه، در

y =
(
fl{[ϕi(y)− ϕi0] vi}

)
(x). (4119)

البته، و

Lvj
ϕi = δij . (4120)

که است معلوم و

ϕi(x) = ϕi0. (4121)

پس،

y =
(
fl{[ϕi(y)− ϕi(x)] vi}

)
(x). (4122)

با یˆند: ͳدِرِئ ͳیعن اند، زاویه ِ شبیه که اند ϕl تا ϕ1 فقط واق΄ در میΎویم. ͳزاویِئ ِ مختصات ها ϕi به

نمیشود. عوض نقطه آنها به (Έی) معین ی مقدار ِ افزایش

(با ست ͳدˇرِئ تا l اینها از که میشود، مشخص مختصه n با [O(u)](x) از نقطه هر ترتیب این به

به شان ِ عوض-کردن (با یˆند ͳنادˇرِئ بقیه یِ تا (n−l) و عوضنمیشود) نقطه آن به معین ی مقدار ِ افزایش

یِ ͳدِکَرت-ِ ِ-ضرب- حاصل- با است همانریخت [O(u)](x) ͳیعن این میشود). عوض نقطه مقدار، هر

خط: (n− l) در دایره l

[O(u)](x)
h
=

l︷ ︸︸ ︷
K× · · · ×K×

n−l︷ ︸︸ ︷
R× · · · × R . (4123)

هم چنین را (4123) یِ رابطه است. همانریخت X با Y ͳیعن Y h
= X و است، خط R و دایره K

مینویسند.

[O(u)](x)
h
= Kl × Rn−l. (4124)

است: خط (n− l) در دایره l یِ ͳدِکَرت-ِ ِ-ضرب- حاصل- [O(u)](x) میΎویم سادِتر،

[O(u)](x) =

l︷ ︸︸ ︷
K× · · · ×K×

n−l︷ ︸︸ ︷
R× · · · × R . (4125)
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یا،

[O(u)](x) = Kl × Rn−l. (4126)

استوانه Έی [O(u)](x) و ست. بˇعدی (n− l) یِ ͳخط یِ فضا هم Rn−l ست. بˇعدی l یِ چنبره Kl

نافشرده. ِ بˇعد (n− l) و فشرده ِ بˇعد l با است،

است: صفر l که است این خاص ِ حالت Έی

l = 0. (4127)

میشود: ͳخط یِ فضا استوانه حالت این در

[O(u)](x)
h
= Rn. (4128)

سادِتر،

[O(u)](x) = Rn. (4129)

است: n ان هم l که است این هم خاص ِ حالت Έی

l = n. (4130)

میشود: چنبره استوانه حالت این در

[O(u)](x)
h
= Kn. (4131)

سادِتر،

[O(u)](x) = Kn. (4132)

اگر میشود، چنبره استوانه ͳیعن باشد. فشرده ش یˆ بˇعدها یِ همه در اگر تنها و اگر میشود، چنبره استوانه

باشد. فشرده اگر تنها و
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و ͳپˇو͈سˇن که هستند فضا-یِ-فاز از ͳتابع m گیرم مینم. ͳبررس را بˇعدی (2m) ِ فضا-یِ-فاز Έی

و َند مستقل-از-هم که هستند فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن َند، مستقل-از-هم

{Ii, Ij} = 0. (3222)

میدهم: نشان H با را {(i, JIi) | i} یِ پهنه

H = span{(i, JIi) | i}. (4133)

ترتیب، این به است. خطͳ-مستقل {(i, JIi) | i} میشود نتیجه َند، مستقل-از-هم ها Ii که این از

dim(H) = m. (4134)

فضا-یِ-فاز از بˇعدی m یِ مجموعه Έی [O(JI)](x) فضا-یِ-فاز، در x هر با متناظر میشود دیده

یِ استوانه Έی ها [O(JI)](x) از Έی هر به ست. mبˇعدی یِ استوانه Έی [O(JI)](x) واق΄ در است.

میΎویم. فاز

میشود نتیجه (3222) یِ رابطه از

JIi ⋄ JIj = 0. (4135)

میشود نتیجه هم ،(4135) یا ،(3222) یِ رابطه از

LJIi
Ij = 0. (4136)

یا،

LJIi
I = 0. (4137)

،t ِ عدد هر یِ برا میدهد، نتیجه این

[fl(t JIi)]∗ I = I. (4138)
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،ͳیعن که

I ◦ {[fl(t JIi)]−1} = I. (4139)

یا،

I ◦ [fl(t JIi)] = I. (4140)

میمانَد: ثابت [O(JI)](x) بر I پس

res{I; [O(JI)](x)} = constant. (4141)

جمله، از

D
(
res{I; [O(JI)](x)}

)
= 0. (4142)

ِ صحی) ِ یΈعدد البته و است، ثابت I آن بر که است، استوانه Έی JI با نقطه هر ِ مدار ترتیب، این به

و) نیست بزرگتر m (از که هست l یِ) ͳنامنف

[O(JI)](x) = Kl × Rm−l. (4143)

یِ ͳفضا-یِ-خط Έی در بˇعدی l یِ چنبره Έی یِ ͳدِکَرت-ِِ ِ-ضرب- حاصل- [O(JI)](x) ͳیعن

ست. بˇعدی (m− l)

میشود نتیجه است، I(x) با برابر [O(JI)](x) یِ مجموعه بر I ِ مقدار که این از

{[O(JI)](x)} ⊆ {I−1[I(x)]}. (4144)

تعریف، ِ طبق

I−1[I(x)] = {y | I(y) = I(x)}. (4145)
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َند، مستقل-از-هم Im تا I1 چون و است. y یِ برا معادله m ِ دستΎاه Έی I(y) = I(x) یِ رابطه

فضا-یِ-فاز ِ بˇعد با برابر I−1[I(x)] ِ بˇعد ترتیب، این به َند. مستقل-از-هم دستΎاه این ِ معادلات

است: m یِ منها

dim{I−1[I(x)]} = 2m−m. (4146)

پس،

dim{I−1[I(x)]} = m. (4147)

میدهد نتیجه که

dim{I−1[I(x)]} = dim{[O(JI)](x)}. (4148)

یِ بردارها جمله از است. [O(JI)](x) ان هم مˇضعˆن I−1[I(x)] میشود نتیجه (4148) و (4144) از

[O(JI)](x) بر JIi َند. یسان مˇضعˆن ،[O(JI)](x) بر مماس یِ بردارها و I−1[I(x)] بر مماس

میدهد نتیجه که است. مماس I−1[I(x)] بر JIi پس است. مماس

DJIi
I = 0. (4149)

مفصلتر، است. (4137) ان هم که

DJIi
Ij = 0. (4150)

است. (4136) ان هم که

دارد: عضو m و است خطͳ-مستقل {(i, JIi) | i} یِ مجموعه

car{(i, JIi) | i} = m. (4151)

هر در I−1[I(x)] بر مماس یِ فضا ِ بˇعد چون پس َند. مماس I−1[I(x)] بر هم ها JIi از Έی هر

پس، است. I−1[I(x)] بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی {(i, JIi) | i} است، m نقطه

T {I−1[I(x)]} = span{(i, JIi) | i}. (4152)
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پس، است. [O(JI)](x) بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی {(i, JIi) | i} ترتیب، ین هم به

T {[O(JI)](x)} = span{(i, JIi) | i}. (4153)

مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی البته و ،I−1[I(x)] بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی JI میΎویم سادِتر؛

پس، است. ،[O(JI)](x) بر

T {I−1[I(x)]} = span(JI). (4154)

T {[O(JI)](x)} = span(JI). (4155)

ی ci
j یِ عددها پس ست. فضا این یِ برا پایه Έی JI اند. I−1[I(x)] بر مماس یِ فضا در ها ui گیرم

که هستند

ui = cji JIj . (4156)

ترتیب، این به

J(ui, uj) = cki c
l
j J(JIi , JIj ),

= cki c
l
j {Ii, Ij}. (4157)

میدهد نتیجه یˆند، ͳپˇو͈سˇن ها Ii چون که،

J(ui, uj) = 0. (4158)

،[O(JI)](x) بر مماس یِ فضا یا ،I−1[I(x)] بر مماس یِ فضا ِ دˇ-بردار هر بر همتافته ِ دˇ-فرم ِ اثر ͳیعن

است. صفر

یِ پایه Έی [O(JI)](x) بر مماس یِ فضا آمد، دست به پیش ِ بخش در چه آن ِ اساس بر

که ͳویژگ این با دارد، {(i, vi) | i}

res{fl(ti vi); [O(JI)](x)} = 1[O(JI)](x). (4159)
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اگر تنها و اگر

remf(ti) = 0, i ≤ l. (4160)

ti = 0, i > l. (4161)

Έی پس است. [O(JI)](x) در y گیرم میسازم. مختصات [O(JI)](x) یِ برا ها، vi از استفاده با

که هست (t1, . . . , tm)

2y = [fl(ti vi)](x). (4162)

هر به میشود نیستند: چنین tl تا t1 اما یˆند. یتا tm تا tl+1 یِ عددها ،(x البته (و y ِ معلوم-بودن با

[fl(ti vi)](x) که آن ͳب افزود، (صحی ِ یΈعدد فقط (و صحی ِ یΈعدد tl تا t1 یِ عددها از Έی

(صحی ِ یΈعدد فقط (و صحی ِ یΈعدد tl تا t1 یِ عددها از Έی هر به میشود واق΄ در کند. تغییر

کند: تغییر fl(ti vi که آن ͳب افزود،

fl

[
l∑

i=1

(ti + bi) vi +
m∑

i=l+1

ti vi

]
= fl

(
m∑
i=1

ti vi

)
. (4163)

مینم. تعریف ها ti ان هم را (y ِ (مختصات ها yi َند. صحی ها bi که

yi = ti. (4164)

که است رˇشن

y = [fl(yi vi)](x). (4165)

یِ برا یند. یتا remf(yl) تا remf(y1) اما نیستند، یتا yl تا y1 یˆند. یتا ym تا yl+1 ترتیب این به

َند: صفر xm تا xl+1 و َند، صحی xl تا x1 هم، x ِ خُد

xi ∈ Z, i ≤ l. (4116)

xi = 0, i > l. (4117)

گرفت. صفر را ها xi یِ همه میشود جمله از



زاویه و کنش یِ متغیرها ۶۵۴

ِ مبدئ ِ جا-به-جا-کردن با متناظر این افزود. ثابت ِ اعداد مختصات این به میشود که است رˇشن

است: مختصات

ϕi(y) = ϕi0 + yi. (4118)

نتیجه، در

y =
(
fl{[ϕi(y)− ϕi0] vi}

)
(x). (4166)

البته، و

Lvj ϕ
i = δij . (4167)

که است معلوم و

ϕi(x) = ϕi0. (4121)

پس،

y =
(
fl{[ϕi(y)− ϕi(x)] vi}

)
(x). (4168)

با یˆند: ͳدِرِئ ͳیعن اند، زاویه ِ شبیه که اند ϕl تا ϕ1 فقط واق΄ در میΎویم. ͳزاویِئ ِ مختصات ها ϕi به

نمیشود. عوض نقطه آنها به (Έی) معین ی مقدار ِ افزایش

مختصات- از (q,p) ِ Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی پس َند. مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Im تا I1

و ͳپˇو͈سˇن Im تا I1 که این از َند. مستقل-از-هم Im تا I1 و qm تا q1 که هست (q, p) ِ Έِکانُنی

یِ تان̃ها Im تا I1 که هست Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی میشود نتیجه ضمنَن َند، مستقل-از-هم

هم I ′m تا I ′1 که است رˇشن اند. Im تا I1 از مستقل-از-هم، یِ تابعیها I ′m تا I ′1 گیرم َند. آن با متناظر

یˆند: ͳپˇو͈سˇن

{I ′i, I ′j} = 0. (4169)
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که هستند ͳی ها ai
j میشود نتیجه اند Im تا I1 فقط ِ تاب΄ I ′m تا I ′1 که این از

d I ′j = aij d Ij . (4170)

تا I ′1 و qm تا q1 میدهم نشان است. وارون-پذیر a میدهد نتیجه َند، مستقل-از-هم I ′m تا I ′1 که این

که هستند ها) di و ها c′i) ضریب دسته Έی گیرم کار، این یِ برا َند. مستقل-از-هم I ′m

c′i d I ′i + di d qi = 0. (4171)

پس،

ci d Ii + di d qi = 0. (4172)

که

ci = aij c
′j . (4173)

َند: صفر (4172) در دیفرانسیلها یِ ضریبها َند، مستقل-از-هم Im تا I1 و qm تا q1 چون

ci = 0. (4174)

di = 0. (4175)

َند: صفر هم ها c′i میشود نتیجه است، وارون-پذیر a که این با همراه ،(4174) و (4173) از

c′i = 0. (4176)

َند. مستقل-از-هم I ′m تا I ′1 و qm تا q1 ͳیعن هم این َند. صفر ها di و ها c′i میدهد نتیجه پس(4171)

Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی میشود نتیجه ضمنَن َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن I ′m تا I ′1 که این از البته

َند. آن با متناظر یِ تان̃ها I ′m تا I ′1 که هست

ͳتابع m آن و َند مستقل-از-هم آنها و qm تا q1 که باشد ͳتابع m ِ ساختن هدف اگر پس

یِ تابعیها از ͳتای m یِ دسته هر میشود باشند، Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی با متناظر یِ تان̃ها بتوانند

برد. کار به Im تا I1 ِ خُد یِ جا به را Im تا I1 از مستقل-از-هم
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با را γ ِ خم با متناظر ِ کنش میسازم. چنین را اند Im تا I1 فقط ِ تاب΄ که ͳی تابعیها از دسته Έی

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان A(γ)

A(γ) =

∫
dom(γ)

(d t)Ξ[(D γ)(t)]. (4177)

که،

Ξ = pi d qi. (4178)

میشود. چنین (4177) یِ رابطه شده. گرفته نظر در سمت-دار یِ بازه Έی dom(γ) البته و

A(γ) =

∫
γ[dom(γ)]

Ξ. (4179)

یا،

A(γ) =

∫
img(γ)

Ξ. (4180)

مینویسم. چنین سادِتر، را، این و

A(γ) =

∫
γ

Ξ. (4181)

میشود دیده

dΞ = (dpi) ∧ (d qi). (4182)

پس، است. Έکانُنی (q, p) اما

(d pi) ∧ (d qi) = (d pi) ∧ (d qi). (4183)

ترتیب، این به

dΞ = (d pi) ∧ (d qi). (4184)
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،ͳیعن که

dΞ = −J. (4185)

است: γ2 از γ1 ِ تفاضل آن ِ مرز که هست S (ِ (سمت-دار ِ سط Έی که َند چنان γ2 و γ1 گیرم

γ2 − γ1 = b(S). (4186)

میشود دیده

A(γ2)− A(γ1) =

∫
γ2

Ξ−
∫
γ1

Ξ,

=

∫
b(S)

Ξ,

=

∫
S
dΞ. (4187)

یا،

A(γ2)− A(γ1) = −
∫
S
J. (4188)

گیرم جمله، ∫از
S
J = 0. (4189)

صورت، این در

A(γ2) = A(γ1). (4190)

نیست)، بزرگتر l از (که i ِ مثبت ِ صحی ِ یΈعدد و است، [O(JI)](x) در که y یِ نقطه Έی با

میسازم: γi,y ِ خم Έی

y ∈ {[O(JI)](x)}. (4191)

dom(γi,y) = [0, 1]. (4192)

γi,y(t) = [fl(t vi)](y). (4193)
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میشود دیده

res{fl(vi); [O(JI)](x)} = 1[O(JI)](x). (4194)

است: بسته ِ خم Έی γi,y

γi,y(0) = y. (4195)

γi,y(1) = y. (4196)

میدهم: نشان Ai,y با را γi,y با متناظر ِ کنش نمیند. قط΄ را ش َ خُد انتها) و ابتدا در (جز و

Ai,y = A(γi,y). (4197)

ͳیعن که

Ai,y =

∮
γi,y

Ξ. (4198)

این میدهم نشان است. بسته) ِ (خم حلقه Έی γi,y چون رفته، کار به حلقه بر انتΎرال-گیری ِ نماد

است. [O(JI)](x) در نقطه Έی y′ گیرم ͳیعن ندارد. ͳΎبست y به انتΎرال

y′ ∈ {[O(JI)](x)}. (4199)

صورت، این در

Ai,y′ = Ai,y. (4200)

که هست w Έی میشود نتیجه (4199) و (4191) از که مینم شروع اینجا از اثبات، یِ برا

w ∈ [span(JI)]. (4201)

y′ = [fl(w)](y). (4202)
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مینم. تعریف چنین را x ِ تاب΄

dom(x) = [0, 1]× [0, 1]. (4203)

x(s, t) = [fl(t vi)]{[fl(sw)](y)}. (4204)

میشوند: جا-به-جا هم با vi و w البته

w ⋄ vi = 0. (4205)

میدهد نتیجه که

[fl(t vi)] ◦ [fl(sw)] = fl(sw+ t vi). (4206)

نوشت. چنین میشود را (4204) پس

x(s, t) = [fl(sw+ t vi)](y). (4207)

میشود دیده

x(0, �) = γi,y. (4208)

x(1, �) = γi,y′ . (4209)

کلیتر،

x(s, �) = γi,[fl(sw)](y). (4210)

همچنین،

res{fl(vi); [O(JI)](x)} = 1[O(JI)](x). (4211)

پس،

x(�, 1) = x(�, 0). (4212)
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مینم: تعریف x ِ تصویر را S ِ سمت-دار یِ ناحیه

S = img(x). (4213)

میشود دیده

(sw) ∈ [span(JI)]. (4214)

(t vi) ∈ [span(JI)]. (4215)

میشود نتیجه ،x ِ تعریف و است، [O(JI)](x) در y که این با همراه اینها، از

S ⊆ {[O(JI)](x)}. (4216)

میشود دیده همچنین،

b(S) = img[x(1, �)]− img[x(0, �)]

− {img[x(�, 1)]− img[x(�, 0)]}. (4217)

میشود نتیجه (4212) از

img[x(�, 1)] = img[x(�, 0)]. (4218)

پس،

b(S) = img[x(1, �)]− img[x(0, �)]. (4219)

،ͳیعن که

b(S) = img(γi,y′)− img(γi,y). (4220)

سادِتر،

b(S) = γi,y′ − γi,y. (4221)
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ͳیعن که

∫
b(S)

=

∫
γi,y′

−
∫
γi,y

. (4222)

جمله، از

∫
b(S)

Ξ =

∫
γi,y′

Ξ−
∫
γi,y

Ξ. (4223)

یا،

∫
b(S)

Ξ = Ai,y′ − Ai,y. (4224)

یِ فضا ِ دˇ-بردار هر بر همتافته ِ دˇ-فرم ِ اثر میشود نتیجه است، [O(JI)](x) یِ زیرمجموعه S که این از

نتیجه، در است. صفر S بر همتافته ِ دˇ-فرم ِ انتΎرال پس است. صفر S بر مماس

∫
b(S)

Ξ = 0. (4225)

میدهد نتیجه که

Ai,y′ − Ai,y = 0. (4226)

است. (4200) ان هم این و

مینم. تعریف چنین را p(s, t) و q(s, t) دیΎر، ی بیان به

qj(s, t) = qj [x(s, t)]. (4227)

pj(s, t) = pj [x(s, t)]. (4228)

مینم. تعریف چنین هم را Ai(s)

Ai(s) =

∫ 1

0

(d t) (pj D2 q
j)(s, t). (4229)
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میشود دیده

Ai,y = Ai(0). (4230)

Ai,y′ = Ai(1). (4231)

ترتیب، این به

Ai,y′ − Ai,y =

∫ 1

0

(d s) (DAi)(s). (4232)

میدهد نتیجه که

Ai,y′ − Ai,y =

∫ 1

0

(d s)

∫ 1

0

(d t) [(D1 pj)D2 q
j + pj D1 D2 q

j ](s, t). (4233)

∫همچنین، 1

0

(d t) (pj D1 D2 q
j)(s, t) =

∫ 1

0

(d t) (pj D2 D1 q
j)(s, t). (4234)

جزئ-به-جزئ، یِ انتΎرال-گیری با و

∫ 1

0

(d t) (pj D2 D1 q
j)(s, t) = (pj D1 q

j)(s, 1)− (pj D1 q
j)(s, 0)

−
∫ 1

0

(d t) [(D2 pj)D1 q
j ](s, t). (4235)

میشود نتیجه (p و q ِ تعریف البته (و ،x ِ تعریف و این ستاز ͳهمان [O(JI)](x) به fl(vi) ِ تحدید

(pj D1 q
j)(s, 1)− (pj D1 q

j)(s, 0) = 0. (4236)

پس،

∫ 1

0

(d t) (pj D2 D1 q
j)(s, t) = −

∫ 1

0

(d t) [(D2 pj)D1 q
j ](s, t). (4237)

میشود. چنین (4233) ترتیب، این به

Ai,y′ − Ai,y =

∫ 1

0

(d s)

∫ 1

0

(d t) [(D1 pj)D2 q
j − (D2 pj)D1 q

j ](s, t). (4238)
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یا،

Ai,y′ − Ai,y =

∫
[0,1]×[0,1]

(d s) ∧ (d t)

[(D1 pj)D2 q
j − (D2 pj)D1 q

j ](s, t),

=

∫
[0,1]×[0,1]

[(d pj) ∧ (d qj)](s, t),

= −
∫
[0,1]×[0,1]

J(x),

= −
∫
[0,1]×[0,1]

x∗ J,

= −
∫
x([0,1]×[0,1])

J. (4239)

یا،

Ai,y′ − Ai,y = −
∫
S
J. (4240)

است. ،(4200) یا ،(4226) ان هم (4240) پس است. صفر S بر J ِ انتΎرال

دست به γi از پیوسته ی تبدیل با که ست ی خم γ′i که داد گسترش ی حالت به میشود را نتیجه این

شرطها این با هست، x′ یِ پیوسته ِ تاب΄ Έی گیرم میئاید.

dom(x′) = [0, 1]× [0, 1]. (4241)

img(x′) ⊆ {[O(JI)](x)}. (4242)

x′(�, 1) = x′(�, 0). (4243)

x′(0, �) = γi,y. (4244)

x′(1, �) = γ′i. (4245)

میشود نتیجه آمد، بالا در چه آن با مشابه کاملَن

A(γ′i) = Ai,y. (4246)
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که باشد چنان γ′ ِ خم اگر که است این واق΄ در نتیجه

γ′ − γi,y = b(S′), (4247)

آنΎاه است، [O(JI)](x) یِ زیرمجموعه S′ ِ سمت-دار یِ ناحیه که

A(γ′) = Ai,y. (4248)

S′ باشد قرار اگر و باشد. بسته γ′ که است این (4247) یِ برا لازم ِ شرط Έی که است رˇشن البته

باشد: [O(JI)](x) یِ زیرمجموعه باید هم γ′ ِ تصویر باشد، [O(JI)](x) یِ زیرمجموعه

img(γ′) ⊆ {[O(JI)](x)}. (4249)

سادِتر،

γ′ ⊆ {[O(JI)](x)}. (4250)

در که ͳی ها y یِ برا که است رˇشن ندارد، ͳΎبست y به Ai,y میدهد نشان هم (4200) یِ رابطه

و است، [O(JI)](x) در که γ′ یِ) (بسته ِ خم هر یِ برا کنش ترتیب، این به اند. [O(JI)](x)

γ′ از مستقل است، [O(JI)](x) ِ سمت-دار یِ زیرمجموعه Έی ِ مرز (γ′ − γi,y) که است چنان

در که ͳی ها y یِ (برا ندارد ͳΎبست y به هم این ِ خُد که است، γi,y یِ برا کنش با برابر جمله از است،

اند). [O(JI)](x)

(γ′ − γi,x) که مینم تعریف γ′ یِ) (بسته یِ خمها یِ همه یِ مجموعه را ECi,x یِ مجموعه

است: [O(JI)](x) ِ سمت-دار یِ زیرمجموعه Έی ِ مرز

ECi,x = {γ′ | (γ′ − γi,x) = b(S′i,x)}. (4251)

S′i,x ⊆ {[O(JI)](x)}. (4252)

مینم. تعریف چنین را Ai یِ ͳتابع

Ai(x) = A(γi,x). (4253)
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براورˆد، را (4247) که γ′ هر یِ برا میشود دیده

A(γ′) = Ai(x). (4254)

جمله، از

∀ y ∈ {[O(JI)](x)} :

Ai,y = Ai(x). (4255)

البته، و

∀ y ∈ {[O(JI)](x)} :

Ai,y = Ai(y). (4256)

پس،

∀ y ∈ {[O(JI)](x)} :

Ai(y) = Ai(x). (4257)

،ͳیعن که

Ai ◦ [fl(tj JIj )] = Ai. (4258)

با است همئرز این

[fl(tj JIj )]∗ Ai = Ai. (4259)

با است همئرز هم این و

∀ j :

LJIj
Ai = 0. (4260)
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با است همئرز که

∀ j :

{Ai, Ij} = 0. (4261)

مینم. ثابت را قضیه این کار، این یِ برا نیستند. مستقل-از-هم Im تا I1 و Ai میدهم نشان

که چنان َند، فضا-یِ-فاز بر ͳی ِ-بردارها میدان- ek تا e1 گیرم :C یِ قضیه

J(ei, ej} = 0. [(i ≤ k) ∧ (j ≤ k)] (4262)

mاست: از بزرگتر k و

k > m. (4263)

نیست. خطͳ-مستقل {(i, ei) | i ≤ k}اینصورت در است. فضا-یِ-فاز ِ mب̶عد که

یِ مجموعه ͳیعن این َند. مستقل-از-هم ek تا e1 ͳیعن نیست. درست حم گیرم اثبات، یِ برا

فضا-یِ-فاز بر مماس یِ فضا یِ برا (e) یΈپایه مجموعه این با است. خطͳ-مستقل {(i, ei) | i ≤ k}

که چنان میسازم،

e = {(i, ei) | i ≤ (2m)}. (4264)

ei = e8i, i ≤ k. (4265)

ei = e88i−k, i > k. (4266)

میدهم: نشان k̃ با را (2m− k)

k̃ = 2m− k. (4267)

که است رˇشن

k̃ < k. (4268)
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و

e = {(i, e8i) | i ≤ k} ∪ {(j, e88j ) | j ≤ k̃} (4269)

ترتیب، این به

J� � =

(J 8 8)� � (J 8 88)� �

(J 88 8)� � (J 88 88)� �

 . (4270)

میشود دیده است، k با برابر ها e8i ِ تعداد که این با همراه ،(4262) از

(J 8 8)� � = 0k×k. (4271)

J 88 8 یِ رتبه ،(4268) یِ رابطه است، k از کوچتر k̃ چون پس است. (k̃ × k) ِ ماتریس Έی J 88 8

است: k̃ از نابزرگتر

rank(J 88 8) ≤ k̃. (4272)

اند. J 88 8 یِ ستونها یِ بقیه از ͳی ِ-خطیها ترکیب- J 88 8 یِ ستونها از تا (k− k̃) ِ-کم دست- ͳیعن این

یِ ستونها یِ بقیه از ͳخط ِ ترکیب Έی J 88 8 یِ ستونها از یΈی ِ-کم دست- پس است. مثبت (k− k̃)

ِ ستون ستونها) ِ جا-به-جا-کردن (با را ستون این میشود شود، کاسته کلیت از که این ͳب است. J 88 8

پس کرد. اول

∃ (c2, . . . , ck) ∋

∀ j ≤ k̃ :

J(e88j , e
8
1) =

k∑
i=2

ci J(e88j , e
8
i). (4273)

مینم. تعریف چنین را ẽ81

ẽ81 = e81 −
k∑

i=2

ci e8i. (4274)
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میشود دیده

∀ j ≤ k̃ :

J(e88j , ẽ
8
1) = 0. (4275)

میشود نتیجه هم ẽ81 ِ تعریف و (4262) از

∀ i ≤ k :

J(e8i, ẽ
8
1) = 0. (4276)

میشود نتیجه ،(4276) و (4275) ِ روابط با همراه ،e ِ تعریف از

∀ i ≤ (2m) :

J(ei, ẽ
8
1) = 0. (4277)

،ͳیعن که

J(�, ẽ81) = 0. (4278)

است: صفر ẽ81 میدهد نتیجه (4278) پس است. ناتین J ِ ماتریس

ẽ81 = 0. (4279)

ͳیعن هم این که است، خطͳ-وابسته {(i, e8i) | i ≤ k} میشود نتیجه هم (4279) و (4274) از

یِ نتیجه به است خطͳ-مستقل {(i, ei) | i ≤ k} که فرض این است. خطͳ-وابسته {(i, ei) | i ≤ k}

است. نادرست پس انجامیده، ش َ خُد ِ خلاف

مستقل-از-هم Im تا I1 و Ai که این ِ اثبات به برمیΎردم شد. ثابت C یِ قضیه ترتیب این به

میسازم: چنین را em+l تا e1 یِ ِ-برداریها میدان- ،Im تا I1 و Ai با نیستند.

ej = JIj , j ≤ m. (4280)

em+1 = JAi . (4281)
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که است. برقرار (4262) میشود دیده

k = m+ 1. (4282)

برقرار C یِ قضیه ِ فرض ترتیب این به است. برقرار هم (4263) یِ رابطه ،k این با که است رˇشن و

ͳیعن هم این است. خطͳ-وابسته {(i, ei) | i ≤ k} که میشود، نتیجه قضیه ِ حم پس است.

که است، خطͳ-وابسته J [(d I) ∪ {(m+ 1,dAi)}]

{(i,d Ii) | i ≤ m} (4283)

نتیجه است، ناتین J که این با همراه است، خطͳ-وابسته J [(d I) ∪ {(m+ 1,dAi)}] که این از

مستقل-از-هم Im تا I1 و Ai ͳیعن هم این است. خطͳ-وابسته (d I) ∪ {(m + 1,dAi)} میشود

نیستند.

(d I) پس َند. مستقل-از-هم Im تا I1 است. Im تا I1 فقط ِ تاب΄ (مˇضعˆن) Ai میدهم نشان

خطͳ-مستقل (d I) و است خطͳ-وابسته (d I) ∪ {(m+ 1,dAi)} که این از است. خطͳ-مستقل

است: (d I) یِ پهنه در (dAi) میشود نتیجه است،

(dAi) ∈ span(d I). (4284)

که هست (ci
1, . . . , ci

m) Έی ͳیعن است. (d I) از ͳخط ِ ترکیب Έی (dAi) پس

dAi = ci
j d Ij . (4285)

واق΄، در است. Im تا I1 فقط ِ تاب΄ (مˇضعˆن) Ai ͳیعن هم این و

ci
j =

∂ Ai

∂ Ij
. (4286)

dAi =
∂ Ai

∂ Ij
d Ij . (4287)

جمله، از

{Ai,Aj} =
∂ Aj

∂ Ik
{Ai, Ik}. (4288)



زاویه و کنش یِ متغیرها ۶٧٠

میدهد نتیجه ،(4261) از استفاده با هم، این و

{Ai,Aj} = 0. (4289)

یˆند. ͳپˇو͈سˇن ها Ai ͳیعن

فاز چنبره-یِ 99

و ͳپˇو͈سˇن که هستند فضا-یِ-فاز از ͳتابع m گیرم مینم. ͳبررس را بˇعدی (2m) ِ فضا-یِ-فاز Έی

و َند مستقل-از-هم که هستند فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن َند، مستقل-از-هم

{Ii, Ij} = 0. (3222)

مینم ͳبررس را ی حالت ست. بˇعدی m یِ استوانه Έی [O(JI)](x) فضا-یِ-فاز، در x هر با متناظر

است: چنبره استوانه-یِ-فاز این که

[O(JI)](x) = Km. (4290)

چنبره استوانه-یِِ-فاز که حالت، این در میΎویم. فاز یِ یΈچنبره استوانه-یِ-فاز این به صورت این در

هستند: Am تا A1 یِ ͳتابع m است،

Ai(x) = A(γi,x). (4253)

یˆند: ͳپˇو͈سˇن جمله از اند. Im تا I1 فقط ِ تاب΄ کدام هر که

{Ai,Aj} = 0. (4289)

میدهم: نشان A با را (A1, . . . ,Am)

A = (A1, . . . ,Am). (4291)

است: ناتین I به نسبت A ِ مشتق گیرم

ker(DI A) = {0}. (4292)
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آن، با همئرز یا،

rank(DI A) = m. (4293)

مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که فاز یِ فضا از ͳتابع m هر َند. مستقل-از-هم Am تا A1 صورت این در

میشود را Am تا A1 پس گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی با متناظر یِ تان̃ها میشود را باشند

میΎویم. کنش یِ متغیرها اینها به گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته با متناظر یِ تان̃ها

یِ ͳتابعm میشود نتیجه َند، Έکانُنی ِ مختصات یΈدسته با متناظر یِ تان̃ها Am تا A1 که این از

ِ Έکانُنی-ِ یΈجایΎشت- همچنین، کانُنیΈاست. (ϑ,A) که چنان هستند، فضا-یِ-فاز از ϑm تا ϑ1

ِ تابعͳ-یِ-مولد پس َند. مستقل-از-هم Am تا A1 و qm تا q1 که چنان هست، (q, p) از (q, p)

چنین گرفت. (q,A) ِ تاب΄ میشود را میند تبدیل (ϑ,A) به را (q, p) که ِ-کانُنیΈی تبدیل- با متناظر

میدهم: نشان Υ̃ با را تابعͳ-یِ-مولد این و مینم

pi =
∂ Υ̃

∂ qi
. (2746)

ϑi =
∂ Υ̃

∂ Ai
. (4294)

مفصلتر،

pi(q,A) =
∂ [Υ̃(q,A)]

∂ qi
. (4295)

ϑi(q,A) =
∂ [Υ̃(q,A)]

∂ Ai
. (4296)

میشود دیده

Υ̃(q,A) = Υ̃(q0,A) +

∫ q

q0

(d qi)
∂ [Υ̃(q,A)]

∂ qi
. (4297)

میشود ،(4295) یِ رابطه از استفاده با که،

Υ̃(q,A) = Υ̃(q0,A) +

∫ q

q0

(d qi) pi(q,A). (4298)
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و نیست. خُش-تعریف واقعˆن بالا یِ رابطه در Υ̃ پس دارد. ͳΎبست مسیر به راست، ِ طرف ِ انتΎرال

نوشت: چنین باید را (4298)

Υ̃(q0,A, γ) = Υ̃(q0,A) +

∫
γ

(d qi) pi(q,A). (4299)

میشود دیده است. ثابت A آن ِ کل بر و است، q آن یِ انتها و q0 آن یِ ابتدا که است خم Έی γ ∫که
γ

(d qi) pi(q,A) = A(γ). (4300)

ترتیب، این به

Υ̃(q0,A, γ) = Υ̃(q0,A) + A(γ). (4301)

γ2 و γ1 گیرم است. خُش-تعریف مˇضعˆن (4298) یِ رابطه ِ چپ ِ طرف در Υ̃ داد نشان میشود اما

مˇضعˆن است. یسان هم شان یِ انتها و است یسان شان یِ ابتدا که َند، استوانه-یِ-فاز Έی در خم دˇ

S ِ مرز (γ2 − γ1) و است، استوانه-یِ-فاز آن یِ زیرمجموعه که هست S (ِ (سمت-دار ِ سط Έی

است:

γ2 − γ1 = b(S). (4186)

یِ برا که هست نقطه آن از ͳΎهمسای Έی استوانه-یِ-فاز، Έی در نقطه هر با متناظر که این دقیقتر

است) یسان هم شان یِ انتها و است یسان شان یِ ابتدا (و یˆند ͳΎهمسای آن در که γ2 و γ1 یِ خمها

S ِ مرز (γ2 − γ1) و است، استوانه-یِ-فاز آن یِ زیرمجموعه که هست S (ِ (سمت-دار ِ سط Έی

میشود نتیجه است، استوانه-یِ-فاز Έی یِ زیرمجموعه S که این با همراه ،(4186) از است.

A(γ2) = A(γ1). (4190)

کند تغییر γ و بمانند ثابت A و q و q0 اگر مˇضعˆن، ،(4301) ِ راست ِ طرف در دوم یِ جمله پس

Υ̃(q,A, γ) میدهد نتیجه که است، A و q و q0 فقط ِ تاب΄ جمله این مˇضعˆن، ،ͳیعن نمیشود. عوض

میدهم: نشان Υ̃(q,A) ان هم با را Υ̃(q0,A, γ) پس نیست). وابسته γ (به است A و q فقط ِ تاب΄

Υ̃(q0,A, γ) = Υ̃(q,A). (4302)
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برد. کار به را (4298) ان هم میشود مˇضعˆن، و،

میΎیرم: مشتق Aj به نسبت (4298) از

∂ [Υ̃(q,A)]

∂ Aj
=
∂ [Υ̃(q0,A)]

∂ Aj
+

∂

∂ Aj

[∫ q

q0

(d qi) pi(q,A)

]
. (4303)

میدهد نتیجه ،(4296) از استفاده با هم، این

ϑj(q,A) = ϑj(q0,A) +
∂

∂ Aj

[∫ q

q0

(d qi) pi(q,A)

]
. (4304)

به است. برقرار مˇضعˆن فقط هم (4298) و است، خُش-تعریف مˇضعˆن فقط Υ̃ ِ تابعͳ-یِ-مولد البته

یِ نقطه است. برقرار مˇضعˆن فقط (4304) و َند خُش-تعریف مˇضعˆن فقط هم ها ϑj ترتیب، ین هم

میشود نتیجه جمله از ،(4304) از میدهم. نشان x با را (q0,A) ِ مختصات با متناظر

ϑj [γk,x(t)] = ϑj(q0,A) +
∂

∂ Aj

[∫
γk,x,t

(d qi) pi(q,A)

]
. (4305)

است: [0, t] به γk,x ِ تحدید γk,x,t که

γk,x,t = res{γk,x; [0, t]}. (4306)

مینویسم. هم چنین را (4305) یِ رابطه

ϑj [γk,x(t)] = ϑj(x) +
∂

∂ Aj

[∫
γk,x,t

(d qi) pi(q,A)

]
. (4307)

[O(JI)](x) در γk,x,t ِ خم ِ تصویر که است رˇشن البته شد. داده نمایش (q0,A) ِ خُد با x یِ نقطه که

ِ مقدار ،(γk,x ِ (متغیر s ِ تغییر-دادن پس است. [O(JI)](x) در s هر یِ برا ،γk,x(s) ͳیعن است.

نمیند: عوض را A

A[γk,x(s)] = A(x). (4308)

میدهد. تغییر را q فقط و
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اند 0 از ͳΎهمسای Έی در که ͳهای t یِ برا فقط ͳیعن است، برقرار مˇضعˆن فقط (4307) یِ رابطه

ِ اول یِ جمله ان هم t = 1 یِ ازا به چپ ِ طرف میبود، برقرار سراسری (4307) اگر است. برقرار

چون میشد، راست ِ طرف

γk,x(1) = x (4309)

کرد: حساب مستقیمˆن میشود را ϑj [γk,x(1)] اما

ϑj [γk,x(1)] = ϑj(x) +
∂

∂ Aj

[∫
γk,x,1

(d qi) pi(q,A)

]
. (4310)

همچنین،

∫
γk,x,1

(d qi) pi(q,A) =

∮
γk,x

(d qi) pi(q,A). (4311)

میدهد نتیجه که

∫
γk,x,1

(d qi) pi(q,A) = Ak. (4312)

پس،

ϑj [γk,x(1)] = ϑj(x) +
∂ Ak

∂ Aj
. (4313)

یا،

ϑj [γk,x(1)] = ϑj(x) + δjk. (4314)

مینم. تعریف چنین را (∆k ϑ
j)

∆k ϑ
j = ϑj [γk,x(1)]− ϑj(x). (4315)

میشود. چنین (4314) یِ رابطه

∆k ϑ
j = δjk. (4316)
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خم یِ انتها به خم یِ ابتدا از γk,x ِ خم یِ رو نقطه ی وقت میدهد، نشان را ϑj ِ تغییر (∆k ϑ
j)

اما اند). x ان هم (هر-دˇ َند یسان آن یِ انتها و ابتدا پس است. بسته ِ خم Έی γk,x البته برود.

به ابتدا از و میند حرکت γk,x ِ خم بر نقطه ی وقت میدهد نشان است، (4314) ان هم که ،(4316)

واق΄ در نیست. تاب΄ سراسری ϑپس میند. تغییر 1 یِ اندازه به ϑk میرسد، ست) ابتدا ان هم (که انتها

ϑ که ی حال در است. γk,x(t) فقط ِ تاب΄ ϑ میئاید بر آن از چون نیست، ی دقیق ِ نماد ϑ[γk,x(t)]

است. (x یِ ابتدای با ی (خم γ و x ِ تاب΄

است. چنین ϑ یِ برا دقیقتر ِ شل Έی ،(4299) یِ رابطه ِ شبیه

ϑj(q0,A, γ) = ϑj(q0,A) +

(
∂

∂ Aj

)
q

[∫
γ

(d qi) pi(q,A)

]
. (4317)

را رابطه این است. ثابت A آن ِ کل بر و است، q آن یِ انتها و q0 آن یِ ابتدا که است خم Έی γ که

مینویسم: خاص ِ خم Έی یِ برا

ϑj(x, t) = ϑj(x, 0) +

(
∂

∂ Aj

)
q

[∫
γx,t

(d qi) pi

]
. (4318)

γx,t بر انتΎرال شده. داده نشان ϑ(x, t) با هم ϑ(x, γx,t) ست. ͳتای mΈی که مشخصشده، t با خم

میشود. تعریف چنین

∫
γx,t

=
m∑

k=1

∫
γ
k,xk−1,tk

. (4319)

که،

x0 = x. (4320)

xk = γk,xk−1
(tk), k > 0. (4321)

ی وقت است. xk ش یˆ انتها که است، γk,xk−1,tk ُم k یِ ته است: ته m ِ خم Έی γx,t واق΄ در

صفر لزومˆن بسته ِ خم این بر انتΎرال اما است. بسته ِ خم Έی γx,t ِ خم ِ ُم k یِ ته باشد صحی tk

جمله، از ∫نیست.
γx,t

(d qi) pi = Ai floor(t
i) +

∫
γx,remf(t)

(d qi) pi. (4322)
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مینم. تعریف چنین را remf(t) و floor(t) یِ نمادها

floor(t) = [floor(t1), . . . , floor(tm)]. (4323)

remf(t) = [remf(t1), . . . , remf(tm)]. (4324)

ترتیب، این ∫به
γx,t

(d q) p = Afloor(t) +

∫
γx,remf(t)

(d q) p. (4325)

ϑ(x, t) = floor(t) + ϑ[x, remf(t)]. (4326)

تغییر صحی ِ عدد Έی یِ اندازه به شان ِ مقدار بسته، یِ خمها بر حرکت با اند: زاویه ِ شبیه ها ϑi

[O(JI)](x) بر یسان ای نقطه با َند، صحی (ϑ′i − ϑi) یِ همه ی وقت ،ϑ و ϑ′ ͳیعن این میند.

میΎویند. زاویه (ِ (مختصات یِ متغیرها ها ϑi به َند. متناظر

تاب΄ Έی ِ مثل را ϑ که میبˆرم، کار به را نادقیقتر) ͳول) سادِتر یِ نماد-گذاری ان هم پس این از

ست). چند-مقداری ی تاب΄ (یا نیست تاب΄ ϑ واق΄ در چند هر میدهد، نشان

است. چنین مختصات این یِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇنها پس است. Έکانُنی (ϑ,A)

{ϑi, ϑj} = 0. (4327)

{ϑi,Aj} = δij . (4328)

{Ai,Aj} = 0. (4289)

میشود: ساخته x بر ها fl(t JI) ِ اثر با که است، چنبره-یِ-فاز Έی [O(JI)](x) یِ مجموعه

[O(JI)](x) = {[fl(t JI)](x) | t}. (4329)

برد: کار به هم را ها) Ai) کنش یِ متغیرها ِ خُد ها، Ii یِ جا به میشود

[O(JI)](x) = {[fl(t JA)](x) | t}. (4330)

نوشت. چنین میشود را (4330) البته

[O(JA)](x) = {[fl(t JA)](x) | t}. (4331)
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که است رˇشن

[O(JA)](x) = [O(JI)](x). (4332)

میشود نتیجه (4289) از

JAi ⋄ JAj = 0. (4333)

میشود نتیجه هم (4328) از

LJAj
ϑi = δij . (4334)

میدهند نتیجه (4334) و (4333) ِ روابط

∂
(
ϑi{[fl(t JA)](x)}

)
∂ tj

= δij . (4335)

میدهد نتیجه هم این و

ϑi{[fl(t JA)](x)} = ϑi(x) + ti. (4336)

ها
(
ϑi{[fl(t JA)](x)} − ϑi(x)

)
یِ همه اگر تنها و اگر است، x ان هم [fl(t JA)](x) جمله، از

باشند: صحی ها ti یِ همه اگر تنها و اگر است، x ان هم [fl(t JA)](x) پس باشند. صحی

∀ i : ti ∈ Z. ⇔

res{fl(t JA); [O(JA)](x)} = 1[O(JA)](x). (4337)

یا،

∀ i : ti ∈ Z. ⇔

res{fl(t JA); [O(JI)](x)} = 1[O(JI)](x). (4338)
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گرفت. چنین میشود را γk,x یِ خمها جمله از

γk,x(t) = [fl(t JAk
)](x). (4339)

میشود دیده

ϑi[γk,x(t)] = ϑi(x) + t δik. (4340)

Ai[γk,x(t)] = Ai(x). (4341)

هم، ϑ ِ ساختن یِ برا شده. ساخته I با که رفت کار به ͳی چنبره-یِ-فازها ،A ِ ساختن یِ برا

،Έکانُنی-ِ مختصات- این رفت. کار به Έکانُنی-ِ مختصات- دسته Έی و ،A چنبره-یِ-فازها، این

َند. دلبخاه کاملَن این جز و َند، مستقل-از-هم Am تا A1 و qm تا q1 که َند چنان ،(q, p)

نمیشوند. عوض چنیره-یِ-فازها میشود دیده (4332) از کرد. جایΎزین A ِ خُد با را I میشود

(به ϑm تا ϑ1 که است رˇشن کرد: جایΎزین (ϑ,A) ِ خُد با هم را (q,p) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- میشود

ͳاضاف یِ چیزها (ϑ,A) ِ ساختن یِ برا ترتیب، این به َند. مستقل-از-هم Am تا A1 و (qm تا q1 یِ جا

ست. ͳبدیه (ϑ,A) ِ خُد از (ϑ,A) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- ِ ساختن البته نیست. لازم (p و q و I)

این با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد ست. ͳهمان میند تبدیل (ϑ,A) به را (ϑ,A) که ی Έکانُنی-ِ تبدیل-

میدهم: نشان Υ̃ با را تابعͳ-یِ-مولد این و میΎیرم (ϑ,A) ِ تاب΄ را (ͳبدیه ِ ) Έکانُنی-ِ تبدیل-

Ai =
∂ Υ̃

∂ ϑi
. (4342)

ϑi =
∂ Υ̃

∂ Ai
. (4343)

مفصلتر،

Ai(ϑ,A) =
∂ [Υ̃(ϑ,A)]

∂ ϑi
. (4344)

ϑi(ϑ,A) =
∂ [Υ̃(ϑ,A)]

∂ Ai
. (4345)

میشود دیده

Υ̃(ϑ,A) = Υ̃(ϑ0,A) +

∫ ϑ

ϑ0

(d si)
∂ [Υ̃(s,A)]

∂ si
. (4346)
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میشود ،(4342) یِ رابطه از استفاده با که،

Υ̃(ϑ,A) = Υ̃(ϑ0,A) +

∫ ϑ

ϑ0

(d si)Ai(s,A). (4347)

میدهد نتیجه ،(4343) از استفاده با هم، این

ϑj = ϑj0 +
∂

∂ Aj

[∫ ϑ

ϑ0

(d si)Ai(s,A)

]
. (4348)

از Ai پس است. A فقط ِ تاب΄ Ai(s,A) جمله از است. A فقط ِ تاب΄ Ai(ϑ,A) که است رˇشن البته

میشود نتیجه و میئاید بیرون (4347) ِ ِ-راست طرف- ِ انتΎرال

Υ̃(ϑ,A) = Υ̃(ϑ0,A) + Aϑ− Aϑ0. (4349)

که هست Υ̃8 Έی میشود نتیجه این از

Υ̃(ϑ,A) = Aϑ+ Υ̃8(A). (4350)

میΎیرم: مشتق Ai به نسبت (4349) از

∂ [Υ̃(ϑ,A)]

∂ Ai
= ϑi +

∂ [Υ̃8(A)]
∂ Ai

. (4351)

میدهد نتیجه ،(4343) از استفاده با که،

ϑi = ϑi +
∂ [Υ̃8(A)]
∂ Ai

. (4352)

پس،

∂ [Υ̃8(A)]
∂ Ai

= 0. (4353)

مینم: چنین گرفت. صفر را آن میشود جمله از است. ثابت Υ̃8 ͳیعن که

Υ̃8 = 0. (4354)
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پس،

Υ̃(ϑ,A) = Aϑ. (4355)

انتظار از دور نتیجه این پس ست. ͳهمان میند تبدیل (ϑ,A) به را (ϑ,A) که ی Έکانُنی-ِ تبدیل-

نیست.

است. برقرار مˇضعˆن فقط هم (4347) و است، خُش-تعریف مˇضعˆن فقط Υ̃ ِ تابعͳ-یِ-مولد البته

است. چنین ϑ یِ برا دقیقتر ِ شل Έی َند. خُش-تعریف مˇضعˆن فقط هم ها ϑj ترتیب، ین هم به

ϑj(x, t) = ϑ0
j +

∫
γx,t

(d si)
∂ [Ai(s,A)]

∂ Aj
. (4356)

(4321) تا (4319) با γx,t بر انتΎرال و شده، داده نشان x با (ϑ0,A) ِ مختصات با متناظر یِ نقطه که

(4356) در انتΎرال-گیری ِ مسیر ترتیب، این به میΎیرم. (4339) ِ شل به را ها γk,x شده. تعریف

انتΎرال-ده البته َند. ثابت ها si یِ بقیه و میند تغییر tk تا 0 از sk ُم k یِ ته در که میشود چنین

واق΄، در کرد. عوض را ها si ِ تغییر-دادن ِ ترتیب میشود و است s از مستقل

∂ [Ai(s,A)]

∂ Aj
= δji . (4357)

میشود. چنین (4356) یِ رابطه ترتیب، این به

ϑj(x, t) = ϑ0
j +

∫ t1

0

(d s1) δj1 + · · ·+
∫ tm

0

(d sm) δjm. (4358)

،ͳیعن

ϑ(x, t) = ϑ0 + t. (4359)

میشود دیده جمله از

ϑ(x, t) = floor(t) + ϑ0 + remf(t). (4360)

است. (4326) ان هم که
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ِ تاب΄ هر یِ برا پس نمیند. عوض را نقطه صحی ِ عدد Έی یِ اندازه به ها ϑi از Έی هر ِ تغییر

یِ اندازه به ها ϑi از Έی هر ِ تغییر شود، نوشته ها ϑi ِ حسب بر X ی وقت ،[O(JI)](x) یِ دامنه با X

گیرم ،ͳیعن نمیند. عوض را X ِ مقدار صحی ِ عدد Έی

dom(X) = {[O(JI)](x)}. (4361)

صورت، این در

∀ i : bi ∈ Z. ⇒

X(ϑ+ b) = X(ϑ). (4362)

از Έی هر به نسبت شود، نوشته ها ϑi ِ حسب بر ی وقت ،[O(JI)](x) یِ دامنه با X ِ تاب΄ هر پس

Έی باشد) برداری ِ تاب΄ Έی (اگر ی چنین-تاب΄ میشود نتیجه جمله از است. 1 یِ دˇره با ͳدˇرِئ ها ϑi

دارد: فوریه یِ سری

X(ϑ) =
∑
n

Xn exp(2π inϑ). (4363)

مینم. تعریف چنین را Θn یِ ͳتابع

Θn(ϑ) = exp(2π inϑ). (4364)

میشود. چنین (4363) یِ رابطه

X(ϑ) =
∑
n

Xn Θn(ϑ). (4365)

بسته،

X = Xn Θn. (4366)

رفته. کار به جم΄-بندی ِ قرارداد راست، ِ طرف در که است رˇشن

یˆند، ͳدˇرِئ ها ϑi به نسبت و است ϑ شان ِ متغیر که برداری) ِ تاب΄ Έی و ͳتابع Έی (یا ͳتابع دˇ یِ برا

ip(X,Y) با Yرا در X یِ ͳدرون-ِ ِ-ضرب- حاصل- مینم. تعریف ͳدرون-ِ ِ-ضرب- حاصل- Έی
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مینم: تعریف چنین را آن و میدهم نشان

ip(X,Y) =

∫ 1

0

(dϑ1) · · ·
∫ 1

0

(dϑm) [X(ϑ)]⋆ [Y(ϑ)]. (4367)

میبˆرم. کار به را بسته ِ نماد این انتΎرال-گیری یِ برا است. x ِ ِ-مختلط مزدوج- x⋆ که

∫
(dϑ)X(θ) =

∫ 1

0

(dϑ1) · · ·
∫ 1

0

(dϑm)X(θ). (4368)

میشود. چنین (4367) یِ رابطه اینها، با

ip(X,Y) =

∫
(dϑ) [X(ϑ)]⋆ [Y(ϑ)]. (4369)

میشود دیده

∫
(dϑ) [Θm(ϑ)]

⋆ [Θn(ϑ)] = δm n. (4370)

َند: یه-متعامد (ͳدرون-ِ ِ-ضرب- حاصل- آن (با ها Θn ͳیعن (4370) یِ رابطه

ip(Θm,Θn) = δm n. (4371)

دست به را (4366) یِ رابطه در ها Θn ِ حسب بر X ِ بسط یِ ضریبها میشود تعامد، این از استفاده با

آورد:

ip(Θm,X) = Xn ip(Θm,Θn). (4372)

پس،

ip(Θm,X) = Xn δm n. (4373)

یا،

Xm = ip(Θm,X). (4374)
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آمده: پایین δ با شاخص که

Xm = δm n X
n. (4375)

میرود: بالا هم δ ِ وارون با شاخص

Xn = δm n Xm. (4376)

البته، و

δn k δ
m k = δmn . (4377)

نوشت. چنین میشود هم را (4374) یِ رابطه

Xn = ip(Θn,X). (4378)

نمیند: عوض را کمیتها شاخصها ِ ُ-بالا-بردن پایین- میروند، ُ-بالا پایین- δ با شاخصها ی وقت البته

Xn = Xn. (4379)

جمله، از

Xn = ip(Θn,X). (4380)

نشان mn(X) با را ست) ͳدˇرِئ ها ϑi به نسبت و است ϑش َ متغیر (که X یِ ِ-برداری تاب΄- ِ میانΎین

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم

mn(X) =

∫
(dϑ)X(ϑ). (4381)

میشود دیده

mn(Θn) = δ0n . (4382)

X0 = mn(X). (4383)

Xn = mn[(Θn)⋆ X]. (4384)
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همچنین، است. (4384) از ی خاص ِ حالت (4383) یِ رابطه

mn(XY) =
∑
n

X−n Yn. (4385)

است: فضا-یِ-فاز یِ دامنه با تاب΄ Έی X گیرم

dom(X) = P. (4386)

یِ مانسته آن یِ برا و است، [O(JI)](x) یِ دامنه با تاب΄ Έی [O(JI)](x) به X ِ تحدید صورت این در

است: برقرار (4362)

∀ i : bi ∈ Z. ⇒(
res{X; [O(JI)](x)}

)
(ϑ+ b) =

(
res{X; [O(JI)](x)}

)
(ϑ). (4387)

یا،

∀ i : bi ∈ Z. ⇒

X{ϑ+ b, [O(JI)](x)} = X{ϑ, [O(JI)](x)}. (4388)

یِ برا مقدار Έی ها [O(JI)](x) از Έی هر پس است. ثابت چنبری-یِ-فازها از Έی هر بر A ِ مقدار

یِ برا متمایز ِ مقدار دˇ متمایز ِ دˇ-چنبره-یِ-فاز هر ͳیعن است. Έبه-ی-Έی تناظر این گیرم میدهد. A

نوشت. A ِ حسب بر را [O(JI)](x) میشود بالا، یِ رابطه در صورت این در میدهند. A

∀ i : bi ∈ Z. ⇒

X
(
ϑ+ b, {[O(JI)](x)}(A)

)
= X

(
ϑ, {[O(JI)](x)}(A)

)
. (4389)

سادِتر، یِ نماد-گذاری Έی با یا،

∀ i : bi ∈ Z. ⇒

X(ϑ+ b,A) = X(ϑ,A). (4390)
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است. Έبه-ی-Έی A یِ مقدارها و چنبره-یِ-فازها ِ بین ِ تناظر مینم فرض پس این از

برقرار (4365) یِ مانسته X یِ برا پس است. فضا-یِ-فاز یِ دامنه با برداری ِ تاب΄ Έی X گیرم

است:

X(ϑ,A) = [Xn(A)]Θn(ϑ). (4391)

میشوند. چنین ها Xn البته و

Xn(A) = ip[Θn,X(�,A)]. (4392)

همچنین،

X0 (A) = mn[X(�,A)]. (4393)

Xn(A) = mn[(Θn)⋆ X(�,A)]. (4394)

همچنین، است. (4394) از ی خاص ِ حالت (4393) یِ رابطه

mn{[X(�,A)] [Y(�,A)]} =
∑
n

[X−n(A)] [Y−n(A)]. (4395)

انتΎرال-پذیری و ُ-زاویه کنش- 100

فضا- از ͳتابع m گیرم ست. بˇعدی (2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز که مینم ͳبررس را سیستم Έی

که هستند فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند یِ-فاز

و َند مستقل-از-هم

{Ii, Ij} = 0. (3222)

یˆند: ͳپˇوسˇن سیستم) با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن) H با ها Ii گیرم

{Ii,H} = 0. (3223)
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است. زمان) احتمالَن (و I فقط ِ تاب΄ ͳهˆمیلت̃ن میشود نتیجه جمله از است. انتΎرال-پذیر سیستم پس

ͳهˆمیلتن که این از ست. بˇعدی m یِ استوانه Έی [O(JI)](x) فضا-یِ-فاز، در x هر با متناظر

میشود نتیجه است، زمان) احتمالَن (و I فقط ِ تاب΄

ẋa
ns
=
∂ H

∂ Ii
{xa, Ii}. (4396)

یا،

ẋa
ns
=
∂ H

∂ Ii
(JIi)

a. (4397)

بسته،

ẋ
ns
=
∂ H

∂ Ii
JIi . (4398)

واق΄ در است. مماس [O(JI)](x) بر حرکت ِ مسیر پس است. مماس [O(JI)](x) بر راست ِ طرف

میمانَد: [O(JI)][x(t0)] در حرکت ِ مسیر میدهد نشان (4398)

[x(t)] ∈ {[O(JI)][x(t0)]}. (4399)

هر به َند) فضا-یِ-فاز فقط ِ تاب΄ ِ-حرکتها ثابت- (و است انتΎرال-پذیر سیستم ی وقت خاطر، این به

چنبره-یِ-فاز آن به باشد، چنبره استوانه-یِ-فاز اگر و میΎویند؛ ناوردا یِ استوانه Έی استوانه-یِ-فاز

میΎویند. ناوردا یِ چنبره

اند: چنبره استوانه-یِ-فازها که مینم ͳبررس را ی حالت

[O(JI)](x) = Km. (4290)

است: ناتین I به نسبت A ِ مشتق گیرم میدهم. نشان A با متناظر یِ ِ-کنشها متغیر-

ker(DI A) = {0}. (4292)

(و A فقط ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود هم را ͳهˆمیلتن و است، A ِ تاب΄ I (مˇضعˆن) صورت این در

متناظر A یِ برا مقدار Έی فقط با I ِ مقدار هر است: I فقط ِ تاب΄ A ِ مقدار نوشت. زمان) احتمالَن
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باشد، متناظر I یِ برا مقدار Έی فقط با هم A ِ مقدار هر ͳیعن باشد، Έبه-ی-Έی تناظر این اگر است.

پس این از نوشت. زمان) احتمالَن (و A فقط ِ حسب بر میشود هم را ͳهˆمیلت̃ن و است، A فقط ِ تاب΄ I

است. چنین مینم فرض

را انتΎرال-پذیر یِ سیستمها یِ برا ͳکل ِ نتای; میدهم. نشان ϑ با را متناظر یِ ِ-زاویِها متغیر-

ِ ِ-حرکت معادلات- زاویه، و کنش یِ متغیرها ِ حسب بر مینویسم. زاویه و کنش یِ متغیرها ِ حسب بر

یˆند. اینها H یِ ͳهˆمیلت̃ن با متناظر

ϑ̇i
ns
=
∂ H

∂ Ai
. (4400)

Ȧi
ns
= − ∂ H

ϑi
. (4401)

ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق میدهد نتیجه نوشت، (t ) زمان و A فقط ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود را ͳهˆمیلت̃ن که این

است: صفر زاویه یِ متغیرها به نسبت

∂ H

∂ ϑi
= 0. (4402)

میشود چنین (4401) ِ معادله-یِ-حرکت این، با

Ȧ
ns
= 0. (4403)

َند: ثابت بر-لاک ها Ai ͳیعن این

A(t)
ns
= A(t0). (4404)

میدهم: نشان νi با را Ai به نسبت H ِ مشتق

νi =
∂ H

∂ Ai
. (4405)

t و A فقط ِ تاب΄ νi ͳیعن است. چنین هم Ai به نسبت H ِ مشتق است، t و A فقط ِ تاب΄ H چون

میشود. چنین (4400) ِ معادله-یِ-حرکت است.

ϑ̇
ns
= ν[t,A(t)]. (4406)
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میشود نتیجه (4404) از

ν[t,A(t)]
ns
= ν[t,A(t0)]. (4407)

میشود. چنین (4406) ترتیب این به

ϑ̇(t)
ns
= ν[t,A(t0)]. (4408)

میدهد نتیجه که

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) +

∫ t

t0

(d s) ν[s,A(t0)]. (4409)

نیست: وابسته هم زمان به ͳیعن است، A فقط ِ تاب΄ H گیرم

∂ H

∂ t
= 0. (3202)

میشود: زمان از مستقل ͳیعن میشود، A فقط ِ تاب΄ هم ν صورت این در

∂ νi

∂ t
= 0. (4410)

میشود. چنین (4407) و

ν[A(t)]
ns
= ν[A(t0)]. (4411)

میشود: ثابت بر-لاک ν ͳیعن که

ν̇
ns
= 0. (4412)

میشود. چنین (4409) صورت این در

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + {ν[A(t0)]} (t− t0). (4413)
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به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق که ی حالت در َند ِ-حرکت معادلات- ِ جواب ،(4409) و (4404) ِ روابط

ِ جواب باشد، صفر هم زمان به نسبت ͳهˆمیلت̃ن ِ مشتق این، بر علاوه اگر، است. صفر زاویه یِ متغیرها

میشود. (4413) و (4404) ِ-حرکت معادلات-

یِ ͳویژگ میشوند. نتیجه حل-پذیر یِ سیستمها یِ برا که یˆند ی روابط از خاصی ِ شل روابط این

است. حرکت ِ ِ-دˇرِئͳ-بودن شبه- میشود، ظاهر اند) چنبره استوانه-یِ-فازها (وقتی اینجا که خاصی

نقطه ،صحی ِ عدد Έی یِ اندازه به شان ِ تغییر با اند: زاویه ِ شبیه ها ϑi که میئاید آنجا از ͳویژگ این

یِ معادله صورت این در است. مستقل-از-زمان ͳهˆمیلت̃ن که مینم ͳبررس را ی حالت نمیند. تغییر

نباشد، صفر νi اگر ،i هر یِ برا میشود دیده (4413) از است. (4413) زاویه ِ مختصات یِ برا حرکت

مینم. تعریف چنین را Ci میند. تغییر Έی یِ اندازه به ϑi که هست زمان Έی

Ci(A) =
1

νi(A)
νi(A) ̸= 0. (4414)

که است رˇشن

ϑi{t0 + Ci[A(t0)]} = ϑi(t0) + 1, νi(A) ̸= 0. (4415)

یِ اندازه به ϑi آن یِ ازا به که ست ی مثبت ِ زمان کوچترین |Ci| است: ϑi یِ برا حرکت یِ دˇره |Ci| و

میند. تغییر صحی ِ عدد Έی

یِ همه ِ تغییر اگر میشود، ترار نقطه نیست: ͳدˇرِئ حرکت یِ معادله ِ جواب ͳکل ِ حالت در البته

یِ اندازه به زمان که است این باشد، صحی ϑi ِ تغییر که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط باشد. صحیϑi

کند: تغییر Ci از صحی ی مضرب

[ϑi(t)− ϑi(t0)] ∈ Z. (4416)

⇔

t− t0
Ci[A(t0)]

∈ Z. (4417)
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اگر میشود، چنین باشد. برقرار ها i یِ همه یِ برا (4416) که است این شود ترار نقطه که این ِ شرط

اگر تنها و

∀ i | νi[A(t0)] ̸= 0 :

t− t0
Ci[A(t0)]

∈ Z. (4418)

صفر νi که ها i آن یِ (برا ست ها Ci[A(t0)] یِ همه ِ مشترک ِ مضرب Έی (t− t0) ͳیعن هم این

هر یِ برا اگر تنها و اگر براورˆد، را ی چنین-شرط که هست (t− t0) یِ برا ناصفر ِ مقدار Έی نیست).

صحی ِ عدد دˇ ِ نسبت با برابر Ci[A(t0)] به Cj [A(t0)] ِ نسبت َند) ناصفر هر-دˇ νj و νi (که j و i

باشد: گویا Ci[A(t0)] به Cj [A(t0)] ِ نسبت ͳیعن باشد،

∀ (i, j) | {νi[A(t0)] ̸= 0} ∧ {νj [A(t0)] ̸= 0} :

Cj [A(t0)]

Ci[A(t0)]
∈ Q. (4419)

νj و νi (که j و i هر یِ برا که این با است همئرز (4419) البته ست. گویا یِ عددها یِ مجموعه Q که

ِ نسبت ͳیعن باشد، صحی ِ عدد دˇ ِ نسبت با برابر νi[A(t0)] به νj [A(t0)] ِ نسبت َند) ناصفر هر-دˇ

باشد: گویا νi[A(t0)] به νj [A(t0)]

∀ (i, j) | {νi[A(t0)] ̸= 0} ∧ {νj [A(t0)] ̸= 0} :

νj [A(t0)]

νi[A(t0)]
∈ Q. (4420)

(ِ باضریبها-یِ-صحی) ِ مشترک ِ مضرب که هستند ͳی عددها صورت این در است. چنین گیرم

ِ بین مثبت ِ مقدار کوچترین هستند. است) ناصفر νi که ͳی ها i یِ (برا ها Ci[A(t0)] یِ همه

است. است) ناصفر νi که ͳی ها i یِ (برا ها Ci[A(t0)] ِ مشترک ِ مضرب کوچترین عددها، این

تعریف چنین را C میدهم. نشان lcm(S) با را S یِ مجموعه یِ اعضا ِ مشترک ِ مضرب کوچترین

مینم.

C = lcm{Ci | νi ̸= 0}. (4421)
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مینویسم. چنین را بالا یِ رابطه سادِتر، یِ نماد-گذاری Έی با

C = lcm{Ci | i}. (4422)

چندان نَ ی شل به میشود: حذف متناظر ِ Ci بودند، صفر ها νi از ی بعض اگر نماد-گذاری، این در

است. صحی ی عدد که است، صفر بینهایت به عدد هر ِ نسبت و است بینهایت متناظر ِ Ci دقیق،

مینویسم. هم شل این به را (4422) یا (4421) سرانجام،

C = lcm(C). (4423)

یا،

C = lcm

(
1

ν

)
. (4424)

شده. تعریف چنین (1/ν) که

1

ν
=

(
1

ν1
, . . . ,

1

νm

)
. (4425)

مفصلتر،

C(A) = lcm[C(A)]. (4426)

یا،

C(A) = lcm

[
1

ν(A)

]
. (4427)

حرکت یِ دˇره هم آن) ِ ِ-مطلق قدر- (یا Ci است. ϑi یِ برا حرکت ِ بسامد آن) ِ ِ-مطلق قدر- (یا νi

ِ-زمانها تغییر- یِ همه با نیست: خُش-تعریف ϑi یِ برا حرکت یِ دˇره باشد، صفر νi اگر است. ϑi یِ برا

باشد، گویا ِ-دˇرِها) جفت- (یا ِ-بسامدها جفت- یِ همه ِ نسبت اگر است. (صفر) صحی ϑi ِ تغییر

میشود. تعریف دˇره ِ وارون حرکت ِ بسامد حالت این در است. حرکت یِ دˇره و است خُش-تعریف C

میدهم: نشان ν با را حرکت ِ بسامد

ν =
1

C
. (4428)
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مفصلتر،

ν(A) =
1

C(A)
. (4429)

ترتیب، این به

1

ν
= lcm

(
1

ν

)
. (4430)

مفصلتر،

1

ν(A)
= lcm

[
1

ν(A)

]
. (4431)

متناظر یِ ͳبدیه ِ حالت میشوند. گذاشته کنار صفر یِ بسامدها بسامد، یا دˇره یِ محاسبه و وجود در البته

میمانَد. ثابت نقطه آن در که ست ی حرکت باشند، صفر بسامدها یِ همه که این با

فضا- شان یِ دامنه َند، ثابت بر-لاک که ͳی تابعیها که است این انتΎرال-پذیری ِ کلیتر ِ حالت

صورت این در دارند. هم زمان به صری یِ ͳΎوابست احتمالَن ͳیعن است. ِ-گسترش-یافته یِ-فاز-

افزود: (I0) دیΎر ِ ِ-حرکت ثابت- Έی Im تا I1 به میشود

I0 = Hτ . (4432)

ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن و است ثابت بر-لاک I0 است. سیستم با متناظر یِ ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن Hτ که

است: صفر هم Im تا I1 با آن یِ) (گسترش-یافته

{I0, Ii}τ = 0. (4433)

ترتیب، این به

{Iα, Iβ}τ = 0. (3214)

البته، و

{Iα, Hτ}τ = 0. (3215)
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میشود جمله، از بودند. فضا-یِ-فاز از ͳی تابعیها Im تا I1 که میشود، خاص ِ حالت ِ شبیه مسئله و

گرفت: p ِ خُد را ͳفضا-زمان یِ ͳهˆمیلت̃ن

Hτ = p. (4434)

صورت، این در

I0 = p. (3753)

ترار زمان ِ خُد تحول، ِ ͳط باشند: چنبره نمیتوانند ِ-فاز فضا-زمان- یِ استوانه-یِ-ناورداها البته

نیست. فشرده استوانه-یِ-فاز پس نمیمانَد. کران-دار و نمیشود

اَب̵رانتΎرال-پذیری و ُ-زاویه کنش- 101

فضا- از ͳتابع m گیرم ست. بˇعدی (2m) آن با متناظر ِ فضا-یِ-فاز که مینم ͳبررس را سیستم Έی

که هستند فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند یِ-فاز

و َند مستقل-از-هم

{Ii, Ij} = 0. (3222)

یˆند: ͳپˇوسˇن سیستم) با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن) H با ها Ii گیرم

{Ii,H} = 0. (3223)

است. زمان) احتمالَن (و I فقط ِ تاب΄ ͳهˆمیلت̃ن میشود نتیجه جمله از است. انتΎرال-پذیر سیستم پس

ͳبررس را ی حالت ست. بˇعدی m یِ استوانه Έی [O(JI)](x) فضا-یِ-فاز، در x هر با متناظر

اند: چنبره استوانه-یِ-فاز-ها که مینم

[O(JI)](x) = Km. (4290)

است: ناتین I به نسبت A ِ مشتق گیرم میدهم. نشان A با متناظر یِ ِ-کنشها متغیر-

ker(DI A) = {0}. (4292)
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(و A فقط ِ حسب بر (مˇضعˆن) میشود هم را ͳهˆمیلتن و است، A ِ تاب΄ I (مˇضعˆن) صورت این در

متناظر A یِ برا مقدار Έی فقط با I ِ مقدار هر است: I فقط ِ تاب΄ A ِ مقدار نوشت. زمان) احتمالَن

باشد، متناظر I یِ برا مقدار Έی فقط با هم A ِ مقدار هر ͳیعن باشد، Έبه-ی-Έی تناظر این اگر است.

پس این از نوشت. زمان) احتمالَن (و A فقط ِ حسب بر میشود هم را ͳهˆمیلت̃ن و است، A فقط ِ تاب΄ I

است. چنین مینم فرض

اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم این که این یِ برا لازم ِ شرط میدهم. نشان ϑ با متناظر یِ ِ-زاویِها متغیر-

مستقل- Im تا I1 و I ′ که چنان باشد، فضا-یِ-فاز از I ′ یِ ͳتابع Έی ِ-کم دست- که است این باشد،

ͳی تابعیها I ′l تا I ′1 هست: ͳاضاف ِ ِ-حرکت ثابت- l گیرم کلیتر، است. ثابت بر-لاک I ′ و َند، از-هم

I ′ ِ بسط َند. ثابت بر-لاک I ′l تا I ′1 و َند، مستقل-از-هم Am تا A1 و I ′l تا I ′1 َند، فضا-یِ-فاز از

است. چنین زاویه و کنش یِ متغیرها ِ حسب بر

I ′ = I ′m Θm. (4435)

مفصلتر،

I ′k(ϑ,A) = [I ′k
m(A)]Θm(ϑ). (4436)

که هست n ِ خطͳ-مستقل یِ مجموعه Έی که این با است همئرز َند، مستقل-از-هم A و I ′ که این

است: ناصفر I ′nkk ِ مقدار k هر یِ برا و دارد، عضو l

n = {(k, nk) | 1 ≤ k ≤ l}. (4437)

∀ k :

I ′nkk ̸= 0. (4438)

میشود دیده

∂ [Θm(ϑ)]

∂ ϑi
= 2π imi Θm(ϑ). (4439)

پس،

Θ̇m
ns
= 2π i (mϑ̇)Θm. (4440)
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میشود. چنین زمان به نسبت I ′ ِ مشتق

İ ′
ns
=
∑
m

{
∂ [I ′m(A)]

∂ Ak
Ȧk + 2π i (mϑ̇) I ′m(A)

}
Θm(ϑ). (4441)

است: ثابت بر-لاک A میشود نتیجه است، انتΎرال-پذیر سیستم که این از

Ȧ
ns
= 0. (4442)

است: A و زمان فقط ِ تاب΄ ϑ یِ ͳزمان ِ مشتق و

ϑ̇
ns
= ν(t,A). (4443)

ترتیب، این به

İ ′
ns
= 2π i

∑
m

(mν) I ′m Θm. (4444)

است: ثابت بر-لاک I ′

İ ′
ns
= 0. (4445)

که این با است همئرز ،(4444) از استفاده با این،

∀m :

(mν) I ′k
m = 0. (4446)

،(4438) از استفاده با پس،

nk ν = 0. (4447)

مفصلتر،

nk i ν
i = 0. (4448)
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آنΎاه باشند، صحی jk اگر که است رˇشن است. برقرار (4447) گیرم

jk nk i ν
i = 0. (4449)

تضمین jk ِ صحی-بودن اما باشد. صحی jk نیست لازم باشد، برقرار (4449) که این یِ برا البته

ست: ها nk i ِ مشترک یِ شمارنده Έی lk گیرم َند. صحی ها (jk nk i) یِ همه میند

∀ i :

nk i
lk
∈ Z. (4450)

که است رˇشن

nk i
lk

νi = 0. (4451)

این اما باشد. ها nk i ِ مشترک یِ شمارنده Έی lk نیست لازم باشد برقرار (4451) که این یِ برا باز،

lk اگر جمله، از َند. صحی ها (nk i/lk) میند تضمین باشد ها nk i ِ مشترک یِ شمارنده Έی lk که

است. چنین باشد ها nk i ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین

gcd{nk i | i} میدهم. نشان gcd(S) با را S یِ مجموعه یِ اعضا ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین

میدهم: نشان nk با را

nk = gcd{nk i | i}. (4452)

ترتیب، این به میدهم. نشان هم gcd(nk) با را gcd{nk i | i}

nk = gcd(nk). (4453)

میدهم: نشان n′k i با را (nk i/nk) ِ نسبت

n′k i =
nk i
nk

. (4454)

ترتیب، این به

n′k =
nk
nk
. (4455)
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که است رˇشن

∀ i :

n′k i ∈ Z. (4456)

البته، و

gcd(n′k) = 1. (4457)

حاصل یِ ضریبها که چنان کرد، کوچتر نمیشود را ها n′k i َند: اول بهم نسبت (k هر یِ (برا ها n′k i

گیرم ،ͳیعن باشند. متناسب ها n′ki با و بمانند صحی

∀ i :

n′k i
lk
∈ Z. (4458)

صورت، این در

|lk| = 1. (4459)

همچنین،

n′k i ν
i = 0. (4460)

این نیستند) A ِ تاب΄ (که باشند ͳی ͳاضاف یِ ِ-حرکتها ثابت- که این یِ برا ͳکاف و لازم ِ شرط

(که هستند ͳی ͳاضاف یِ ِ-حرکتها ثابت- ͳیعن باشد. صفر (nk ν) که باشند ی ناصفر یِ ها nk که است

باشند. خطͳ-وابسته صحی یِ ضریبها با بسامدها اگر تنها و اگر نیست)، A ِ تاب΄

Έی در میشود را ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها باشند، خطͳ-وابسته صحی یِ ضریبها با بسامدها اگر

میمانَد. صفر همچنان ͳخط-ِ ترکیب- و کرد، ضرب صحی ِ عدد

Έی بر میشود را ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها باشند، خطͳ-وابسته صحی یِ ضریبها با بسامدها اگر و

ͳخط-ِ ترکیب- البته و است. صحی ِ ضریب یΈدسته نتیجه و کرد، تقسیم شان ِ شمارنده-یِ-مشترک
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شان ِ مشترک یِ شمارنده بزرگترین بر را ͳخط-ِ ترکیب- یِ ضریبها میشود جمله از میمانَد. صفر همچنان

میمانَد. صفر همچنان ͳخط-ِ ترکیب- البته و است. صحی ِ ضریب دسته Έی نتیجه کرد. تقسیم

آن از میئاید. دست به (4460) یِ رابطه اند، خطͳ-وابسته صحی یِ ضریبها با بسامدها که این از

میشود نتیجه هم

Θ̇n′k

ns
= 0. (4461)

همچنین،

jk ∈ Z. ⇒

Θ̇jk nk
ns
= 0. (4462)

البته، و

jk ∈ Z. ⇒

Θ̇jk n′k

ns
= 0. (4463)

با بسامدها ͳیعن که نیست)، A ِ تاب΄ (که هست ͳاضاف ِ ِ-حرکت ثابت- Έی ی وقت ترتیب، این به

یِ ِ-حرکتها ثابت- این البته هست. ͳاضاف ِ-حرکت ثابت- یΈدسته اند، خطͳ-وابسته صحی یِ ضریبها

میشود دیده نیستند. مستقل-از-هم ͳاضاف

jk ∈ Z. ⇒

Θjk nk = (Θn′k
)jk nk . (4464)

A و t به ها nk i ،ͳکل ِ حالت در است. خطͳ-مستقل n و است، برقرار (4447) یِ رابطه گیرم

در است. (t,A) از پیوسته ی تاب΄ ها nk i از Έی هر ͳیعن است، پیوسته ͳΎوابست این گیرم اند. وابسته

ها nk i ِ نسبت واق΄ در البته است. ثابت است، صحی ش َ مقدار چون ها، nk i از Έی هر صورت این

است: l با برابر n ِ ماتریس یِ رتبه ͳیعن است، خطͳ-مستقل n که این است. مهم که است هم به

rank(n) = l. (4465)
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ِ صورت (در شود کاسته کلیت از که آن ͳب است. ناتین که دارد (l× l) ِ زیرماتریس Έی n ͳیعن این و

است. ناتین اول ِ ستون l ِ شامل ِ زیرماتریس که میΎیرم چنین ستونها) ِ جا-به-جا-کردن با لزوم

تعریف را Xi میΎیرند، را m تا 1 از یِ مقدارها ش یˆ شاخصها که X ِ شاخص-دار ِ کمیت با متناظر

ش یˆ شاخصها که مینم، تعریف را Xii و میΎیرند، را l تا 1 از یِ مقدارها ش یˆ شاخصها که مینم

که چنان میΎیرند؛ را m تا (l+ 1)1 از یِ مقدارها

Xi = (Xi)
i, 1 ≤ i ≤ l. (4466)

Xi = (Xii)
i, l < i ≤ m. (4467)

میشود، Έیتف nii و ni به n جمله از است. مشابه هم پایین ِ شاخص با یِ کمیتها یِ برا تعریف، این

است. n ِ آخر ِ ستون (m− l) ان هم nii و ،n ِ اول ِ ستون l ان هم ni که

مینم. تعریف چنین را k ِ ماتریس

k = (ni)
−1 n. (4468)

ترتیب، این به

ki = 1l×l. (4469)

kii = (ni)
−1 nii. (4470)

میشود دیده همچنین،

kX = Xi + kiiXii (4471)

البته،

n = [diag(n)]n′. (4472)

اند: n یِ مئلف̃ها ش َ رو-یِ-قطر یِ اعضا که ست، قطری ِ ماتریس Έی diag(n) که

[diag(n)]k
j = nk δ

j
k. (4473)
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ترتیب، این به

(ni)
−1 n = (n′i)

−1 n′. (4474)

میدهد نتیجه که

k = (n′i)
−1 n′. (4475)

با است همئرز (4447) یِ رابطه میشود دیده

νi = −kii νii. (4476)

میشود نتیجه ها Aj با ها ϑi یِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇنها از

{Θn′k
,A} = 2π in′k Θn′k

. (4477)

میدهند نتیجه (4477) و (4475) ِ روابط

{Θn′k
,A− Aik} = 0. (4478)

مینم. تعریف چنین را Ĩm+l تا Ĩ1 یِ تابعیها

Ĩi = Θn′i
, 1 ≤ i ≤ l. (4479)

Ĩi = (A− Aik)i, l < i ≤ m. (4480)

Ĩi = Ai−m, m < i ≤ (m+ l). (4481)

است. این (4480) ِ مفصلتر

Ĩi = Ai −
l∑

j=1

kji Aj , l < i ≤ m. (4482)
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میشود. چنین هم (4481) تا (4479) ِ روابط ِ وارون

Θn′i
= Ĩi, 1 ≤ i ≤ l. (4483)

Ai = Ĩi +
l∑

j=1

kji Ĩm+i, l < i ≤ m. (4484)

Ai = Ĩm+i, 1 ≤ i ≤ l. (4485)

Am تا A1 و Θn′l
تا Θn′1

است. (m+ l) شان ِ تعداد و َند مستقل-از-هم Am تا A1 و Θn′l
تا Θn′1

َند. مستقل-از-هم هم Ĩm+l تا Ĩ1 پس اند. شده نوشته Ĩm+l تا Ĩ1 یِ ͳتابع (m+ l) ِ حسب بر

میشود نتیجه ،(4481) و (4480) با همراه این، از َند. ثابت بر-لاک ها Ai همچنین،

˙̃Ii
ns
= 0, l < i ≤ (m+ l). (4486)

میشود دیده هم (4479) و (4461) از

˙̃Ii
ns
= 0, 1 ≤ i ≤ l. (4487)

ترتیب، این به

˙̃Ii
ns
= 0, 1 ≤ i ≤ (m+ l). (4488)

َند. ثابت بر-لاک ،Ĩm+l تا Ĩ1 ͳیعن

Ĩm+l تا Ĩl+1 میشود نتیجه ،(4481) و (4480) با همراه این، از یˆند. ͳپˇو͈سˇن ها Ai سرانجام،

یˆند: ͳپˇو͈سˇن

∀ (i, j) | {[l < i ≤ (m+ l)] ∧ [l < j ≤ (m+ l)]} :

{Ĩi, Ĩj} = 0. (4489)

میشود دیده هم (4480) و (4479) و (4478) از

∀ (i, j) | [(1 ≤ i ≤ l) ∧ (l < j ≤ m)] :

{Ĩi, Ĩj} = 0. (4490)
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میشود نتیجه ،(4479) با همراه یˆند، ͳپˇو͈سˇن ها ϑi که این از

∀ (i, j) | [(1 ≤ i ≤ l) ∧ (1 ≤ j ≤ l)] :

{Ĩi, Ĩj} = 0. (4491)

میدهد نتیجه (4489) البته و

∀ (i, j) | [(l < i ≤ m) ∧ (l < j ≤ m)] :

{Ĩi, Ĩj} = 0. (4492)

میشود نتیجه (4492) و (4491) و (4490) از ترتیب، این به

∀ (i, j) | [(1 ≤ i ≤ m) ∧ (1 ≤ j ≤ m)] :

{Ĩi, Ĩj} = 0. (4493)

باشد، چه هر j َند؛ ثابت بر-لاک َند؛ مستقل-از-هم Ĩm+l تا Ĩ1 یِ ͳتابع (m+ l) که این نتیجه

Ĩ1 را اینها نباشد، m از بزرگتر j اگر است: Ĩj آنها از ی Έی و یˆند ͳپˇو͈سˇن که هستند تابعیها این از تا m

میΎیرم. Ĩm+l تا Ĩl+1 را اینها باشد، l از بزرگتر j اگر و میΎیرم، Ĩm تا

است. اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم پس

یِ تان̃ها که میسازم، پریم-دار) ِ کانُنیΈ(مختصات ِ مختصات یΈدسته ،Ĩm تا Ĩ1 از استفاده با

َند. چنین آن با متناظر

p′i = n′i ϑ, 1 ≤ i ≤ l. (4494)

p′i = (A− Aik)i, l < i ≤ m. (4495)

ͳیعن اینها

exp(2π i p′i) = Ĩi, 1 ≤ i ≤ l. (4496)

p′i = Ĩi, l < i ≤ m. (4497)
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ِ Έکانُنی-ِ مختصات- به را (ϑ,A) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- که را، Υ̃ ِ تابعͳ-یِ-مولد یِ متغیرها

ترتیب، این به میΎیرم. p′ و ،ϑm تا ϑii و Ai میند، تبدیل (q′, p′)

−ϑi = ∂ Υ̃

∂ Ai
, 1 ≤ i ≤ l. (4498)

Ai =
∂ Υ̃

∂ ϑi
, l < i ≤ m. (4499)

q′i =
∂ Υ̃

∂ p′i
. (4500)

میشوند. چنین (4499) و (4498) ِ روابط

−ϑi =
∂ Υ̃

∂ Ai

. (4501)

Aii =
∂ Υ̃

∂ ϑii
. (4502)

است. چنین (4494) یِ رابطه

p′i = n′ ϑ. (4503)

یا،

p′i = n′i ϑi + n′ii ϑii. (4504)

میشود هم (4495) یِ رابطه

p′ii = Aii − Ai kii. (4505)

میشود نتیجه (4504) یِ رابطه از

ϑi = (n′i)
−1 p′i − kii ϑ. (4506)

میشود نتیجه (4506) و (4501) از

Υ̃ = Ai [−(n′i)−1 p′i + kii ϑii] + Υ̃8. (4507)
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است: صفر Ai به نسبت ش َ مشتق ͳیعن است، p′ و ϑii فقط ِ تاب΄ Υ̃8 که

∂ Υ̃8

∂ Ai

= 0. (4508)

میشود نتیجه (4505) و (4502) از

∂ Υ̃

∂ ϑii
= p′ii + Ai kii. (4509)

میدهد نتیجه ،(4507) از استفاده با که،

∂ Υ̃8

∂ ϑii
= p′ii. (4510)

ترتیب، این به

Υ̃8 = p′ii ϑii + Υ̃88. (4511)

است: صفر ϑii و Ai به نسبت ش َ مشتق ͳیعن است، p′ فقط ِ تاب΄ Υ̃88 که

∂ Υ̃88

∂ Ai

= 0. (4512)

∂ Υ̃88

∂ ϑii
= 0. (4513)

میΎذارم: (4507) در را (4511) یِ رابطه

Υ̃ = Ai [−(n′i)−1 p′i + kii ϑii] + p′ii ϑii + Υ̃88. (4514)

میشود چنین (4500) ترتیب، این به

q′i = −Ai (n
′
i)

−1 +
∂ Υ̃88

∂ p′i
. (4515)

q′ii = ϑii +
∂ Υ̃88

∂ p′ii
. (4516)

انتخاب، این با بΎیرم. صفر را آن که است این ساده ِ انتخاب Έی است. دلبخاه Υ̃88

Υ̃ = Ai [−(n′i)−1 p′i + kii ϑii] + p′ii ϑii. (4517)
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میشوند. چنین (4516) و (4515) ِ روابط و

q′i = −Ai (n
′
i)

−1. (4518)

q′ii = ϑii. (4519)

میشود پریم-دار، یِ تان̃ها ِ اساس بر واق΄ در پریم-دار، ِ Έکانُنی-ِ مختصات- ِ اساس بر

ان هم x با متناظر (ِ (پریم-دار ِ جدید ِ استوانه-یِ-فاز ساخت. استوانه-یِ-فاز ِ دیΎر یِ دسته Έی

[O(JA)](x) ان هم که است، [O(JI)](x) هم x با متناظر ِ قدیم ِ استوانه-یِ-فاز است. [O(Jp′)](x)

یِ استوانه-یِ-فازها ِ اشتراک و ،K2 و K1 به-ترتیب، با، را جدید و قدیم یِ استوانه-یِ-فازها است.

میدهم: نشان K1,2 با را جدید و قدیم

K1(x) = [O(JA)](x). (4520)

K2(x) = [O(Jp′)](x). (4521)

K1,2(x) = [K1(x)] ∩ [K2(x)]. (4522)

است: ثابت K2(x) بر هم p′ است. ثابت K1(x) بر A

res[A;K1(x)] = constant. (4523)

res[p′;K2(x)] = constant. (4524)

است: ثابت p′ هم و A هم ،K1,2(x) بر پس

res[A;K1,2(x)] = constant. (4525)

res[p′;K1,2(x)] = constant. (4526)

پس است. ثابت مجموعه آن بر هم p′ii باشد، ثابت مجموعه Έی بر A اگر میشود دیده (4505) از

که این و ،(4525) یِ رابطه است: ثابت K1,2(x) بر A که میشوند خلاصه این در (4524) و (4523)

است: ثابت K1,2(x) بر p′i

res[p′i;K1,2(x)] = constant. (4527)
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مجموعه آن بر هم A باشند، ثابت مجموعه Έی بر p′ii و Ai اگر میشود دیده همچنین (4505) از

بر p′ و است، ثابت K1,2(x) بر Ai که میشوند خلاصه این در (4524) و (4523) پس َند. ثابت

است: این ͳاول است. ثابت K1,2(x)

res[A′
i;K1,2(x)] = constant. (4528)

است. (4526) هم ͳدوم

یِ مجموعه K1,2 است. (m + l) شان یِ مئلف̃ها ِ تعداد ِ مجموعه و َند مستقل-از-هم p′i و A

است: [(2m)− (m+ l)] ش َ بˇعد پس است. -ثابت (A, p′i)

dim[K1,2(x)] = m− l. (4529)

ضمنَن K1,2 و است. (m+ l) شان یِ مئلف̃ها ِ تعداد ِ مجموعه و َند مستقل-از-هم هم p′ و Ai البته

میدهد. نتیجه را (4529) ان هم هم این که است. -ثابت (Ai, p
′) یِ مجموعه

ست: ͳپˇو͈سˇن (A, p′ii) نتیجه در و ست. ͳپˇو͈سˇن هم (Ai, p
′
ii) این، بر علاوه ست. ͳپˇو͈سˇن p′ii

{A, p′ii} = 0. (4530)

پس،

LJp′ii
A = 0. (4531)

است. مماس K1 بر res(Jp′
ii
;K1) ͳیعن این

ست: ͳپˇو͈سˇن (p′, p′ii) ترتیب، ین هم به

{p′, p′ii} = 0. (4532)

پس،

LJp′ii
p′ = 0. (4533)

است. مماس K2 بر res(Jp′
ii
;K2) ͳیعن هم این
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است. مماس K1 بر res(Jp′
ii
;K1,2) میشود نتیجه است، مماس K1 بر res(Jp′

ii
;K1) که این از

است. مماس K2 بر res(Jp′
ii
;K1,2) میشود نتیجه هم، است مماس K2 بر res(Jp′

ii
;K2) که این از

است. مماس K1,2 بر res(Jp′
ii
;K1,2) پس

ست: ͳپˇو͈سˇن p′ii

{(p′ii)i, (p′ii)j} = 0. (4534)

پس،

J(p′
ii)i
⋄ J(p′

ii)j
= 0. (4535)

res(Jp′
ii
;K1,2) جمله از است. خطͳ-مستقل Jp′

ii
پس َند. مستقل-از-هم p′ii یِ مئلف̃ها همچنین،

است: (m− l) با برابر هم res(Jp′
ii
;K1,2) یِ مجموعه یِ اعضا ِ تعداد است. خطͳ-مستقل

car[res(Jp′
ii
;K1,2)] = m− l. (4536)

است: K1,2 ِ بˇعد ان هم تعداد این و

dim(K1,2) = m− l. (4537)

است. K1,2 بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی res(Jp′
ii
;K1,2) ترتیب، این به

مینم. تعریف چنین را ui یِ ِ-برداریها میدان-

ui = res[J(A−Ai k)i ;K1,2]. (4538)

میشود دیده

ui = 0, 1 ≤ i ≤ l. (4539)

ui = res[J(p′
ii)i

;K1,2], l < i ≤ m. (4540)

همراه ،(4535) از و است. K1,2 بر مماس یِ فضا یِ برا پایه Έی {(i, ui) | l < i ≤ m} یِ مجموعه

میشود نتیجه ،(4539) البته و است، مماس K1,2 بر ها ui از Έی هر که این با

ui ⋄ uj = 0. (3900)
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میشود دیده ها ui ِ تعریف از

Lui (ϑi)
j = δji − kji. (4541)

Lui (ϑii)
j = δji . (4542)

Lui A = 0. (4543)

ترتیب، این به

ϑi{[fl(t u)](x)} = [ϑ(x) + t]i − k t. (4544)

ϑii{[fl(t u)](x)} = [ϑ(x) + t]ii. (4545)

A{[fl(t u)](x)} = A(x). (4546)

میشود. چنین هم (4544) یِ رابطه

ϑi{[fl(t u)](x)} = ϑi(x)− kii tii. (4547)

واق΄، در میرفت. انتظار که چنان نمیشوند، وارد fl(t u) در ti میدهد نشان که

t u = tii uii. (4548)

اگر تنها و اگر ست، ͳهمان fl(t u) میشود دیده (4547) و (4545) و (4545) ِ روابط از

kii tii ∈ Zl. (4549)

tii ∈ Zm−l. (4550)

میدهم: نشان H با را {(i, ui) | l < i ≤ m} یِ پهنه

H = span{(i, ui) | l < i ≤ m}. (4551)

میشود معلوم u ِ تعریف از

K1,2(x) = [O(ul+1, . . . , um)](x). (4552)
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و باشد H در v اگر که ͳویژگ این با است، H یِ زیرفضا Έی که هست Hc Έی شد دیده

res[fl(v);K1,2(x)] = 1K1,2(x), (4553)

است: H ان هم Hc اینجا است. Hc در v آنΎاه

Hc = H. (4554)

همچنین،

dim(H) = m− l. (4555)

که ست ͳی ِ-برداریها میدان- یِ مجموعه که (H یِ شبه ،Hd) دارد زیرمجموعه Έی H شد دیده

ست: ͳهمان K1,2(x) به آنها ِ شارش ِ تحدید

Hd = {w ∈ H | res[fl(w);K1,2(x)] = 1K1,2(x)}. (4556)

Έی که w هر یِ برا که (H یِ شبه ِ (مولد دارد Bc یِ پایه Έی است، H ان هم اینجا که ،Hc

یِ ضریبها یِ همه اگر تنها و اگر ست، ͳهمان K1,2(x) به fl(w) ِ تحدید است؛ Bc از ͳخط-ِ ترکیب-

که Bc یِ ِ-خطیها ترکیب- یِ همه یِ مجموعه با است برابر Hd ͳیعن باشند. صحی ͳخط-ِ ترکیب-

است: صحی شان یِ ضریبها

H = span(Bc). (4557)

Bc = {(i, vi) | l < i ≤ m}. (4558)

Hd =

{
m∑

i=l+1

bi vi
∣∣ (bl+1, . . . , bm) ∈ Zm−l

}
. (4559)

بسته،

Hd = {bii vii | bii ∈ Zm−l}. (4560)

ِ بˇعد ان هم که است، (m− l) شان ِ تعداد و َند، مماس K1,2 بر vm تا vl+1 یِ ِ-برداریها میدان-

است: K1,2

car(Bc) = dim(K1,2). (4561)
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یِ یΈچنبره با K1,2 پس باشند. صحی ها bi یِ همه اگر تنها و اگر ست، ͳهمان fl(bii vii) همچنین

ست: بˇعدی (m− 1) یِ چنبره Έی K1,2 سادِتر، است. همانریخت بˇعدی (m− l)

K1,2 = Km−l. (4562)

ِ اشتراک پس است. قدیم ِ یΈچنبره-یِ-فاز با جدید ِ چنبره-یِ-فاز ِ اشتراک Έی ان K1,2هم البته

: ست: بˇعدی (m− 1) یِ چنبره Έی قدیم ِ چنبره-یِ-فاز Έی با جدید ِ چنبره-یِ-فاز Έی

{[O(JA)](x)} ∩ {[O(Jp′)](x)} = Km−l. (4563)

حرکت ِ مسیر پس میمانَد. هم جدید ِ چنبره-یِ-فاز در و میمانَد، قدیم ِ چنبره-یِ-فاز در حرکت ِ مسیر

ست. −m)بˇعدی l) یِ چنبره Έی که میمانَد، اینها ِ اشتراک در

-ͳخط صحی یِ ضریبها با بسامدها اگر تنها و اگر است، اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم که این نتیجه

آنها با بسامدها که هست (صحی یِ مئلف̃ها (با خطͳ-مستقل ِ ضریب دسته l ی وقت باشند. وابسته

میمانَد. بˇعدی (m− l) یِ چنبره Έی در حرکت ِ مسیر اند، خطͳ-وابسته

که است این خاص ِ حالت Έی

l = m− 1. (4564)

Έی یِ چنبره Έی در حرکت ِ مسیر حالت این در هست. ͳاضاف ِ ِ-حرکت ثابت- (m − 1) ͳیعن که

در حرکت ِ مسیر حالت این در پس است. دایره ان هم (ͳتپلژی) بˇعدی Έی یِ چنبره میمانَد. بˇعدی

میمانَد. دایره Έی

که است این هم خاص ِ حالت Έی

l = m. (4565)

بˇعدی صفر یِ چنبره Έی در حرکت ِ مسیر حالت این در هست. ͳاضاف ِ ِ-حرکت ثابت- m ͳیعن که

میمانَد. نقطه Έی در حرکت ِ مسیر حالت این در پس است. نقطه Έی بˇعدی صفر یِ چنبره میمانَد.

ست. ͳهمان تحول ͳیعن
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گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی ͳکل ِ حالت در که Hاست، یΈسیستم با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

(در ِ-اولیه شرط- و زمان از X ِ تاب΄ Έی ِ شل به متناظر ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب گیرم است.

است. معلوم (t0 ِ زمان

x(t)
ns
= X[t, x(t0)]. (4566)

ست: ͳهمان X(t0, �) جمله، از

X(t0, �) = 1. (4567)

است. این هم معادله-یِ-حرکت

∂ {X[t, x(t0)]}
∂ t

= JH{t,X[t, x(t0)]}. (4568)
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پس، است. برقرار x(t0) هر با این البته

∂ [X(t, x)]

∂ t
= JH [t,X(t, x)]. (4569)

جدید ِ مختصات یِ رابطه که میسازم، وابسته-به-زمان ِ ِ-مختصات تبدیل- Έی X از استفاده با

است. چنین ها) xa) قدیم ِ مختصات با ها) x′a)

X(t, x′) = x. (4570)

میدهم: نشان X′(t, �) با را X(t, �) ِ وارون

X′(t, �)− [X(t, �)]−1. (4571)

پس،

x′ = X′(t, x). (4572)

با t ِ زمان در معادله-یِ-حرکت ِ جواب x که است این t ِ زمان در x′ با x یِ رابطه که است رˇشن

است. x′ با برابر (t0 ِ زمان (در اولیه ِ شرط

X′ ِ بین همچنین، نمیΎذارم. فرق تاب΄) ِ (مقدار x و (تاب΄) X ِ بین ،ͳسادِگ یِ برا پس این از

و t از ی تاب΄ x′ و است، x′ و t از ی تاب΄ x ترتیب، این به نمیΎذارم. فرق تاب΄) ِ (مقدار x′ و (تاب΄)

میشود. چنین هم (4568) و (4567) ِ روابط یِ مانسته است. x

x(t0, x
′) = x′. (4573)(

∂ x

∂ t

)
x′

= JH(t, x). (4574)

نوشت. چنین میشود را (4574) البته و

ẋa
ns
= {xa, H}. (4575)

با است همئرز (4573) و

x′(t0, x) = x. (4576)
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میشود دیده میمانند. ثابت تحول با x′ میدهم نشان

ẋ′a
ns
=

(
∂ x′a

∂ t

)
x

+

(
∂ x′a

∂ xb

)
t

ẋb. (4577)

همچنین،

(
∂ x′a

∂ t

)
x

= −
(
∂ x′a

∂ xb

)
t

(
∂ xb

∂ t

)
x′
. (4578)

میشود دیده هم (4574) از

ẋb
ns
=

(
∂ xb

∂ t

)
x′
. (4579)

میشود نتیجه (4579) و (4578) و (4577) از

ẋ′a
ns
= 0. (4580)

نمیشود. عوض تحول با ِ-اولیه، شرط- ͳیعن این نیست. هم عجیب که

میدهند نتیجه (4580) و (4577) و (4575) همچنین،

0 =

(
∂ x′a

∂ t

)
x

+

(
∂ x′a

∂ xb

)
t

{xb,H}. (4581)

،ͳیعن که

0 =

(
∂ x′a

∂ t

)
x

+ {x′a,H}. (4582)

هم پریم-دار) ِ مختصات با (متناظر H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن Έی ِ حسب بر را ها x′a یِ برا تحول یِ معادله

نوشت: میشود

ẋ′a
ns
= {x′a,H ′}. (3309)

میدهد نتیجه ،(4580) از استفاده با که،

{x′a,H ′} = 0. (4583)



وابسته-به-زمان ،Έکانُنی ِ اختلال ٧١۴

گذاشت: صفر را آن میشود پس است. زمان فقط ِ تاب΄ H ′ یِ ͳهˆمیلت̃ن ͳیعن این و

H ′ = 0. (3536)

است. صفر با) (همئرز پریم-دار ِ مختصات با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن که این نتیجه

ِ مختصات فقط ِ تاب΄ ها Ja b گیرم نیستند. ثابت لزومˆن ها Ja b و نیستند، Έکانُنی لزومˆن ها xa

صورت، این در َند. فضا-یِ-فاز

{xa, xb} = Ja b(x). (4584)

میشود دیده

{x′a, x′b} = [Jc d(x)]
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
. (4585)

میدهم: نشان Ja′ b′(t, x) با را راست ِ طرف

Ja′ b′(t, x) = [Jc d(x)]
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
. (4586)

میΎیرم: مشتق t به نسبت این از

∂ [Ja′ b′(t, x)]

∂ t
= [Jc d(x)]

(
∂2 x′a

∂ t ∂ xc
∂ x′b

∂ xd
+
∂ x′a

∂ xc
∂2 x′b

∂ t ∂ xd

)
,

= [Jc d(x)]

(
∂2 x′a

∂ xc ∂ t

∂ x′b

∂ xd
+
∂ x′a

∂ xc
∂2 x′b

∂ xd ∂ t

)
. (4587)

میشود ،(4582) از استفاده با که،

∂ [Ja′ b′(t, x)]

∂ t
= −[Jc d(x)]

(
∂ {x′a,H}

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
+
∂ x′a

∂ xc
∂ {x′b,H}
∂ xd

)
,

= −({{x′a,H}, x′b}+ {x′a, {x′b,H}}). (4588)

پس ست. ͳیاکُب کروشه-یِ-پˇو͈سˇن

{{x′a, x′b},H} = {{x′a,H}, x′b}+ {x′a, {x′b,H}}. (4589)
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ترتیب، این به

∂ [Ja′ b′(t, x)]

∂ t
= −{{x′a, x′b},H}. (4590)

،ͳیعن که

∂ [Ja′ b′(t, x)]

∂ t
= −{Ja′ b′(t, x),H}. (4591)

است. چنین Ja′ b′ یِ برا ِ-اولیه شرط-

Ja′ b′(t0, x) = Ja b(x). (4592)

است. (4592) یِ ِ-اولیه شرط- با همراه (4591) ِ معادله-یِ-دیفرانسیل ِ جواب Ja′ b′ ترتیب این به

همچنین،

∂ [Ja b(x′)]

∂ t
=
∂ [Ja b(x′)]

∂ x′c
∂ x′c

∂ t
. (4593)

میشود چنین ،(4582) از استفاده با که،

∂ [Ja b(x′)]

∂ t
= −∂ [J

a b(x′)]

∂ x′c
{x′cH},

= −{Ja b(x′),H}. (4594)

مفصلتر،

∂ {Ja b[x′(t, x)]}
∂ t

= −{Ja b[x′(t, x)],H} (4595)

میشود نتیجه (4576) از

Ja b[x′(t0, x)] = Ja b(x). (4596)

از اند. Ja b[x′(t, x)] یِ برا ِ-اولیه شرط- و معادله-یِ-دیفرانسیل (4596) و (4595) ِ روابط

یِ برا ِ-اولیه شرط- و معادله-یِ-دیفرانسیل میشود دیده ،(4592) و (4591) با اینها یِ مقایسه

َند: برابر هم با Ja′ b′(t, x) و Ja b[x′(t, x)] پس َند. یسان Ja′ b′(t, x) و Ja b[x′(t, x)]

Ja′ b′(t, x) = Ja b[x′(t, x)]. (4597)
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میشود چنین (4597) و َند، ثابت ها Ja b َند، Έکانُنی ها xa که ی خاص ِ حالت در

Ja′ b′(t, x) = Ja b. (4598)

یا،

{x′a, x′b} = Ja b. (1930)

که است رˇشن البته و َند. Έکانُنی پریم-دار ِ مختصات ِ-خاص) حالت- این (در میدهد نشان که

ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن با است برابر ِ-پریم-دار، مختصات- ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ِ-خاص) حالت- این (در

متناظر: ِ ِبͳ-پریم مختصات-

{x′a, x′b} = {xa, xb}. (�1933)

مختل-شده یِ ͳهˆمیلت̃ن 103

گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از ͳتابع Έی ͳکل ِ حالت در که Hاست، یΈسیستم با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

و است،

H = H0 + δ H. (4599)

H0معلوم با مسئله ِ حل که است این منظور معمولَن است. دلبخاه اصولَن (δ H) H0و Hبه ِ Έیتف

ͳیعن این است. اختلال ِ روش به اثر این یِ محاسبه هدف است. Έکوچ جواب بر (δ H) ِ اثر و است

که است این معمول است. تاب΄ Έی (δ H) آید. دست به (δ H) از ͳتوان یِ سری Έی ِ شل به جواب

مینویسند. آن ِ حسب بر را بسط و مینند وارد اختلال ِ پارامتر Έی ،(δ H) ِ حسب بر بسط یِ جا به

مینویسم. چنین را ε ِ حسب بر X یِ ͳتوان ِ بسط

X = X0 + δX. (4600)

δX =
∑
n≥1

εn Xn. (4601)
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ِ-اولیه شرط- و زمان از X0 ِ تاب΄ Έی ِ شل به H0 با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب گیرم

است. معلوم (t0 ِ زمان (در

x0(t)
ns
= X0[t, x(t0)]. (4602)

ست: ͳهمان X0(t0, �) البته، و

X0(t0, �) = 1. (4603)

است. این هم ،H0 با معادله-یِ-حرکت،

∂ {X0[t, x(t0)]}
∂ t

= JH0{t,X0[t, x(t0)]}. (4604)

پس، است. برقرار x(t0) هر با این البته

∂ [X0(t, x)]

∂ t
= JH0 [t,X0(t, x)]. (4605)

(t0 ِ زمان (در ِ-اولیه شرط- و زمان از X ِ تاب΄ Έی هم H با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب

برمیئاورˆد. را H0 و X0 ترتیب، به ی، جا به H و X با بالا، ِ معادلات ان هم که است؛

مستقیم ِ اختلال 104

ِ (پارامتر ε ِ حسب بر ͳتوان یِ یΈسری ِ شل به هم را X ِ خُد ،X یِ محاسبه یِ برا اختلال ِ روش در

است: یسان X0 و X یِ برا ِ-اولیه، شرط- مینویسم. اختلال)

X(t0, �) = X0(t0, �). (4606)

،ͳیعن که

(δ X)(t0, �) = 0. (4607)
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یا،

Xn(t0, �) = 0, n > 0. (4608)

میشود دیده

∂ [(δ X)(t, x)]

∂ t
= −∂ [X0(t, x)]

∂ t
+
∂ [X(t, x)]

∂ t
. (4609)

،X0 و X بر حاکم یِ معادله-یِ-دیفرانسیلها از استفاده با و،

∂ [(δ X)(t, x)]

∂ t
= −JH0 [t,X0(t, x)] + JH [t,X(t, x)]. (4610)

میشود. که

∂ [(δ X)(t, x)]

∂ t
= −JH0 [t,X0(t, x)] + JH0 [t,X0(t, x) + (δ X)(t, x)]

+ Jδ H [t,X0(t, x) + (δ X)(t, x)]. (4611)

و (4611) ِ معادله-یِ-دیفرانسیل δ)-برابر-با-صفر X) باشد، صفر (δ H) اگر میشود دیده جمله از

صفر هم (δ X) باشد، صفر (δ H) اگر ͳیعن است. جواب پس برمیئاورˆد، را (4607) یِ ِ-اولیه شرط-

میرود. انتظار که چنان است،

میشود دیده میدهم. بسط (δX) ِ حسب بر را راست ِ طرف ،(4611) یِ معادله در

Y(X+ δ X) = Y(X) +
∑
n≥1

{[(δ X) ∂]n Y}(X)
n!

. (4612)

میشود. چنین (4611) یِ معادله ترتیب این به

∂ (δ X)

∂ t
=
∑
n≥1

{[(δ X) ∂]n JH0}(t,X0)

n!

+
∑
n≥0

{[(δ X) ∂]n Jδ H}(t,X0)

n!
. (4613)
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،m > 0 یِ برا پس، است. برابر (4613) ِ دˇ-طرف در εm ِ ضریب ،m هر یِ برا

∂ Xm

∂ t
=
∑
n≥1

(
{[(δ X) ∂]n JH0}(t,X0)

n!

)
m

+
∑
n≥0

(
{[(δ X) ∂]n Jδ H}(t,X0)

n!

)
m

. (4614)

مینم. تعریف چنین را Y≤m و Y=m و Y<m

Y=m = εm Ym. (4615)

Y<m =
∑
i<m

εi Yi. (4616)

Y≤m =
∑
i≤m

εi Yi. (4617)

میشود چنین (4614) یِ معادله

∂ Xm

∂ t
= [(Xm ∂) JH0 ](t,X0) + Zm. (4618)

که،

Zm =

m∑
n=2

(
{[(δ X)<m ∂]n JH0}(t,X0)

n!

)
m

+

m−1∑
n=0

({[(δ X)<m ∂]n J(δ H)<m
}(t,X0)

n!

)
m

. (4619)

است. Xm−1 تا X0 و t فقط ِ تاب΄ Zm البته و

میئاید: دست به ها Xm یِ برا ͳبازگشت ی روابط ترتیب این به

∂ X0

∂ t
= JH0(t,X0). (4620)

∂ Xm

∂ t
= [(Xm ∂)JH0 ](t,X0) + Zm(t,X0, . . . ,Xm−1), m ≥ 1. (4621)

اند. (4608) و (4603) ِ روابط هم ها Xm یِ برا ِ-اولیه شرط- البته و

مینم. تعریف چنین را Zm ِ بردار Mو ِ ماتریس

Ma
b(t, x) = [∂b (JH0)

a][t,X0(t, x)]. (4622)

Za
m(t, x) = Za

m[t,X0(t, x), . . . ,Xm−1(t, x)]. (4623)
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میشود. چنین (4618) یِ معادله اینها، با

∂ Xa
m

∂ t
=Ma

b X
b
m + Za

m. (4624)

با یِ معادله ͳیعن ِ-دوم، ِ-طرف- بدون- یِ معادله ِ جواب از استفاده با میشود را معادله این ِ جواب

که میΎیرم چنان را U ِ ماتریس آورد: دست به ،(Zm = 0)

∂ U
∂ t

=MU . (4625)

مینم: تعریف چنین را Xm ِ متغیر ،(4624) ِ حل یِ برا

Xm = U Xm. (4626)

میشود. چنین (4624) ترتیب، این به

U ∂ Xm

∂ t
= Zm. (4627)

میدهد نتیجه که

Xm(t, x) = Xm(t0, x) +

∫ t

t0

(d s) [(U)−1Zm](s, x). (4628)

میشود. دیده ،(4626) با همراه ،(4608) یِ ِ-اولیه شرط- از

Xm(t0, x) = 0, m > 0. (4629)

ترتیب، این به

Xm(t, x) = [U(t, x)]
∫ t

t0

(d s) [(U)−1Zm](s, x). (4630)

ِ جواب میدهم نشان است. (4625) یِ معادله ِ جواب ِ حسب بر ،(4624) یِ معادله ِ جواب این

است. چنین (4625) یِ معادله

U(t, x) =
{[

Texp

∫ t

t0

(d s)

]
[M(s, x)]

}
U(t0, x). (4631)
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بست̃تر، یِ نماد-گذاری با یا،

U(t, x) =
{(

Texp

∫ t

t0

)
[M(�, x)]

}
U(t0, x). (4632)

است. چنین آن ِ تعریف Έی است. t تا t0 از مرتب یِ ͳنمای
(
Texp

∫ t

t0

)
)که

Texp

∫ t

t0

)
(Y) = lim

(∆ s)→0
{[1 + (sn − sn−1)Y(s̃n−ς)] · · ·

[1 + (s1 − s0)Y(s̃ς)]}. (4633)

همچنین، است. مثبت ِ صحی ِ عدد Έی n راست، ِ طرف در

ς =
1

2
. (927)

s0 = t0. (4634)

sn = t. (4635)

∆ s = max(|s1 − s0|, . . . , |sn − sn−1|). (4636)

∀ z : s̃z ∈ [[sz−ς , sz+ς ]]. (4637)

شده. تعریف چنین [[x, y]] ِ بͳ-سمت یِ بازه و

[[x, y]] = [min(x, y),max(x, y)]. (4638)

میشود نتیجه (4633) ِ تعریف )از
Texp

∫ t3

t1

)
(Y) =

[(
Texp

∫ t3

t2

)
(Y)

] [(
Texp

∫ t2

t1

)
(Y)

]
. (4639)

جمله، )از
Texp

∫ t

t

)
(Y) = 1. (4640)

)]پس،
Texp

∫ t2

t1

)
(Y)

]−1

=

(
Texp

∫ t1

t2

)
(Y). (4641)
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)همچنین،
Texp

∫ t+s

t0

)
(Y) = [1+ sY(t) + o(s)]

[(
Texp

∫ t

t0

)
(Y)

]
. (4642)

میشود ]}دیده
D

(
Texp

∫ �

t0

)]
(t)

}
(Y) =

{[
D

(
Texp

∫ t+�

t0

)]
(0)

}
(Y). (4643)

میشود نتیجه (4643) و (4642) ]}از
D

(
Texp

∫ �

t0

)]
(t)

}
(Y) = [Y(t)]

[(
Texp

∫ t

t0

)
(Y)

]
. (4644)

،ͳیعن که

∂

∂ t

[(
Texp

∫ t

t0

)
(Y)

]
= [Y(t)]

[(
Texp

∫ t

t0

)
(Y)

]
. (4645)

مینم. تعریف چنین را V(t, x) کار این یِ برا مینم. ثابت را (4632) یِ ادعا اینها، از استفاده با

V(t, x) =
{(

Texp

∫ t

t0

)
[M(�, x)]

}
U(t0, x). (4646)

میشود نتیجه (4645) از

∂ V
∂ t

=MV. (4647)

که این نتیجه برمیئاورˆد. U که برمیئاورˆد را ِ-اولیه شرط- ان هم و معادله-یِ-دیفرانسیل ان هم V پس

است. (4632) ان هم این است. V ان هم U

(4632) از میشود. حذف (4630) ِ راست ِ طرف از ،(4632) یِ رابطه در U(t0, x) میدهم نشان

میشود نتیجه

[U(s, x)]−1 = [U(t0, x)]−1

{(
Texp

∫ s

t0

)
[M(�, x)]

}−1

. (4648)

میشود. چنین (4630) یِ رابطه ترتیب، این به

Xm(t, x) =

{(
Texp

∫ t

t0

)
[M(�, x)]

}
∫ t

t0

(d s)

{(
Texp

∫ s

t0

)
[M(�, x)]

}−1

[Zm(s, x)]. (4649)
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را U میئاورم. دست به نمایͳ-یِ-مرتب یِ برا دیΎر ِ شل Έی ،(4645) و (4640) از استفاده با

مینم. تعریف چنین

U(t) =

(
Texp

∫ t

t0

)
(Y). (4650)

میشود نتیجه (4645) یِ معادله از

U̇ = YU. (4651)

میشود نتیجه هم (4640) یِ معادله از

U(t0) = 1. (4652)

ِ روش Έی که میبˆرم، کار به را پیَر ِ روش (4652) یِ ِ-اولیه شرط- با (4651) یِ معادله ِ حل یِ برا

میΎیرم: انتΎرال (4651) یِ معادله از کار این یِ برا است. ترار

U(t) = U(t0) +

∫ t

t0

(d s) [Y(s)]U(s). (4653)

میشود. چنین ،(4652) از استفاده با که،

U(t) = 1+

∫ t

t0

(d s) [Y(s)]U(s). (4654)

میسازم: ͳبازگشت یِ معادله Έی اینها، با

U[i+1](t) = 1+

∫ t

t0

(d s) [Y(s)]U[i](s), i ≥ 0. (4655)

U[0](t) = 1. (4656)

میدهم: نشان U[∞] با آن) ِ وجود ِ شرط (به را (i→∞) در U[i] ِ حد

U[∞] = lim
i→∞

U[i]. (4657)

شود، جا-به-جا انتΎرال-گیری با حد-گیری اگر میشود، دیده میΎیرم. حد (i→∞) در (4655) از

U[∞](t) = 1+

∫ t

t0

(d s) [Y(s)]U[∞](s). (4658)
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میدهم. انجام ترار ِ اˡعمال با را کار این .ͳبازگشت یِ معادله ِ حل میمانَد است. U ان هم U[∞] پس

میشود نتیجه ساده یِ استقرا Έی با

U[i](t) =
i∑

j=0

U(j)(t). (4659)

که،

U(j)(t) =

∫ t

t0

(d sj) [Y(sj)]

∫ sj

t0

(d sj−1) [Y(sj−1)] · · ·
∫ s2

t0

(d s1) [Y(s1)]. (4660)

ترتیب، این )به
Texp

∫ t

t0

)
(Y) =

∞∑
j=0

{∫ t

t0

(d sj) [Y(sj)]

∫ sj

t0

(d sj−1) [Y(sj−1)] · · ·

∫ s2

t0

(d s1) [Y(s1)]

}
. (4661)

ِ-متغیر تغییر- با اختلال 105

ِ تاب΄ است. مختل-نشده) یِ ͳهˆمیلت̃ن)H0 یِ مختل-شده که Hاست، یΈسیستم با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

معادله-یِ- ِ جواب X ِ تاب΄ و ،t0 در ِ-اولیه شرط- با ،H0 با متناظر ِ معادله-یِ-حرکت ِ جواب X0

چنین را گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از XI ِ تاب΄ است. t0 در ِ-اولیه شرط- با ،H با متناظر ِ حرکت

مینم. تعریف

X(t, �) = X0[t,XI(t, �)]. (4662)

،ͳیعن

X(t, �) = [X0(t, �)] ◦ [XI(t, �)]. (4663)

جمله، از

XI(t0, �) = 1. (4664)
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ست. ͳهمان XI(t, �) ͳیعن است، X0 ان هم X آنΎاه باشد، صفر (δ H) ͳیعن باشد، H0 ان هم H اگر

میدهم: نشان x′(t) با را XI[t, x(t0)] و ،x(t) با را X[t, x(t0)]

x(t) = X[t, x(t0)]. (4665)

x′(t) = XI[t, x(t0)]. (4666)

میشود دیده

x(t) = X0[t, x
′(t)]. (4667)

میشود نتیجه (4667) از مینویسم. را XI یِ برا تحول یِ معادله

ẋ(t)
ns
=
(
D {X0[�, x′(t)]}

)
(t) +

(
{Da [X0(t, �)]}[x′(t)]

)
ẋ′a(t). (4668)

میشود. چنین ،X0 و x یِ برا تحول یِ معادله از استفاده با هم، این

JH(t, x)
ns
= JH0(t, x) +

∂ [X0(t, x
′)]

∂ x′b
ẋ′b. (4669)

،ͳیعن

∂ xc

∂ x′b
ẋ′b

ns
= [Jc d(t, x)]

∂ [(δ H)(t, x)]

∂ xd
. (4670)

با است همئرز که

ẋ′a
ns
=
∂ x′a

∂ xc
[Jc d(t, x)]

∂ x′b

∂ xd
∂ [(δ H)(t, x)]

∂ x′b
. (4671)

مینم. تعریف چنین را (δ H)I و JI

Ja b
I (t, x′) =

∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
[Jc d(t, x)]. (4672)

(δ H)I(t, x
′) = (δ H)(t, x). (4673)

میشود. چنین (4671) یِ رابطه

ẋ′a
ns
= [Ja b

I (t, x′)]
∂ [(δ H)I(t, x

′)]

∂ x′b
. (4674)
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بسته،

ẋ′a
ns
= {x′a, (δ H)I}I. (4675)

قبلَن البته شده. تعریف ،J یِ جا به ،JI با کروشه-یِ-پˇو͈سˇن ͳیعن کروشه-یِ-پˇو͈سˇن یِ برا I ِ شاخص

باشند، t از مستقل ها Jc d(t, x) اگر شد معلوم

Ja b(x′) =
∂ x′a

∂ xc
∂ x′b

∂ xd
[Jc d(x)]. (4676)

باشند، t از مستقل ها Jc d(t, x) اگر پس

JI = J. (4677)

میشود چنین (4675) حالت این در

ẋ′a
ns
= {x′a, (δ H)I}. (4678)

x با x′ یِ رابطه میشود. داده H یِ ͳهˆمیلت̃ن با x یِ برا تحول یِ معادله نیست. انتظار از دور نتیجه این

که این از است. (H0 یِ ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد- (با Έکانُنی ِ تبدیل Έی X0(t, �) است. (4667) ِ طریق از

ِ تحول یِ معادله که هست (H ′) ͳهˆمیلت̃ن Έی میشود نتیجه است، x بر Έکانُنی ِ تبدیل Έی ِ اثر x′

نیست. وابسته H به است، مربوط x با x′ یِ رابطه فقط به (H ′ −H) شد دیده میشود. داده آن با x′

و میشود، داده H ′
0 با x′ ِ تحول هم شود داده H0 با x ِ تحول اگر جمله، از

H ′
0 −H0 = H ′ −H. (4679)

ͳیعن این میمانند. ثابت بر-لاک ها x′a باشد، H0 با x ِ تحول اگر شد دیده

{x′a, H0} = 0. (4680)

میشود. نتیجه ،(δ H) ِ تعریف با همراه ،(4680) و (4679) از

{x′a,H ′} = {x′a, δ H}. (4681)
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که شده تئید (4678) در فقط است. (4678) ان هم واق΄ در ،(4673) به توجه با ،(4681) یِ رابطه

است. (t, x′) ِ زُج (δ H)I ِ متغیر

ͳیعن (4672) یِ رابطه برمیΎردم. x′ یِ برا معادله-یِ-حرکت به

∂ [Xa
0(t, x

′)]

∂ x′c
∂ [Xb

0(t, x
′)]

∂ x′d
Jc d
I (t, x′) = Ja b[t,X0(t, x

′)]. (4682)

ِ جواب ͳیعن است، معلوم X0 که این ِ فرض با پس، است. معلوم J یِ) (مئلف̃ها رابطه این در

ͳیعن هم (4673) یِ رابطه میئاید. دست به JI یِ) (مئلف̃ها است، معلوم H0 با معادله-یِ-حرکت

(δ H)I(t, x
′) = (δ H)[t,X0(t, x

′)]. (4683)

(δ H)I است، معلوم H0 با معادله-یِ-حرکت ِ جواب ͳیعن است، معلوم X0 که این ِ فرض با پس،

است. چنین (4674) یِ معادله سرانجام، میئاید. دست به

ẋ′
ns
= (JI)(δ H)I(t, x

′). (4684)

ͳیعن این

∂ {XI[t, x(t0)]}
∂ t

= (JI)(δ H)I{t,XI[t, x(t0)]}. (4685)

است. این واق΄ در (4685) ͳیعن است. برقرار x(t0) یِ ِ-اولیه شرط- هر یِ برا معادله این البته

∂ [XI(t, x)]

∂ t
= (JI)(δ H)I [t,XI(t, x)]. (4686)

.(4664) یِ رابطه ست: ͳهمان XI(t0, �) که است این هم XI یِ برا اولیه ِ شرط

میدهم: نشان VI با را (JI)(δ H)I

VI = (JI)(δ H)I . (4687)

میشود. چنین (4686) ِ معادله-یِ-دیفرانسیل

∂ [XI(t, x)]

∂ t
= VI[t,XI(t, x)]. (4688)
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با است همئرز ،(4664) یِ ِ-اولیه شرط- با همراه ،(4688) ِ معادله-یِ-دیفرانسیل

XI(t, x) = x+

∫ t

t0

(d s)VI[s,XI(s, x)]. (4689)

به-دست- یِ برا هم، اینجا دارد. XI هم راست ِ طرف چون نیستند، XI یِ برا صری ِ جواب اینها البته

چنین متناظر یِ ͳمعادله-یِ-بازگشت میبˆرم. کار به را پیَر یِ ͳبازگشت ِ روش صری ِ جواب ِ آوردن

است.

(XI)[i+1](t, x) = x+

∫ t

t0

(d s)VI{s, (XI)[i](s, x)}, i ≥ 0. (4690)

(XI)[0](t, x) = x. (4691)

میدهم: نشان (XI)[∞] با آن) ِ وجود ِ شرط (به را (i→∞) در (XI)[i] ِ حد

(XI)[∞] = lim
i→∞

(XI)[i]. (4692)

شود، جا-به-جا انتΎرال-گیری با حد-گیری اگر میشود، دیده میΎیرم. حد (i→∞) در (4690) از

(XI)[∞](t, x) = x+

∫ t

t0

(d s)VI{s, (XI)[∞](s, x)}. (4693)

است: (XI) ان هم (XI)[∞] پس

XI = (XI)[∞]. (4694)
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مستقل-از- که هست ͳپˇو͈سˇن ِ ِ-حرکت ثابت- m پس است. انتΎرال-پذیر مختل-نشده ِ سیستم گیرم

دسته Έی با متناظر یِ تان̃ها میشود را ِ-حرکتها ثابت- این است. فضا-یِ-فاز ِ بˇعد m که َند، هم

یِ برا میدهم. نشان (q, p) با را Έکانُنی-ِ مختصات- این و مینم چنین گرفت. Έکانُنی ِ مختصات
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فقط ِ تاب΄ مختل-نشده) ِ سیستم یِ ͳهˆمیلت̃ن) H0 پس است. ثابت بر-لاک p مختل-نشده، ِ سیستم

میدهم: نشان H با را مختل-شده یِ ͳهˆمیلت̃ن است. (t, p)

H(t, q, p) = H0(t, p) + (δ H)(t, q, p). (4695)

Q0 ترتیب، به با، را X0 یِ تانه و مان یِ بخشها و ،X0 با را H0 یِ برا معادله-یِ-حرکت ِ جواب

میدهم: نشان P0 و

X0 = (Q0,P0). (4696)

به با، را X یِ تانه و مان یِ بخشها و ،X با را H یِ برا معادله-یِ-حرکت ِ جواب ترتیب، ین هم به

میدهم: نشان P و Q ترتیب،

X = (Q,P). (4697)

مینم: تعریف (4663) با را XI همچنین،

X(t, �) = [X0(t, �)] ◦ [XI(t, �)]. (4663)

میدهم: نشان PI و QI ترتیب، به با، را XI یِ تانه و مان یِ بخشها و

XI = (QI,PI). (4698)

مینم. تعریف چنین را (δ H)I سرانجام،

(δ H)I(t, x
′) = (δ H)(t, x). (4699)

که،

x = X0(t, x
′). (4700)

میشود دیده ست. ها (Qm,Pm) یِ محاسبه هدف مستقیم، ِ اختلال ِ روش در
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P0(t, q
′, p′) = p′. (4701)

Q0(t, q
′, p′) = q′ + (∆ q)0(t, p

′). (4702)

که،

(∆ q)0(t, p
′) =

∫ t

t0

(d s) v0(s, p
′). (4703)

v0(t, p
′) =

∂ [H0(t, p
′)]

∂ p′
. (4704)

،(m > 0) یِ برا همچنین،

∂ [Pm(t, q′, p′)]

∂ t
= −Z(1)m. (4705)

∂ [Qm(t, q′, p′)]

∂ t
= [w0(t, p

′)]Pm(t, q′, p′) + Z(2)m. (4706)

که،

w0(t, p
′) =

∂ [v0(t, p
′)]

∂ p′
. (4707)

Z(i)m = {[
0

D(i) (δ H)][t,Q<m(t, q′, p′),P<m(t, q′, p′)]}m. (4708)

ͳیعن (4707) یِ رابطه

w0(t, p
′) =

∂2 [H0(t, p
′)]

(∂ p′)2
. (4709)

است. متقارن w0 میدهد نشان جمله، از که،

یˆند. ها (Qm,Pm) یِ برا ͳبازگشت ِ معادلات ،(4706) و (4705) و (4702) و (4701) ِ روابط

است. این هم (4706) و (4705) یِ برا اولیه ِ شرط

Pm(t0, q
′, p′) = 0, m > 0. (4710)

Qm(t0, q
′, p′) = 0, m > 0. (4711)
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میشود دیده

P1(t, q
′, p′) = −

∫ t

t0

(d s) [
0

D(1)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4712)

Q1(t, q
′, p′) =

∫ t

t0

(d s) [w0(s, p
′)]P1(s, q

′, p′)

+

∫ t

t0

(d s) [
0

D(2)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4713)

میشود دیده ست. ها (QIm,PIm) یِ محاسبه هدف ِِ-متغیر، تغییر- با اختلال ِ روش در

(δ H)I(t, q
′, p′) = (δ H)[t, q′ + (∆ q)0(t, p

′), p′]. (4714)

ترتیب، این به

PI 0(t, q
′, p′) = p′. (4715)

QI 0(t, q
′, p′) = q′. (4716)

،(m > 0) یِ برا همچنین،

∂ [PIm(t, q′, p′)]

∂ t
= −ZI (1)m. (4717)

∂ [QIm(t, q′, p′)]

∂ t
= ZI (2)m. (4718)

که،

ZI (i)m = {[
0

D(i) (δ H)I][t,QI<m(t, q′, p′),PI<m(t, q′, p′)]}m. (4719)

یِ برا اولیه ِ شرط یˆند. ها (QIm,PIm) یِ برا ͳبازگشت ِ معادلات ،(4718) تا (4715) ِ روابط

است. این هم (4718) و (4717)

PIm(t0, q
′, p′) = 0, m > 0. (4720)

QIm(t0, q
′, p′) = 0, m > 0. (4721)
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میشود دیده

PI 1(t, q
′, p′) = −

∫ t

t0

(d s) [
0

D(1)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4722)

QI 1(t, q
′, p′) =

∫ t

t0

(d s)
∂ [(∆ q)0(s, p

′)]

∂ p′
[

0

D(1)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]

+

∫ t

t0

(d s) [
0

D(2)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4723)

میشود دیده (4707) و (4703) ِ روابط از

w0(s, p
′) =

∂

∂ s

{
∂ [(∆ q)0(s, p

′)]

∂ p′

}
. (4724)

میشود دیده هم (4722) یِ رابطه از

∂ [PI 1(s, q
′, p′)]

∂ s
= −[

0

D(1)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4725)

جزئ-به- یِ انتΎرال-گیری جمله این در و میΎذارم (4723) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ جمله در را اینها

میشود. چنین (4723) میبˆرم. کار به جزئ

QI 1(t, q
′, p′) = −[PI 1(t, q

′, p′)]
∂ [(∆ q)0(t, p

′)]

∂ p′

+

∫ t

t0

(d s) [w0(s, p
′)]PI 1(s, q

′, p′)

+

∫ t

t0

(d s) [
0

D(2)H1][s, q
′ + (∆ q)0(s, p

′), p′]. (4726)

میدهد نتیجه ،(4702) و (4701) ِ روابط با همراه ،(4663) یِ رابطه

P(t, q′, p′) = PI(t, q
′, p′). (4727)

Q(t, q′, p′) = QI(t, q
′, p′) + (∆ q)0[t,PI(t, q

′, p′)]. (4728)

میشود (4728) و (4727) ِ روابط ِ صفر یِ مرتبه

P0(t, q
′, p′) = PI 0(t, q

′, p′). (4729)

Q0(t, q
′, p′) = QI 0(t, q

′, p′) + (∆ q)0(t, p
′). (4730)
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میدهند نشان (4715) و (4701) ِ روابط رفته. کار به (4715) یِ رابطه ،(4730) به رسیدن یِ برا

درست (4730) میدهند نشان هم (4716) و (4702) ِ روابط باید. که چنان است، درست (4729)

باید. که چنان است،

میشود (4728) و (4727) ِ روابط ِ Έی یِ مرتبه

P1(t, q
′, p′) = PI 1(t, q

′, p′). (4731)

Q1(t, q
′, p′) = QI 1(t, q

′, p′) + [PI 1(t, q
′, p′)]

∂ [(∆ q)0(t, p
′)]

∂ p′
. (4732)

میدهند نشان (4722) و (4712) ِ روابط رفته. کار به (4715) یِ رابطه ،(4732) به رسیدن یِ برا

(4732) میدهند نشان هم (4731) و (4726) و (4713) ِ روابط باید. که چنان است، درست (4731)

باید. که چنان است، درست
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مستقل-از-زمان ،Έکانُنی ِ اختلال

Έکانُنی ِ مختصات ِ اختلال 107

q′ که مینم، ͳبررس را (q′, p′) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- به (q, p) ِ Έکانُنی-ِ مختصات- از ی تبدیل

کانُنیΈهست ِ مختصات از خانواده Έی که است این حالت Έی است. p به Έنزدی p′ و q به Έنزدی

متناظر (q′, p′) و است (ε = 0) با متناظر (q, p) که چنان است، ε ِ ِ-اختلال پارامتر- Έی با متناظر که

اند. ε یِ برا Έکوچ ِ مقدار Έی با

میدهم: نشان (δ q, δ p) با را (q, p) از (q′, p′) ِ انحراف

q′ = q + δ q. (4733)

p′ = p+ δ p. (4734)

میدهم. نمایش چنین را است (q, p) به Έنزدی (q′, p′) که این

δ q = O(ε). (4735)

δ p = O(ε). (4736)
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است. Έکوچ ِ پارامتر Έی ε که

واق΄ در است. ناتین مختصات) به (نسبت (q, p) ِ مشتق ِ ماتریس پس َند. مستقل-از-هم p و q

ͳهمان مختصات به نسبت (q, p) ِ مشتق ِ ماتریس وقت آن و گرفت (q, p) ِ خُد را مختصات میشود

میشود:

∂ (q, p)

∂ (q, p)
= 1. (4737)

ِ مشتق ِ ماتریس به Έنزدی (q, p′) ِ مشتق ِ ماتریس میشود نتیجه است، p به Έنزدی p′ که این از

است: (q, p)

∂ (q, p′)

∂ (q, p)
= 1+

∂ (q, δ p)

∂ (q, p)
. (4738)

ترتیب، این به

∂ (q, p′)

∂ (q, p)
= 1+O(ε). (4739)

باشد)، Έکوچ ͳکاف ِ حد به ε) باشد کم ͳکاف ِ حد به p از p′ ِ انحراف اگر میدهد نتیجه هم این

مثلَن، است. ناتین (q, p) به نسبت (q, p′) ِ مشتق ِ ماتریس

det

[
∂ (q, p′)

∂ (q, p)

]
= 1 +O(ε). (4740)

باشد، Έکوچ ͳکاف ِ حد به ε اگر پس

det

[
∂ (q, p′)

∂ (q, p)

]
̸= 0. (4741)

است. ناتین (q, p) به نسبت (q, p′) ِ مشتق ِ ماتریس ͳیعن که

به (q, p) از تبدیل ِ یِ-مولد ͳتابع میشود پس َند. مستقل-از-هم (مˇضعˆن) (q, p′) ͳیعن این

میدهم: نشان Υ̃ با را تبدیل این با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد گرفت. p′ و q از ی تاب΄ را (q′, p′)

Υ̃ = p′i q
′i +Υ. (4742)
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البته، و

q′ =
∂ [(Υ̃)(q, p′)]

∂ p′
. (4743)

p =
∂ [(Υ̃)(q, p′)]

∂ q
. (4744)

ترتیب، این به

∂ Υ̃

∂ p′
= q +O(ε). (4745)

∂ Υ̃

∂ q
= p′ +O(ε). (4746)

میدهد نتیجه که

Υ̃ = p′i q
i +O(ε). (4747)

جمله، از

Υ = p′i (q
i − q′i) +O(ε). (4748)

میدهد نشان که

Υ = O(ε). (4749)

میرفت. انتظار که چنان

میدهم: نشان (δ Υ̃) با را ͳهمان ِ تبدیل با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد از Υ̃ ِ انحراف

Υ̃(q, p′) = p′i q
i + (δ Υ̃)(q, p′). (4750)

میشوند. چنین (4744) و (4743) ِ روابط

(δ q)(q, p) =
∂ [(δ Υ̃)(q, p′)]

∂ p′
. (4751)

−(δp)(q, p) = ∂ [(δ Υ̃)(q, p′)]

∂ q
. (4752)
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(q, p) ِ حسب بر چپ ِ طرف نیستند: یسان رفته کار به روابط این ِ دˇ-طرف در که ی مختصات

شده. نوشته (q, p′) ِ حسب بر راست ِ طرف و شده، نوشته

نوشت: (q, p) ِ حسب بر را (4752) و (4751) ِ راست ِ طرف میشود

(δ q)(q, p) =
∂ {(δ Υ̃)[q, p′(q, p)]}

∂ p′
. (4753)

−(δp)(q, p) = ∂ {(δ Υ̃)[q, p′(q, p)]}
∂ q

− ∂ {(δ Υ̃)[q, p′(q, p)]}
∂ p′i

∂ p′i
∂ q

. (4754)

میشود. چنین 4753 از استفاده با ،(4754) یِ رابطه

∂ p′i
∂ q

δ qi − δ p = ∂ {(δ Υ̃)[q, p′(q, p)]}
∂ q

. (4755)

نوشت: (δ Υ̃◦) ِ حسب بر میشود را اینها و

(δ Υ̃◦)(q, p) = (δ Υ̃)[q, p′(q, p)]. (4756)

δ q =
∂ pi
∂ p′

∂ (δ Υ̃◦)

∂ pi
. (4757)

∂ p′i
∂ q

δ qi − δ p = ∂ (δ Υ̃◦)

∂ q
. (4758)

نوشت. چنین میشود را (4757) البته

∂ p′i
∂ p

δ qi =
∂ (δ Υ̃◦)

∂ p
. (4759)

نوشت. چنین میشود را (4759) و (4758) ِ روابط همچنین،

∂ (δ pi)

∂ q
δ qi − δ p = ∂ (δ Υ̃◦)

∂ q
. (4760)

∂ (δ pi)

∂ p
δ qi + δ q =

∂ (δ Υ̃◦)

∂ p
. (4761)

چیز همه روابط، این در البته و میدهند. را (δ Υ̃◦) که یˆند ی معادلات (4761) و (4760) ِ روابط

شده. بیان (q, p) ِ حسب بر



مستقل-از-زمان ،Έکانُنی ِ اختلال ٧٣٨

نوشت: (q, p′) ِ حسب بر را (4752) و (4751) ِ چپ ِ طرف میشود همچنین،

(δ q)[q, p(q, p′)] =
∂ [(δ Υ̃)(q, p′)]

∂ p′
. (4762)

−(δp)[q, p(q, p′)] = ∂ [(δ Υ̃)(q, p′)]

∂ q
. (4763)

در و آورد دست به (q (و p′ ِ برحسب را p و کرد وارون را (q (و p به p′ یِ ͳΎبست باید ͳیعن اینها

را (δ Υ̃) که یˆند ی معادلات (4763) و (4762) ِ روابط گذاشت. (4752) و (4751) ِ چپ ِ طرف

شده. بیان (q, p′) ِ حسب بر چیز همه روابط، این در البته و میدهند.

تابعͳ-یِ-مولد پس است. ε ِ حسب بر ͳتوان یِ یΈسری ِ شل به (q, p) با (q′, p′) یِ رابطه گیرم

مینویسم. چنین را بسطها این داد. ε ِ حسب بر میشود هم را

(δ q)(q, p) =
∑
n≥1

εn q′n(q, p). (4764)

(δ p)(q, p) =
∑
n≥1

εn p′n(q, p). (4765)

(δ Υ̃)(q, p′) =
∑
n≥1

εn Υ̃n(q, p
′). (4766)

که،

Υ̃(q, p′) = p′i q
i + (δ Υ̃)(q, p′). (4767)

اند. شده تعریف (n ≥ 1) فقط یِ برا ،Υ̃n و pn و qn

جمله، از دارند. ε ِ حسب بر ͳتوان یِ سری دˇ-طرف ،(4761) و (4760) ِ روابط در

δ Υ̃◦ =
∑
n≥1

εn Υ̃◦
n. (4768)

میدهند نتیجه (4761) و (4760) ترتیب، این به

∂ Υ̃◦
n

∂ q
= −pn +

n−1∑
m=1

∂ pim
∂ q

qin−m. (4769)

∂ Υ̃◦
n

∂ p
= qn +

n−1∑
m=1

∂ pim
∂ p

qin−m. (4770)
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میدهند. را ε ِ حسب بر (δ Υ̃◦) ِ بسط ِ جملات (4770) و (4769) ِ روابط

ِ چپ ِ طرف در دارند. ε ِ حسب بر ͳتوان یِ سری دˇ-طرف ،(4763) و (4762) ِ روابط در

مینویسم. چنین را بسط این داد. بسط هم را p(q, p′) باید (δ p) و (δ q) بر علاوه ،(4763) و (4762)

p(q, p′) = p′ +
∑
n≥1

εn p8n(q, p
′). (4771)

البته،

p = p[q, p′(q, p)]. (4772)

،ͳیعن که

p =
∑
n≥0

εn p8n

q,∑
m≥0

εm pm(q, p)

 . (4773)

یا،

p = p+
∑
l≥1

εl pl(q, p) +
∑
n≥1

εn p8n

q, p+ ∑
m≥1

εm pm(q, p)

 . (4774)

پس،

0 =
∑
l≥1

εl pl(q, p) +
∑
n≥1

εn p8n

q, p+ ∑
m≥1

εm pm(q, p)

 . (4775)

میدهد: p8l تا p81 ِ حسب بر pl یِ محاسبه یِ برا ͳبازگشت ِ روش Έی این

pl(q, p) = −

∑
n≥1

εn p8n

q, p+ ∑
m≥1

εm pm(q, p)


l

. (4776)

میشود: ظاهر pl−1(q, p) تا p1(q, p) فقط واق΄ در راست، ِ طرف در

pl(q, p) = −
l∑

n=1

{
p8n

[
q, p+

l−n∑
m=1

εm pm(q, p)

]}
l−n

. (4777)
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پس،

pl(q, p) = −p8l(q, p)−
l−1∑
n=1

{
p8n

[
q, p+

l−n∑
m=1

εm pm(q, p)

]}
l−n

. (4778)

جمله، از

p1(q, p) = −p81(q, p). (4779)

و،

p2(q, p) = −p82(q, p)−
{
p81 [q, p+ ε p1(q, p)]

}
1
. (4780)

،ͳیعن که

p2(q, p) = −p82(q, p)−
∂ [p81(q, p)]

∂ pi
pi 1(q, p). (4781)

مشابه، ی شل به

p′ = p′[q, p(q, p′)]. (4782)

،ͳیعن که

p′ =
∑
n≥0

εn pn[q, p(q, p
′)]. (4783)

یا،

p′ = p′ +
∑
l≥1

εl p8l(q, p
′) +

∑
n≥1

εn pn

q, p′ + ∑
m≥1

εm p8m(q, p′)

 . (4784)

پس،

0 =
∑
l≥1

εl p8l(q, p
′) +

∑
n≥1

εn pn

q, p′ + ∑
m≥1

εm p8m(q, p′)

 . (4785)
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میدهد: pl تا p1 ِ حسب بر p8l یِ محاسبه یِ برا ͳبازگشت ِ روش Έی این

p8l(q, p
′) = −

∑
n≥1

εn pn

q, p′ + ∑
m≥1

εm p8m(q, p′)


l

. (4786)

میشود: ظاهر p8l−1(q, p
′) تا p81(q, p′) فقط واق΄ در راست، ِ طرف در

p8l(q, p
′) = −

l∑
n=1

{
pn

[
q, p′ +

l−n∑
m=1

εm p8m(q, p′)

]}
l−n

. (4787)

پس،

p8l(q, p) = −pl(q, p′)−
l−1∑
n=1

{
pn

[
q, p′ +

l−n∑
m=1

εm p8m(q, p′)

]}
l−n

. (4788)

جمله، از

p81(q, p
′) = −p1(q, p′). (4789)

و،

p82(q, p
′) = −p2(q, p′)−

{
p1
[
q, p′ + ε p81(q, p

′)
]}

1
. (4790)

،ͳیعن که

p82(q, p
′) = −p2(q, p′)−

∂ [p1(q, p
′)]

∂ p′i
p8i 1(q, p

′). (4791)

میدهم: بسط ε ِ حسب بر را (4752) و (4751) ِ روابط

∂ [Υ̃n(q, p
′)]

∂ p′
=

n∑
m=1

{qm[q, p(q, p′)]}n−m. (4792)

∂ [Υ̃n(q, p
′)]

∂ q
= −

n∑
m=1

{pm[q, p(q, p′)]}n−m. (4793)

یا،

∂ [Υ̃n(q, p
′)]

∂ p′
=

n∑
m=1

{
qm

[
q, p′ +

n−m∑
l=1

εl p8l(q, p
′)

]}
n−m

. (4794)

∂ [Υ̃n(q, p
′)]

∂ q
= −

n∑
m=1

{
pm

[
q, p′ +

n−m∑
l=1

εl p8l(q, p
′)

]}
n−m

. (4795)
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کرد. حساب (4788) یِ ͳبازگشت یِ رابطه از استفاده با میشود را p8l روابط، این ِ راست ِ طرف در

میدهند. را ε ِ حسب بر (δ Υ̃) ِ بسط ِ جملات (4795) و (4794) ِ روابط
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ͳبررس را (ϑ′,A′) یِ ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش- به (ϑ,A) یِ ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش- از ی تبدیل

ِ ِ-مختصات تبدیل- Έی یِ چنین-تبدیل البته است. A به Έنزدی A′ و ϑ به Έنزدی ϑ′ که مینم،

است. Έکانُنی ِ مختصات ِ اختلال از ی خاص ِ حالت این پس هست. هم Έکانُنی

با متناظر که هست ُ-زاویه کنش- یِ متغیرها از خانواده Έی که مینم ͳبررس را ی حالت جمله، از

Έی با متناظر (ϑ′,A′) و است (ε = 0) با متناظر (ϑ,A) که چنان است، ε ِ ِ-اختلال پارامتر- Έی

است. ε یِ برا Έکوچ ِ مقدار

یِ اضافه به عدد Έی با است برابر که است، عدد مجموعه Έی ϑi(x) نیستند: تاب΄ ϑ′ و ϑ البته

:صحی یِ عددها یِ مجموعه

ϑi(x) = {[ϑi(x)]0}+ Z. (4796)

Έی مثبت یِ β هر یِ برا ͳیعن هم x در ϑi یِ ͳΎپیوست است. ϑi(x) ِ عضو Έی [ϑi(x)]0 که

ϑi(y) در [ϑi(y)]k Έی ϑi(x) در [ϑi(x)]j هر یِ برا باشد، آن در y اگر که هست x از ͳΎهمسای

که، هست

|[ϑi(y)]k − [ϑi(x)]j | < β. (4797)

هست. هم ϑ′ یِ برا اینها یِ مانسته که است رˇشن

کرد. تاب΄ میشود را (δ ϑ) باشد، Έکوچ ͳکاف ِ حد به اختلال ی وقت اما نیستند. تاب΄ ϑ′ و ϑ

که است، عدد مجموعه Έی (δ ϑi)(x) ͳیعن است، زاویه Έی هم (δ ϑi) که مینم توجه اثبات، یِ برا

(δ ϑi)(x) ͳیعن که میشود، صفر با همئرز (δ ϑi) باشد، صفر ε اگر برمیئاورˆد. را (4796) یِ مانسته

که هست j Έی x هر یِ برا باشد، Έکوج ͳکاف ِ حد به ε ی وقت است. Z ان هم x هر یِ برا

|[(δ ϑi)(x)]j | <
1

3
. (4798)
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نشان ti(x) با ،x هر یِ برا را، [(δ ϑi)(x)]j ست. یتا x هر یِ برا ،[(δ ϑi)(x)]j که است رˇشن

اگر که هست x از ͳΎهمسای Έی مثبت یِ β هر یِ برا میدهد نتیجه x در (δ ϑi) یِ ͳΎپیوست میدهم.

که، هست (δ ϑi)(y) در [(δ ϑi)(y)]k Έی باشد آن در y

|[(δ ϑi)(y)]k − ti(x)| < β. (4799)

که هست Z در هم lΈی البته

|[(δ ϑi)(y)]k − l| <
1

3
. (4800)

گیرم

β <
1

3
. (4801)

میشود نتیجه است، ti(x) ان هم |[(δ ϑi)(x)]j که این با همراه ،(4801) تا (4798) از

|l| < 1. (4802)

پس، است. صفر l میدهد نتیجه است، صحی l که این با همراه این،

|[(δ ϑi)(y)]k| <
1

3
. (4803)

باشد، برقرار (4801) اگر ،x هر یِ برا که این نتیجه است. ti(y) ان هم [(δ ϑi)(y)]k ͳیعن هم این

باشد آن در y اگر که هست x یِ ͳΎهمسای Έی

|ti(y)− ti(x)| < β. (4804)

میدهم. نشان (δ ϑi) ِ خُد با را ti است. پیوسته ti ͳیعن این

هم ِ-زاویِها متغیر- با ،ͳسادِگ یِ برا است. تاب΄ هم شان ِ اختلال پس َند. تاب΄ ِ-کنشها متغیر-

میدهم. نشان ϑi(x) ِ خُد با را ϑi(x) ِ عضو Έی مینم: رفتار عدد ِ مثل

ها A′
i و قدیم یِ مانها ها ϑi) َند مستقل-از-هم A′ و ϑ باشد، Έکوچ اختلال اگر شد معلوم

یِ نته میشود. ترار آمد دست به Έکانُنی ِ مختصات ِ اختلال یِ برا چه آن َند). جدید یِ تان̃ها
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میشود دیده دارند. ِ-فوریه بسط- ϑ ِ حسب بر تواب΄ که است این خاص

Υ̃ = A′
i ϑ

i + δ Υ̃. (4805)

δ ϑ =
∂ (δ Υ̃)

∂ A′ . (4806)

−δ A =
∂ (δ Υ̃)

∂ ϑ
. (4807)

است: تاب΄ هم (δ Υ̃) میدهند نشان (4807) و (4806) ِ روابط پس َند. تاب΄ ها (δ Ai) و ها (δ ϑi)

َند، تاب΄ (δ Υ̃) و ها (δ Ai) و ها (δ ϑi) است. تاب΄ (δ Υ̃) اما نیست، تاب΄ Υ̃ ِ تابعͳ-یِ-مولد ِ خُد

دارند: فوریه ِ بسط ϑ ِ حسب بر پس

(δ ϑ)(ϑ,A′) = [(δ ϑ)n(A′)] Θn(ϑ). (4808)

(δ A)(ϑ,A′) = [(δ A)n(A′)]Θn(ϑ). (4809)

(δ Υ̃)(ϑ,A′) = [(δ Υ̃)n(A′)]Θn(ϑ). (4810)

(δ ϑ)n =
∂ (δ Υ̃)n

∂ A′ . (4811)

−(δ A)n = 2π in (δ Υ̃)n. (4812)

جمله، از

(δ Ai)
n = 0, ni = 0. (4813)

(δ A)0 = 0. (4814)

دارد: ε ِ ِ-تبدیل پارامتر- ِ حسب بر ͳتوان ِ بسط Έی (ϑ′,A′) به (ϑ,A) ِ تبدیل گیرم

δ ϑ =
∑
n≥1

εn ϑn. (4815)

δ A =
∑
n≥1

εn An. (4816)

δ Υ̃ =
∑
n≥1

εn Υ̃n. (4817)
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ِ حسب بر ͳتوان ِ بسط و ِ-فوریه بسط- ِ ترکیب اند. تعریفشده (n ≥ فقط(1 یِ برا ،Υ̃n و An و ϑn

میشود. چنین ε

δ ϑ =
∑
m≥1

εm ϑnm Θn. (4818)

δ A =
∑
m≥1

εm An
m Θn. (4819)

δ Υ̃ =
∑
m≥1

εm Υ̃n
m Θn. (4820)

ϑnm =
∂ Υ̃n

m

∂ A′ . (4821)

−An
m = 2π in Υ̃n

m. (4822)

جمله، از

Ai
n
m = 0, ni = 0. (4823)

A0
m = 0. (4824)
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است. مختل-نشده) ِ ) ِ-کنش متغیر- فقط ِ تاب΄ مختل-نشده) ِ ) سیستم Έی با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

میدهم: نشان (ϑ,A) با را مختل-نشده) (یِ ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش- و ،H0 با را ͳهˆمیلت̃ن )این
∂ H0

∂ ϑ

)
A

= 0. (4825)

را این است. ϑ هم و A هم ِ تاب΄ H ،ͳکل ِ حالت در میدهم. نشان H با را مختل-شده یِ ͳهˆمیلت̃ن

میدهم. نشان چنین

H(ϑ,A) = H0(A) + (δ H)(ϑ,A). (4826)
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متغیرها-یِ-کنش- به (ϑ,A) ِ قدیم یِ ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش- از Έکانُنی-ِ تبدیل- Έی ِ دنبال

است. جدید ِ ِ-کنش متغیر- فقط ِ تاب΄ مختل-شده، یِ ͳهˆمیلت̃ن که میΎردم، (ϑ′,A′) ِ جدید یِ ُ-زاویه

که هست H ′ Έی ͳیعن این

H(ϑ,A) = H ′(A′). (4827)

و میدهم، نشان Υ̃ با را میند تبدیل (ϑ′,A′) به را (ϑ,A) که ی تبدیل با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد

میΎیرم: (A′) جدید ِ ِ-کنش متغیر- و (ϑ) قدیم یِ ِ-زاویه متغیر- را آن یِ متغیرها

Υ̃(ϑ,A′) = A′
i ϑ

i + (δ Υ̃)(ϑ,A′). (4828)

(δ ϑ′)(ϑ,A′) =
∂ [(δ Υ̃)(ϑ,A′)]

∂ A′ . (4829)

−(δ A)(ϑ,A′) =
∂ [(δ Υ̃)(ϑ,A′)]

∂ ϑ
. (4830)

که،

(δ ϑ)(ϑ,A′) = ϑ′(ϑ,A′)− ϑ. (4831)

(δ A)(ϑ,A′) = A′ − A(ϑ,A′). (4832)

میشود چنین ϑ و (ϑ,A′) ِ حسب بر (4827) یِ رابطه

H ′(A′) = H0[A
′ − (δ A)(ϑ,A′)] + (δ H)[ϑ,A′ − (δ A)(ϑ,A′)]. (4833)

یا،

H ′(A′) = H[ϑ,A′ − (δ A)(ϑ,A′)]. (4834)

یِ ِ-فوریه بسط- دارند. ِ-فوریه بسط- ϑ ِ حسب بر پس َند، تاب΄ (δ Υ̃) و ها (δ Ai) و ها (δ ϑi)

است، A′ فقط ِ تاب΄ H ′ چون مینویسم. ،(ϑ,A′) یِ متغیرها با را، (4833) یِ رابطه ِ دˇ-طرف

H ′n(A′) = [H ′(A′)] δn0 . (4835)



٧۴٧ � مختل-شده ِ سیستم یِ برا ُ-زاویه کنش- یِ متغیرها 109

کرد. Έیتف دˇ-رابطه این به را آن میشود که

H ′ = mn(H ′). (4836)

H ′n = 0, n ̸= 0. (4837)

میشود. چنین (4836) یِ رابطه پس برمیئاورˆد. را (4833) یِ رابطه H ′

H ′(A′) = mn[H0(A
′ − δ A)] +mn[(δ H)(�,A′ − δ A)]. (4838)

چنین ε ِ حسب Hبر ′ ِ بسط دارد. اختلال) ِ (پارامتر ε ِ حسب بر ͳتوان ِ بسط Έی اختلال گیرم

میشود.

H ′(A′) =
∑
n≥0

εnH ′
n(A

′). (4839)

میدهم: بسط ε ِ حسب بر هم را (4838) ِ راست ِ طرف ِ جملات

H ′
n(A

′) =
(
mn{H0[A

′ − (δ A)(�,A′)]}
)
n

+
(
mn{(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}

)
n
. (4840)

راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله یِ برا

H0[A
′ − (δ A)(ϑ,A′)] =

∑
n≥0

εn {H0[A
′ − (δ A)(ϑ,A′)]}n. (4841)

میشود: وارد (δ A)(ϑ,A′) ِ طریق از ε به ͳΎ̃بست چپ، ِ طرف در

(δ A)(ϑ,A′) =
∑
m≥1

εm Am(ϑ,A′). (4842)

پس،

H0[A
′ − (δ A)(ϑ,A′)] = H0

A′ −
∑
m≥1

εm Am(ϑ,A′)

 . (4843)
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میشود دیده

H0[A
′ − (δ A)≤n(ϑ,A

′)] = H0[A
′ − (δ A)≤n−1(ϑ,A

′)]

− εn [An(ϑ,A
′)] ν0(A

′) + o(εn). (4844)

که،

ν0(A
′) =

∂ [H0(A
′)]

∂ A′ . (4845)

ترتیب، این به

{H0[A
′ − (δ A)(ϑ,A′)]}n = {H0[A

′ − (δ A)≤n−1(ϑ,A
′)]}n

− [An(ϑ,A
′)] ν0(A

′). (4846)

همچنین،

mn{[An(�,A′)] ν0(A
′)} =

(
mn{[An(�,A′)]}

)
ν0(A

′). (4847)

mn{[An(�,A′)]} = A0
n(A

′),

= 0. (4848)

پس،

mn
(
{H0[A

′ − (δ A)(�,A′)]}n
)
= mn

(
{H0[A

′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}n
)
. (4849)

یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف چپ، ِ طرف در ε به نسبت n یِ مرتبه یِ جمله یِ محاسبه یِ برا ͳیعن این

ِ اول یِ جمله در ε به نسبت n یِ مرتبه یِ جمله یِ محاسبه یِ برا پس باشد. معلوم ε به نسبت (n− 1)

باشد. معلوم ε به نسبت (n− 1) یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف ،(4840) ِ راست ِ طرف

،(4840) ِ راست ِ طرف ِ دوم یِ جمله یِ برا

(δ H)[ϑ,A′ − (δ A)(ϑ,A′)] =
∑
n≥1

εn {(δ H)[ϑ,A′ − (δ A)(ϑ,A′)]}n. (4850)
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:(δ H) ِ طریق از هم و میشود وارد (δ A)(�,A′) ِ طریق از هم ε به ͳΎ̃بست چپ، ِ طرف در

(δ H)(ϑ,A) =
∑
n≥1

εnHn(ϑ,A). (4851)

ترتیب، این به

(δ H)[ϑ,A′ − (δ A)(ϑ,A′)] = (δ H)

ϑ,A′ −
∑
m≥1

εm Am(ϑ,A′)

 . (4852)

یِ مرتبه تا راست ِ طرف یِ محاسبه یِ برا پس ندارد. (ε به (نسبت مرتبه-یِ-صفر یِ جمله (δ H) ِ خُد

شود: حساب ε به نسبت (n− 1) یِ مرتبه تا کروشه ِ درون ست ͳکاف ،ε به نسبت n

{(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}n = {(δ H)[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}n. (4853)

ترتیب، این به

mn
(
{(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}n

)
= mn

(
{(δ H)[�,A′

− (δ A)≤n−1(�,A′)]}n
)
. (4854)

یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف چپ، ِ طرف در ε به نسبت n یِ مرتبه یِ جمله یِ محاسبه یِ برا ͳیعن این

ِ دوم یِ جمله در ε به نسبت n یِ مرتبه یِ جمله یِ محاسبه یِ برا پس باشد. معلوم ε به نسبت (n− 1)

باشد. معلوم ε به نسبت (n− 1) یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف هم، (4840) ِ راست ِ طرف

میشود چنین (4840) ترتیب، این به

H ′
n(A

′) = mn
(
{H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}n

)
. (4855)

میشود، نتیجه مستقیمˆن (4834) یِ رابطه از

H ′
n(A

′) = mn
(
{H[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}n

)
. (4856)

H ′
n(A

′) یِ محاسبه یِ برا ،(4855) ِ اساس بر است: (4856) یِ رابطه از بیش (4855) یِ رابطه اما

میشود نتیجه (4855) یِ رابطه از باشد: معلوم ε به نسبت (n− 1) یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف

H ′
≤n(A

′) = mn
(
{H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}≤n

)
. (4857)
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میئایند: دست به مختل-شده ِ سیستم یِ بسامدها ،H ′ ِ معلوم-بودن با

ν′ =
∂ H ′

∂ A′ . (4858)

مینویسم: ε ِ حسب بر ͳتوان ِ بسط Έی هم بسامدها یِ برا

ν′ =
∑
n≥0

εn νn. (4859)

ترتیب، این به

ν′n(A
′) = mn

[(
∂ {H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}

∂ A′

)
n

]
. (4860)

یا،

ν′n(A
′) =

∂
[
mn
(
{H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}n

)]
∂ A′ . (4861)

به نسبت (n− 1) یِ مرتبه تا (δ A) ست ͳکاف هم، ε به نسبت n یِ مرتبه تا بسامدها یِ محاسبه یِ برا

باشد: معلوم ε

ν′≤n(A
′) = mn

[(
∂ {H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}

∂ A′

)
≤n

]
. (4862)

یا،

ν′≤n(A
′) =

∂
[
mn
(
{H[�,A′ − (δ A)≤n−1(�,A′)]}≤n

)]
∂ A′ . (4863)

میبˆرم، کار به را (4837) یِ رابطه (δ A) یِ محاسبه یِ برا است. (δ A) یِ محاسبه میمانَد چه آن

میشود. چنین (4833) از استفاده با که

0 = {H0[A
′ − (δ A)(�,A′)]}n + {(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}n, n ̸= 0. (4864)

اول، یِ جمله یِ برا میدهم. بسط ε ِ حسب بر را راست ِ طرف یِ دˇ-جمله

{H0[A
′ − (δ A)(�,A′)]}n =

∑
m≥0

εm {H0[A
′ − (δ A)(�,A′)]}nm. (4865)
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میشود. (4846)نتیجه یِ رابطه از و

{H0[A
′ − (δ A)(�,A′)]}nm = {H0[A

′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm

− [An
m(�,A′)] ν0(A

′). (4866)

هم، (4864) ِ دوم یِ جمله یِ برا

{(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}n =
∑
m≥1

εm {(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}nm. (4867)

میشود نتیجه (4853) یِ رابطه از و

{(δ H)[�,A′ − (δ A)(�,A′)]}nm = {(δ H)[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm. (4868)

میدهد نتیجه ،(4868) و (4866) ِ روابط از استفاده با ،(4864) یِ رابطه

0 = {H0[A
′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm − [An

m(A′)] ν0(A
′)

+ {(δ H)[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm, n ̸= 0. (4869)

،ͳیعن که

[An
m(A′)] ν0(A

′) = {H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm, n ̸= 0. (4870)

(δ A)≤m−1 قبلَن که ی شرط به است، ،(n ̸= 0) یِ برا ها، An
m یِ محاسبه یِ برا ای رابطه این

البته، باشد. شده حساب

A0
m = 0. (4824)

نیستند: مستقل-از-هم ها Ai
n
m اما ست. ها Ai

n
m از ͳخط-ِ ترکیب- Έی 4870 ِ راست ِ طرف

−An
m = 2π in Υ̃n

m. (4822)

ترتیب، این به میند. تبدیل (ϑ′,A′) به را (ϑ,A) که ست ی تبدیل ِ تابعͳ-یِ-مولد Υ̃ که

[An
m(A′)] ν0(A

′) = −2π i [(n ν0)(A′)] Υ̃n
m(A′). (4871)
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میدهد نتیجه (4870) یِ رابطه و

Υ̃n
m(A′) = −

{H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm
2π i [(n ν0)(A′)]

, n ̸= 0. (4872)

پس،

An
m(A′) =

n {H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm
(n ν0)(A′)

, n ̸= 0. (4873)

صفر (n ν0) که نباشد ی ناصفر ِ n Ϳهی که ی شرط به میدهند، را ها Ai
n
m و ها Υ̃n

m روابط این

شود:

∄n ̸= 0 ∋

(n ν0)(A
′) = 0. (4874)

نیست. اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم که این ͳیعن شود، صفر (n ν0) که نیست ی ناصفر ِ n Ϳهی که این و

حالت، این در

Υ̃m(�,A′) = Υ̃0
m(A′)

− 1

2π i

∑
n̸=0

{H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm
(n ν0)(A′)

Θn. (4875)

،A ِ تعیین در پس است؛ A′ فقط ِ تاب΄ Υ̃0 اما میمانَد. نامعلوم Υ̃0 ͳیعن میمانند، نامعلوم ها Υ̃0
m

ِ تاب΄ Έی ِ شل به هم ،(ϑ,A′) ِ حسب بر ،ϑ′ ِ تعیین در Υ̃0 ِ اثر ندارد. ی اثر ،(ϑ,A′) ِ حسب بر

گذاشت: صفر را ان میشود و است دلبخاه Υ̃0 میشود. ظاهر A′ فقط از ͳجمع

Υ̃0 = 0. (4876)

میدهد نتیجه که

Υ̃m(�,A′) = − 1

2π i

∑
n ̸=0

{H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm
(n ν0)(A′)

Θn. (4877)

میشود نتیجه هم (4873) از

Am(�,A′) =
∑
n̸=0

n {H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}nm
(n ν0)(A′)

Θn. (4878)
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میشود دیده همچنین، اند. (m ̸= 0) یِ برا اینها که است رˇشن

(δ Υ̃)≤m(A′) = (δ Υ̃)0≤m(A′)

− 1

2π i

∑
n̸=0

{H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}n≤m

(n ν0)(A′)
Θn. (4879)

حالت، این در گذاشت. صفر را ها Υ̃0
m میشود و

(δ Υ̃)≤m(A′) = − 1

2π i

∑
n ̸=0

{H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}n≤m

(n ν0)(A′)
Θn. (4880)

(δ A)≤m(A′) =
∑
n̸=0

n {H[�,A′ − (δ A)≤m−1(�,A′)]}n≤m

(n ν0)(A′)
Θn. (4881)

با است. ε ِ حسب δ)بر A) ِ بسط یِ ضریبها یِ محاسبه یِ برا ͳبازگشت ِ روش Έی (4878) یِ رابطه

(4860) از استفاده با میئاید. دست به ε ِ حسب بر H ′ ِ بسط یِ ضریبها ،(4855) در نتیجه ِ گذاشتن

میئاید. دست به ε ِ حسب بر ν′ ِ بسط یِ ضریبها هم

ترتیب، این به است. صفر که است، لازم 0 یِ مرتبه تا (δ A) شود، حساب ν′1 و H ′
1 که این یِ برا

H ′
1(A

′) = mn[H1(�,A′)]. (4882)

H ′
≤1(A

′) = mn[H≤1(�,A′)]. (4883)

همچنین،

ν′0(A
′) =

∂ [H0(A
′)]

∂ A′ . (4884)

ν′1(A
′) =

∂ {mn[H1(�,A′)]}
∂ A′ . (4885)

ν′≤1(A
′) =

∂ {mn[H≤1(�,A′)]}
∂ A′ . (4886)

میشود دیده (4878) از است. لازم 1 یِ مرتبه تا (δ A) شود، حساب ν′2 و H ′
2 که این یِ برا

A1(A
′) =

∑
n ̸=0

n [H(�,A′)]n1
(n ν0)(A′)

Θn. (4887)

همچنین،

H ′
2(A

′) =
(
mn{H[ϑ,A′ − εA1(ϑ,A

′)]}
)
2
. (4888)
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البته، و

H[ϑ,A′ − εA1(ϑ,A
′)] = H0[A

′ − εA1(ϑ,A
′)] + εH1[ϑ,A

′ − εA1(ϑ,A
′)]

+ ε2H2[ϑ,A
′ − εA1(ϑ,A

′)] + o(ε2). (4889)

پس،

H ′
2(A

′) = [H ′
2(A

′)]0 + [H ′
2(A

′)]1 + [H ′
2(A

′)]2. (4890)

که،

[H ′
2(A

′)]0 =
(
mn{H0[A

′ − εA1(ϑ,A
′)]}
)
2
. (4891)

[H ′
2(A

′)]1 =
(
mn{H1[ϑ,A

′ − εA1(ϑ,A
′)]}
)
1
. (4892)

[H ′
2(A

′)]2 =
(
mn{H2[ϑ,A

′ − εA1(ϑ,A
′)]}
)
0
. (4893)

میشود دیده

H0[A
′ − εA1(ϑ,A

′)] = H0(A
′)− ε [Ai 1(ϑ,A

′)]
∂ [H0(A

′)]

∂ A′
i

+
ε2

2
[Ai 1(ϑ,A

′)] [Aj 1(ϑ,A
′)]
∂2 [H0(A

′)]

∂ A′
i ∂ A

′
j

+ o(ε2). (4894)

پس،

[H ′
2(A

′)]0 =
mn{[Ai 1(�,A′)] [Aj 1(�,A′)]}

2

∂2 [H0(A
′)]

∂ A′
i ∂ A

′
j

. (4895)

همچنین،

H1[ϑ,A
′ − εA1(ϑ,A

′)] = H1(ϑ,A
′)− ε [Ai 1(ϑ,A

′)]
∂ [H1(ϑ,A

′)]

∂ A′
i

+ o(ε). (4896)
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پس،

[H ′
2(A

′)]1 = −mn

{
[Ai 1(ϑ,A

′)]
∂ [H1(�,A′)]

∂ A′
i

}
. (4897)

سرانجام،

H2[ϑ,A
′ − εA1(ϑ,A

′)] = H2(ϑ,A
′) + o(1). (4898)

پس،

[H ′
2(A

′)]2 = mn[H2(�,A′)]. (4899)

ترتیب، این به

H ′
2(A

′) =
mn{[Ai 1(�,A′)] [Aj 1(�,A′)]}

2

∂2 [H0(A
′)]

∂ A′
i ∂ A

′
j

−mn

{
[Ai 1(�,A′)]

∂ [H1(�,A′)]

∂ A′
i

}
+mn[H2(�,A′)]. (4900)

است، صفر A0
1 که این از استفاده با همچنین،

mn{[Ai 1(�,A′)] [Aj 1(�,A′)]} =
∑
n ̸=0

[Ai
−n

1(A
′)] [Aj

n
1(A

′)]. (4901)

mn

{
[Ai 1(�,A′)]

∂ [H1(�,A′)]

∂ A′
i

}
=
∑
n ̸=0

[Ai
−n

1(A
′)]
∂ [Hn

1(A
′)]

∂ A′
i

. (4902)

میΎذارم: اینها در را (4887) یِ رابطه

mn{[Ai 1(�,A′)] [Aj 1(�,A′)]} =
∑
n ̸=0

ni nj [H
−n

1(A
′)] [Hn

1(A
′)]

[(n ν0)(A′)]2
. (4903)

mn

{
[Ai 1(�,A′)]

∂ [H1(�,A′)]

∂ A′
i

}
=
∑
n ̸=0

niH
−n

1(A
′)

(n ν0)(A′)

∂ [Hn
1(A

′)]

∂ A′
i

. (4904)

میشود. چنین (4900) یِ رابطه اینها، با

H ′
2(A

′) =
∑
n ̸=0

ni nj [H
−n

1(A
′)] [Hn

1(A
′)]

2 [(n ν0)(A′)]2
∂2 [H0(A

′)]

∂ A′
i ∂ A

′
j

−
∑
n̸=0

niH
−n

1(A
′)

(n ν0)(A′)

∂ [Hn
1(A

′)]

∂ A′
i

+H0
2(�,A′). (4905)



مستقل-از-زمان ،Έکانُنی ِ اختلال ٧۵۶

همچنین،

ν′2(A
′) =

∂ [H ′
2(A

′)]

∂ A′ . (4906)

پس،

ν′2(A
′) =

∂

∂ A′

∑
n ̸=0

ni nj [H
−n

1(A
′)] [Hn

1A
′)]

2 [(n ν0)(A′)]2
∂2 [H0(A

′)]

∂ A′
i ∂ A

′
j


− ∂

∂ A′

∑
n ̸=0

niH
−n

1(A
′)

(n ν0)(A′)

∂ [Hn
1(A

′)]

∂ A′
i

+
∂ [H0

2(A
′)]

∂ A′ . (4907)
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با را ͳهˆمیلت̃ن این است. ِ-کنش متغیر- فقط ِ تاب΄ مختل-نشده) ِ ) سیستم Έی با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن

با را ِمختل-شده) ) سیستم یِ ͳهˆمیلتن میدهم. نشان (ϑ,A) با را ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش- و ،H0

میشود. چنین حرکت ِ معادلات میدهم. نشان (δ H) با را اختلال یِ ͳهˆمیلت̃ن و ،H

ϑ̇
ns
= ν0(A) +

∂ [(δ H)(ϑ,A)]

∂ A
. (4908)

Ȧ
ns
= − ∂ [(δ H)(ϑ,A)]

∂ ϑ
. (4909)

که،

ν0(A) =
∂ [H0(A)]

∂ A
. (4910)

َند: چنین مختل-نشده ِ ِ-حرکت معادلات-

ϑ̇0
ns
= ν0(A0). (4911)

Ȧ0
ns
= 0. (4912)
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A0 میشود نتیجه (4912) از است. مختل-نشده ِ ِ-حرکت معادلات- ِ جواب [ϑ0(t),A0(t)] که

است: ثابت

A0(t)
ns
= A0(t0). (4913)

میدهم: نشان A0 ِ خُد با را ثابت ِ مقدار این

A0(t)
ns
= A0. (4914)

پس، میشود. ثابت راست ِ طرف میΎذارم. (4911) در را (4914) یِ رابطه

ϑ0(t)
ns
= ϑ0(t0) + [ν0(A0)] (t− t0). (4915)

مینم. تعریف چنین را (δ ϑ, δ A)

ϑ = ϑ0 + δ ϑ. (4916)

A = A0 + δ A. (4917)

میشوند. چنین (δ ϑ, δ A) یِ برا ِ-حرکت معادلات- ترتیب، این به

δ ϑ̇
ns
= ν0(A)− ν0(A0) +

∂ [(δ H)(ϑ,A)]

∂ A
. (4918)

δ Ȧ
ns
= − ∂ [(δ H)(ϑ,A)]

∂ ϑ
. (4919)

است: اختلال) ِ (پارامتر ε یِ مرتبه از (δ H) مینم. وارد را اختلال ِ پارامتر

δ H = O(ε). (4920)

ترتیب، ین هم به

δ ϑ = O(ε). (4921)

δ A = O(ε). (4922)
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میشوند. چنین (δ ϑ, δ A) یِ برا ِ-حرکت معادلات- و

δ ϑ̇
ns
= ν0(A0 + δ A)− ν0(A0) +

∂ [(δ H)(ϑ0,A0)]

∂ A0
+ o(ε). (4923)

δ Ȧ
ns
= − ∂ [(δ H)(ϑ0,A0)]

∂ ϑ0
+ o(ε). (4924)

میشود هم (4923) یِ معادله

δ ϑ̇
ns
=
∂ [ν0(A0)]

∂ A0
δ A+

∂ [(δ H)(ϑ0,A0)]

∂ A0
+ o(ε). (4925)

میدهند. اختلال ِ اول یِ مرتبه تا را زمان به (δ ϑ, δ A) یِ ͳΎبست ،(4925) و (4924) ِ معادلات

مینویسم: فوریه یِ سری Έی ِ شل به را (δ H)

(δ H)(ϑ,A) =
∑
n

[(δ H)n(A)]Θn(ϑ). (4926)

میشود. چنین (4924) یِ معادله

δ Ȧ
ns
= −

∑
n

(2π in) [(δ H)n(A0)]Θn(ϑ0) + o(ε). (4927)

ندارد: سهم ِ-راست طرف- ِ مجموع در (n = 0) یِ جمله که است رˇشن

δ Ȧ
ns
= −

∑
n ̸=0

(2π in) [(δ H)n(A0)] (4928)

میشود دیده هم (4911) از است. ثابت A0 است. (ϑ0,A0) ِ شامل (4928) ِ راست ِ طرف

d [(nϑ0)(t)]

d t

ns
= (n ν0)(A0). (4929)

نیست.: اَبˆرانتΎرال-پذیر مختل-نشده ِ سیستم گیرم

∄n ̸= 0 ∋

(n ν0)(A0) = 0. (4930)
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میشود. چنین (4928) ِ جواب ،(4930) و (4929) از استفاده با

(δ A)(t)
ns
= (δ A)cst −

∑
n ̸=0

n

(n ν0)(A0)
[(δ H)n(A0)]Θn(ϑ0) + o(ε). (4931)

است. ثابت Έی (δ A)cst که

چنین را آن و میدهم نشان tmnT (X) با را T یِ دˇره بر X یِ ِ-برداری تاب΄- یِ ͳزمان ِ میانΎین

مینم. تعریف

[tmnT (X)](t) =
1

T

∫ t+(T/2)

t−(T/2)

(d s)X(s). (4932)

باشد) پیوسته X (اگر که است رˇشن

lim
T→0

[tmnT (X)] = X. (4933)

مینویسم. چنین را این

tmn0(X) = X. (4934)

بر X یِ ِ-برداری تاب΄- یِ ͳزمان ِ میانΎین را X یِ ِ-برداری تاب΄- ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین

میدهم: نشان ،tmn(X) با سادِتر یا ،tmn∞(X) با را آن و مینم تعریف بینهایت به T ِ حد در T یِ دˇره

[tmn∞(X)](t) = lim
T→∞

[
1

T

∫ t+(T/2)

t−(T/2)

(d s)X(s)

]
. (4935)

سادِتر،

[tmn(X)](t) = lim
T→∞

[
1

T

∫ t+(T/2)

t−(T/2)

(d s)X(s)

]
. (4936)

X یِ ͳزمان ِ میانΎین باشد)، صفر ش َ دوم ِ مشتق ͳیعن) باشد ͳبالا-خط-ِ دست- X اگر میشود دیده

است: برابر X ِ خُد با

Ẍ = 0⇒

tmnT (X) = X. (4937)
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که هست ub(X) Έی ͳیعن است. کران-دار یِ ِ-برداری تاب΄- Έی X گیرم

|X(t)| ≤ [ub(X)]. (4938)

میشود ∣∣∣∣∣دیده
∫ t+(T/2)

t−(T/2)

(d s) Ẋ(s)

∣∣∣∣∣ ≤ 2 ub(X). (4939)

میدهد نتیجه که

tmn(Ẋ) = 0. (4940)

جمله، از است. صفر کران-دار ِ تاب΄ هر ِ مشتق ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن

∀ a ̸= 0 :

exp(a t) =
d

d t

[
1

a
exp(a t)

]
. (4941)

مˇهومͳ-یِ-محض و ناصفر a اگر پس است. کران-دار exp(a �) آنΎاه باشد، محض یِ ͳمˇهوم a اگر و

ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین میدهد نتیجه که است، کران-دار ِ تاب΄ Έی ِ مشتق exp(a �) باشد،

است: صفر exp(a �)

{[(−i a) ∈ R] ∧ (a ̸= 0)} ⇒

tmn[exp(a �)] = 0. (4942)

میشود نتیجه جمله از

(n ν0)(A0) ̸= 0⇒

tmn[Θn(ϑ0)]
ns
= 0. (4943)

میشود نتیجه (4930) از استفاده با میΎذارم. (4931) در را این

tmn(δ A)
ns
= (δ A)cst + o(ε). (4944)
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میدهد نتیجه (4944) پس است. ثابت بر-لاک A0 همچنین،

tmn(A)
ns
= A0 + (δ A)cst + o(ε). (4945)

اَبˆرانتΎرال-پذیر مختل-نشده ِ سیستم که این و (4943) از استفاده با ،(4928) از دیΎر، ی شل به

میشود نتیجه نیست،

tmn(δ Ȧ)
ns
= o(ε). (4946)

است، صفر Ȧ0 چون البته، و

tmn(Ȧ)
ns
= o(ε). (4947)

یا، است. صفر ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،(δ A) یِ ͳزمان ِ مشتق ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین

میانΎین در (δ A) ͳیعن که است. ثابت ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا (δ A) ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین

ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن اینها البته میمانَد. ثابت ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا (ͳزمان ِ )

تا A ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن که است. صفر ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،A یِ ͳزمان ِ مشتق

میمانَد. ثابت ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا (ͳزمان ِ ) میانΎین در A است: ثابت ε به نسبت Έی یِ مرتبه

میئاید: دست به (δ A) یِ برا اولیه ِ شرط از (δ A)cst

(δ A)(t0) = A(t0)− A0. (4948)

که میΎیرم چنان را A0 ِ مقدار

(δ A)cst = 0. (4949)

ͳیعن این

(δ A)(t0) = −
∑
n̸=0

ni
(n ν0)(A0)

[(δ H)n(A0)]Θn[ϑ0(t0)]. (4950)

میشود. چنین (4931) یِ رابطه ترتیب این به

(δ A)(t)
ns
= −

∑
n̸=0

n

(n ν0)(A0)
[(δ H)n(A0)]Θn(ϑ0) + o(ε). (4951)
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میشود هم (4944) یِ رابطه و

tmn(δ A)
ns
= o(ε). (4952)

میشود. نتیجه (4926) از

∂ [(δ H)(ϑ,A)]

∂ A
=
∑
n

∂ [(δ H)n(A)]

∂ A
Θn(ϑ). (4953)

پس،

∂ [(δ H)(ϑ0,A0)]

∂ A0
=
∑
n

∂ [(δ H)n(A0)]

∂ A0
Θn(ϑ0). (4954)

میΎذارم: (4925) در را (4954) و (4951) ِ روابط

δ ϑ̇
ns
= − ∂ [ν0(A0)]

∂ A0

∑
n̸=0

n

(n ν0)(A0)
[(δ H)n(A0)]Θn(ϑ0)

+
∑
n

∂ [(δ H)n(A0)]

∂ A0
Θn(ϑ0) + o(ε). (4955)

مینم: جدا بقیه از را دوم ِ مجموع در (n = 0) یِ جمله راست، ِ طرف در

δ ϑ̇
ns
=
∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0
+
∑
n̸=0

{
− ∂ [ν0(A0)]

∂ A0

n

(n ν0)(A0)
[(δ H)n(A0)]

+
∂ [(δ H)n(A0)]

∂ A0

}
Θn(ϑ0) + o(ε). (4956)

نیست، اَبˆرانتΎرال-پذیر مختل-نشده ِ سیستم که این و (4929) از استفاده با ،(4956) یِ رابطه از

میشود نتیجه

(δ ϑ)(t)
ns
= (δ ϑ)cst +

∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0
(t− t0)

+
∑
n̸=0

1

2π i (n ν0)(A0)

{
− ∂ [ν0(A0)]

∂ A0

n

(n ν0)(A0)
[(δ H)n(A0)]

+
∂ [(δ H)n(A0)]

∂ A0

}
Θn(ϑ0) + o(ε). (4957)

جمله سه ِ شامل ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،(4957) ِ راست ِ طرف است. ثابت Έی (δ ϑ)cst که

یِ ͳزمان ِ میانΎین ست. ͳخط ِ-بالا دست- زمان به نسبت دوم یِ جمله است. ثابت اول یِ جمله است.
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نیست). اَبˆرانتΎرال-پذیر مختل-نشده ِ سیستم که این ِ فرض (با است صفر هم سوم یِ جمله ِ بلند-مدت

با برابر ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،t ِ زمان در (δ ϑ) ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ترتیب این به

است: (4957) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ دˇ-جمله ِ مجموع

[tmn(δ ϑ)](t)
ns
= (δ ϑ)cst +

∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0
(t− t0) + o(ε). (4958)

میشود دیده (4915) از همچنین،

[tmn(ϑ0)](t)
ns
= ϑ0(t0) + [ν0(A0)] (t− t0). (4959)

ترتیب، این به

[tmn(ϑ)](t)
ns
= ϑ0(t0) + (δ ϑ)cst +

{
ν0(A0) +

∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0

}
(t− t0)

+ o(ε). (4960)

اَبˆرانتΎرال- مختل-نشده ِ سیستم که این و (4943) از استفاده با ،(4956) یِ رابطه از دیΎر، ی شل به

میشود نتیجه نیست، پذیر

tmn(δ ϑ̇)
ns
=
∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0
+ o(ε). (4961)

میشود دیده (4911) از همچنین،

tmn(ϑ̇0)
ns
= ν0(A0). (4962)

ترتیب، این به

tmn(ϑ̇)
ns
= ν0(A0) +

∂ [(δ H)0 (A0)]

∂ A0
+ o(ε). (4963)

ثابت ِ مقدار Έی ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،(δ ϑ) یِ ͳزمان ِ مشتق ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین

ِ-بالا- دست- ِ تاب΄ Έی ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ،(δ ϑ) ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین یا؛ است.

ͳخط زمان با ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا (ͳزمان ِ ) میانΎین در (δ ϑ) ͳیعن که است. زمان از ͳخط
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نسبت Έی یِ مرتبه تا ،ϑ یِ ͳزمان ِ مشتق ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن اینها البته میند. تغییر

ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ϑ ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین ͳیعن که است. ثابت ِ مقدار Έی ε به

با ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا (ͳزمان ِ ) میانΎین در ϑ است: زمان از ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ Έی

میند. تغییر ͳخط زمان

است. چنین اختلال ِ اول یِ مرتبه تا بسامد

ν′≤1(A
′) =

∂ [H0
≤1(�,A′)]

∂ A′ . (4964)

ِ اول یِ مرتبه تا بسامد (4964) یِ رابطه مینم. مقایسه (4963) یِ رابطه با را (4964) یِ رابطه

یِ مرتبه تا زاویه یِ ͳزمان ِ مشتق ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین (4963) یِ رابطه و میدهد، را اختلال

نشان را ین هم هم (4963) و (4964) ِ روابط و َند، یسان دˇ-کمیت این میدهد. را اختلال ِ اول

َند. یسان ِ-راستها طرف- میدهند:

مختل- ِ سیستم یِ برا ُ-زاویه کنش- یِ متغیرها که است این اختلال ِ اثر یِ محاسبه یِ برا راه Έی

است این دیΎر ِ راه Έی شوند. حساب مختل-شده یِ بسامدها آنها از استفاده با و شوند، حساب شده

شود. انجام ُ-زاویه کنش- یِ مختل-نشده) ِ سیستم با (متناظر ͳقدیم یِ متغیرها ان هم با محاسبات که

ِ بلند-مدت یِ ͳزمان ِ میانΎین اما نیست، ثابت ͳقدیم یِ زاویِها یِ ͳزمان ِ مشتق مختل-شده، ِ تحول با

ِ روش با که است، مختل-شده یِ بسامدها ان هم با برابر و است، ثابت ͳقدیم یِ زاویِها یِ ͳزمان ِ مشتق

میشود. حساب ͳقبل
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میشود. داده معادله این با آن ِ تحول که مینم ͳبررس را ی سیستم

E ns
= 0. (4965)

x و t از ی تاب΄ E ،ͳکل ِ حالت در میدهم. نشان x با را شده، نوشته آن یِ برا تحول که سیستم، ِ متغیر

نوشت. چنین میشود را (4965) یِ معادله و است.

E(t, x) ns
= 0. (4966)

است: t هر یِ برا (4966) یِ معادله که است این منظور البته

∀ t :

E(t, x) ns
= 0. (4967)

مینم. تعریف چنین را آن و میدهم نشان Tc با را c یِ اندازه به زمان ِ انتقال

[Tc(x)](t) = x(t− c). (4968)
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اگر ست، ناوردا c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول میΎویم

E [t+ c,Tc(x)] = E(t, x). (4969)

ͳیعن باشد، برقرار c هر یِ برا (4969) اگر ست، ناوردا ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول میΎویم

باشد: ناوردا ای اندازه هر به ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول اگر

∀ c :

E [t+ c,Tc(x)] = E(t, x). (4970)

معادله-یِ- ِ جواب Έی x اگر که است این c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ِ تحت ͳناوردای ِ پیامد Έی

است: معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم Tc(x) باشد، تحول

E(t, x) ns
= 0⇒

E [t+ c,Tc(x)]
ns
= 0. (4971)

پس،

[∀ t : E(t, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t+ c,Tc(x)]
ns
= 0}. (4972)

،ͳیعن که

[∀ t : E(t, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t,Tc(x)]
ns
= 0}. (4973)

معادله- ِ جواب Έی x اگر میدهد نتیجه ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول یِ ͳناوردای جمله، از

Tc(x) ͳیعن است، معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم ای هراندازه به x یِ انتقال-یافته باشد، یِ-تحول

است. معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم c ِ مقدار هر با

ِ طریق از زمان ͳیعن ساده ِ شل به باشد، ناوردا ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول که این

ش َ معادله-یِ-تحول که ی سیستم به خاطر ین هم به میشود. وارد معادله-یِ-تحول در (متغیر) x فقط

میΎویند. خُد-گردان ِ سیستم Έی ست، ناوردا ِ-زمان انتقال- ِ تحت
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E(t, x) که یmΈهست ͳیعن این ست. ͳمˇضع x به نسبت E(t, x) که است این خاص ِ یΈحالت

که هست Eq Έی ͳیعن هم این و است. m ِ-بالا دست- یِ مرتبه از x به نسبت

E(t, x) = Eq[t, (dD(m) x)(t)]. (4974)

مفصلتر،

E(t, x) = Eq{t, x(t), (D x)(t), . . . , [(D)m x](t)}. (4975)

(نسبت تحول یِ معادله میΎویم mاست. ِ-بالا دست- یِ مرتبه از معادله-یِ-تحول میΎویم حالت این در

یِ مرتبه از (x به (نسبت معادله-یِ-تحول که هست محدود) ِ ) m Έی ی وقت ست، ͳمˇضع (x به

معادله-یِ-تحول ͳوقت ست، ͳنقط̃ئ (x به (نسبت معادله-یِ-تحول میΎویم است. m ِ-بالا دست-

است: صفر ِ-بالا دست- یِ مرتبه از (x به (نسبت

E(t, x) = Eq[t, x(t)]. (4976)

میشود نتیجه Tc ِ تعریف از

{(D)k [Tc(y)]}(t) = [(D)k y](t− c). (4977)

{dD(n) [Tc(y)]}(t) = (dD(n) y)(t− c). (4978)

{dD [Tc(y)]}(t) = (dD y)(t− c). (4979)

ترتیب، این به

{(D)k [Tc(y)]}(t+ c) = [(D)k y](t). (4980)

{dD(n) [Tc(y)]}(t+ c) = (dD(n) y)(t). (4981)

{dD [Tc(y)]}(t+ c) = (dD y)(t). (4982)

پس، ست. ناوردا c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ِ تحت و ست ͳمˇضع معادله-یِ-تحول گیرم

Eq
(
t+ c, {dD [Tc(x)]}(t+ c)

)
= Eq[t, (dD x)(t)]. (4983)
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،ͳیعن که

Eq[t+ c, (dD x)(t)] = Eq[t, (dD x)(t)]. (4984)

نوشت. چنین را آن میشود است. درست (dD x)(t) ِ مقدار هر یِ برا (4984) یِ رابطه

Eq(t+ c,X) = Eq(t,X). (4985)

یِ دˇره با Eq(�,X) که این دقیقتر است. c با برابر Eq(�,X) یِ دˇرِه ست. ͳدˇرِئ Eq(�,X) میدهد نشان که

باشد. هم |c| از کوچتر است ممن که است مثبت ی عدد اَش دˇره ͳول میشود، ترار c

پس ست. ناوردا ِ-زمان انتقال- ِ تحت و ست ͳمˇضع معادله-یِ-تحول گیرم

∀ c :

Eq
(
t+ c, {dD [Tc(x)]}(t+ c)

)
= Eq[t, (dD x)(t)]. (4986)

،ͳیعن که

∀ c :

Eq[t+ c, (dD x)(t)] = Eq[t, (dD x)(t)]. (4987)

نوشت. چنین را آن میشود است. درست (dD x)(t) ِ مقدار هر یِ برا (4987) یِ رابطه

∀ c :

Eq(t+ c,X) = Eq(t,X). (4988)

به نسبت Eq(t,X) ِ مشتق گفت میشود است. ثابت Eq(�,X) یا است، t از مستقل Eq(t,X) ͳیعن این

است: صفر t

∂ [Eq(t,X)]

∂ t
= 0. (4989)

Έی شان ِ معادله-یِ-تحول که یˆند ͳی سیتمها ،ͳمˇضع ِ معادله-یِ-تحول با خُد-گردان یِ سیستمها

و متغیر ِ خُد فقط ِ طریق از t معادله-یِ-تحول، در ͳیعن است. خُد-گردان ِ معادله-یِ-دیفرانسیل

میشود. وارد ش یˆ مشتقها
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میشود: Έیتف بخش دˇ به آن ِ معادله-یِ-تحول و است، (λ, x) آن ِ متغیر که مینم ͳبررس را ی سیستم

Ex(t, λ, x)
ns
= 0. (4990)

و

Eλ(t, λ, x)
ns
= 0. (4991)

میشود، داده (4990) فقط با سیستم ِ معادله-یِ-تحول ی وقت است، (ͳخارج ِ ) پارامتر λ میΎویم

یِ معادله و نمینویسم هم را x ِ شاخص ͳسادِگ یِ برا حالت، این در است. معلوم ی) (تاب΄ λ آن در که

مینویسم. چنین را (4990)

E(t, λ, x) ns
= 0. (4992)

است: t هر یِ برا (4992) یِ معادله که است این منظور البته و

∀ t :

E(t, λ, x) ns
= 0. (4993)

اگر ست، ناوردا c یِ اندازه به جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول میΎویم

E [t+ c,Tc(λ),Tc(x)] = E(t, x). (4994)

برقرار c هر یِ برا (4994) اگر ست، ناوردا جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول میΎویم

باشد: ناوردا ای اندازه هر به ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول اگر ͳیعن باشد،

∀ c :

E [t+ c,Tc(λ),Tc(x)] = E(t, x). (4995)
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ِ جواب Έی x اگر که است این c یِ اندازه به جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت ͳناوردای ِ پیامد Έی

است: منتقل-شده ِ پارامتر با معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم Tc(x) باشد، معادله-یِ-تحول

E(t, λ, x) ns
= 0⇒

E [t+ c,Tc(λ),Tc(x)]
ns
= 0. (4996)

پس،

[∀ t : E(t, λ, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t+ c,Tc(λ),Tc(x)]
ns
= 0}. (4997)

،ͳیعن که

[∀ t : E(t, λ, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t,Tc(λ),Tc(x)]
ns
= 0}. (4998)

پارامتر ͳاول در که است این c یِ اندازه به جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- با c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ِ فرق

ِ تحت معادله-یِ-تحول که این میشود. تبدیل متغیر ِ مثل هم پارامتر ͳدوم در ͳول نمیشود، تبدیل

ͳیعن ست، ناوردا c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال-

E [t+ c, λ,Tc(x)] = E(t, x). (4999)

معادله- ِ جواب Έی x اگر که است این c یِ اندازه به ِ-زمان انتقال- ِ تحت ͳناوردای ِ پیامد Έی و

است: معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم Tc(x) باشد، یِ-تحول

E(t, λ, x) ns
= 0⇒

E [t+ c, λ,Tc(x)]
ns
= 0. (5000)

پس،

[∀ t : E(t, λ, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t+ c, λ,Tc(x)]
ns
= 0}. (5001)
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،ͳیعن که

[∀ t : E(t, λ, x) ns
= 0]⇒

{∀ t : E [t, λ,Tc(x)]
ns
= 0}. (5002)

معادله-یِ- ِ یΈجواب x اگر میدهد نتیجه جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول یِ ͳناوردای

انتقال-یافته ِ پارامتر با معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم ای هراندازه به x یِ انتقال-یافته باشد، تحول

است. Tc(λ) ِ پارامتر با معادله-یِ-تحول ِ جواب Έی هم Tc(x) باشد، چه هر c ͳیعن است،

از زمان ͳیعن ساده ِ شل به باشد، ناوردا جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول که این

خُد-گردان ی چنین-سیستم میشود. وارد معادله-یِ-تحول در متغیر) و (پارامتر x و λ فقط ِ طریق

میشد نوشته تحول یِ معادله هم آن یِ برا ͳیعن میامد، حساب به متغیر از ی بخش هم پارامتر اگر میبود،

ی وقت اما میبود). ناوردا جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت هم پارامتر با متناظر ِ معادله-یِ-تحول البته (و

باشد. ناوردا ِ-زمان انتقال- ِ تحت معادله-یِ-تحول اگر است خُد-گردان سیستم است، پارامتر λ

که هست l Έی ͳیعن این ست. ͳمˇضع x و λ به نسبت E(t, λ, x) که است این خاص ِ حالت Έی

از x به نسبت E(t, λ, x) که هست m Έی و است، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به نسبت E(t, λ, x)

که هست Eq Έی ͳیعن هم اینها و است. m ِ-بالا دست- یِ مرتبه

E(t, λ, x) = Eq[t, (dD(l) λ)(t), (dD(m) x)(t)]. (5003)

مفصلتر،

E(t, λ, x) = Eq{t, λ(t), (Dλ)(t), . . . , [(D)l λ](t),

(D x)(t), . . . , [(D)m x](t)}. (5004)



ایستاواری یِ ناورداها ٧٧٢

یِ مرتبه از λ به نسبت و ،l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به نسبت معادله-یِ-تحول، میΎویم حالت این در

محدود) ِ ) lΈی ی وقت ست، ͳمˇضع x و λ به نسبت تحول یِ معادله میΎویم است. m ِ-بالا دست-

هست محدود) ِ ) m Έی و است، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به نسبت معادله-یِ-تحول که هست

نسبت معادله-یِ-تحول میΎویم است. m ِ-بالا دست- یِ مرتبه از x به نسبت معادله-یِ-تحول که

و است. صفر ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به نسبت معادله-یِ-تحول ͳوقت ی وقت ست، ͳنقط̃ئ λ به

یِ مرتبه از x به نسبت معادله-یِ-تحول ͳوقت ی وقت ست، ͳنقط̃ئ x به نسبت معادله-یِ-تحول میΎویم

ی وقت ست، ͳنقط̃ئ x و λ به نسبت معادله-یِ-تحول است. صفر ِ-بالا دست-

E(t, λ, x) = Eq[t, λ(t), x(t)]. (5005)

معادله-یِ-تحول که هست lΈی ͳیعن) ست ͳمˇضع متغیر و پارامتر به نسبت معادله-یِ-تحول گیرم

یِ مرتبه از x به نسبت معادله-یِ-تحول که هست mΈی و است، l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به نسبت

پس، ست. ناوردا c یِ اندازه به جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت و است)، m ِ-بالا دست-

Eq
(
t+ c, {dD [Tc(λ)]}(t+ c),

{dD [Tc(x)]}(t+ c)
)
= Eq[t, (dD x)(t)]. (5006)

،ͳیعن که

Eq[t+ c, (dDλ)(t), (dD x)(t)] = Eq[t, (dDλ)(t), (dD x)(t)]. (5007)

چنین را آن میشود است. درست (dD x)(t) ِ مقدار هر و (dDλ)(t) ِ مقدار هر یِ برا (5007) یِ رابطه

نوشت.

Eq(t+ c,Λ,X) = Eq(t,Λ,X). (5008)

Eq(�,Λ,X) که این دقیقتر است. c با برابر Eq(�,Λ,X) یِ دˇرِه ست. ͳدˇرِئ Eq(�,Λ,X) میدهد نشان که

باشد. هم |c| از کوچتر است ممن که است مثبت ی عدد اَش دˇره ͳول میشود، ترار c یِ دˇره با

جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت و ست ͳمˇضع متغیر و پارامتر به نسبت معادله-یِ-تحول گیرم
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پس ست. ناوردا

∀ c :

Eq
(
t+ c, {dD [Tc(λ)]}(t+ c),

{dD [Tc(x)]}(t+ c)
)
= Eq[t, (dDλ)(t), (dD x)(t)]. (5009)

،ͳیعن که

∀ c :

Eq[t+ c, (dDλ)(t), (dD x)(t)] = Eq[t, (dDλ)(t), (dD x)(t)]. (5010)

چنین را آن میشود است. درست (dD x)(t) ِ مقدار هر و (dDλ)(t) ِ مقدار هر یِ برا (5010) یِ رابطه

نوشت.

∀ c :

Eq(t+ c,Λ,X) = Eq(t,Λ,X). (5011)

Eq(t,Λ,X) ِ مشتق گفت میشود است. ثابت Eq(�,Λ,X) یا است، t از مستقل Eq(t,Λ,X) ͳیعن این

است: صفر t به نسبت

∂ [Eq(t,Λ,X)]

∂ t
= 0. (5012)

و پارامتر به نسبت شان ِ معادله-یِ-تحول و یˆند ناوردا جام΄ ِ ِ-زمان انتقال- ِ تحت که ͳی سیستمها یِ برا

شان یِ مشتقها و متغیر و پارامتر فقط ِ طریق از معادله-یِ-تحول در بستͳΎ-به-زمان ست، ͳمˇضع متغیر

میشود. وارد
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پارامتر ِ تغییر یِ ͳنُع ِ زمان ی وقت است، کند-تغییر λ میΎویم است. (زمان) t ِ تاب΄ λ ِ پارامتر

متغیر یِ ͳزمان ِ تحول یِ ͳنُع ِ زمان از پارامتر) ِ مقدار ِ چشمΎیر ِ تغییر یِ برا لازم ِ زمان ͳیعن)
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باشد: بزرگتر ی خیل تحول) ِ ͳط متغیر ِ مقدار ِ چشمΎیر ِ تغییر یِ برا لازم ِ زمان ͳیعن)

Tλ ≫ Tx. (5013)

کند- است. x یِ ͳزمان ِ تحول یِ ͳنُع ِ زمان Tx و است، متغیر x است، λ ِ تغییر یِ ͳنُع ِ زمان Tλ

ِ پارامتر یِ ͳزمان یِ ͳΎبست کرد: بیان ِ-کندی پارامتر- Έی ِ حسب بر میشود را پارامتر ِ تغییر-بودن

مینویسم. چنین (ε) ِ-کندی پارامتر- و (λ̄) دیΎر ِ پارامتر Έی ِ حسب بر را λ

λ = λ̄ ◦ sε. (5014)

است: ε با برابر sε ِ مشتق که

ṡε(t) = ε. (5015)

که، هست t ِ ثابت Έی ͳیعن این

sε(t) = t+ ε (t− t). (5016)

یِ ͳنُع ِ زمان (λ̄ ِ ثابت-نΎه-داشتن (و ε ِ کوچΈ-کردن با و است مثبت ε یِ ِ-کندی پارامتر-

میشود: بزرگ λ ِ تغییر

Tλ =
Tλ̄
ε
. (5017)

میشود. چنین پارامتر ِ کند-تغییر-بودن ِ شرط و

ε≪ Tλ̄
Tx
. (5018)

میشود دیده همچنین،

(D)i λ = εi [(D)i λ̄] ◦ sε. (5019)

جمله، از

λ̇ = ε (D λ̄) ◦ sε. (5020)
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صفر به ε که این با متناظر حدی ِ حالت در است، ε ِ کوچΈ-بودن با متناظر λ ِ کند-تغییر-بودن

بΎراید.

نسبت E(t, λ, x) که هست lΈی ͳیعن ست. ͳمˇضع پارامتر به نسبت متغیر، ِ معادله-یِ-تحول گیرم

که هست Eq Έی ͳیعن هم این و است. l ِ-بالا دست- یِ مرتبه از λ به

E(t, λ, x) = Eq{t, λ(t), (Dλ)(t), . . . , [(D)l λ](t), x}. (5021)

کندی، ِ پارامتر ِ حسب بر و

E(t, λ, x) = Eq{t, λ̄[sε(t)], ε (D λ̄)[sε(t)], . . . , ε
l [(D)l λ̄][sε(t)], x}. (5022)

و میشود. کم متغیر ِ معادله-یِ-تحول در پارامتر یِ مشتقها ِ اثر ِ-کندی، پارامتر- ِ کوچΈ-شدن با

است. بیشتر اثر ِ کاهش باشد، بزرگتر مشتق یِ مرتبه چه هر
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گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز ِ تاب΄ که است، H آن با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن که مینم ͳبررس را ی سیستم

ِ شامل پارامتر ͳکل ِ حالت در است. (λ) پارامتر ِ طریق از زمان Hبه یِ ͳΎبست که شل این به است،

که هست H ِ تاب΄ Έی ͳیعن است، پارامتر ِ طریق از زمان به H یِ ͳΎبست که این است. متغیر چند

H(t, x) = H[λ(t), x]. (5023)

میشود دیده جمله، از

∂ [H(t, x)]

∂ t
= {(

0

D(0) H)[λ(t), x)]} λ̇(t). (5024)

مفصلتر،

∂ [H(t, x)]

∂ t
= {(

0

D(0) a H)[λ(t), x)]} λ̇a(t). (5025)
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میشود نتیجه تحول یِ معادله از

d [H(t, x)]

d t

ns
=
∂ [H(t, x)]

∂ t
. (5026)

پس،

d [H(t, x)]

d t

ns
= {(

0

D(0) H)(λ, x)] λ̇. (5027)

است: ثابت بر-لاک H(λ, �) باشد، ثابت λ اگر میشود معلوم جمله از

λ̇ = 0⇒

d [H(λ, x)]

d t

ns
= 0. (5028)

است. ثابت بر-لاک H نمیشود نتیجه نیست، ثابت λ ی وقت اما

هست، I(λ, �)Έی λ با متناظر گیرم است. درست هم دیΎر یِ ِ-حرکتها ثابت- یِ برا این یِ مانسته

است: ثابت بر-لاک I(λ, �) است، ثابت λ و است H(λ, �) با تحول ی وقت که چنان

λ̇ = 0⇒

d {I(λ, x)}
d t

ns
= 0. (5029)

میشود نتیجه معادله-یِ-حرکت از

λ̇ = 0⇒

d [I(λ, x)]

d t

ns
= {I(λ, x),H(λ, x)}. (5030)

با است همئرز است، ثابت بر-لاک I که این پس

{I(λ, x),H(λ, x)} = 0. (5031)

است: برقرار هم I یِ جا به H با رابطه این که است رˇشن البته

{H(λ, x),H(λ, x)} = 0. (5032)
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میسازم: چنین را گسترش-یافته ِ فضا-یِ-فاز از I یِ ͳتابع ،I از استفاده با

I(t, x) = I[λ(t), x]. (5033)

میشود دیده

∂ [I(t, x)]

∂ t
= {(

0

D(0) I)[λ(t), x]} λ̇(t). (5034)

میشود نتیجه معادله-یِ-حرکت از

d [I(t, x)]

d t

ns
=
∂ [I(t, x)]

∂ t
+ {I(t, x),H(t, x)}. (5035)

یا،

d [I(t, x)]

d t

ns
= [(

0

D(0) I)(λ, x)] λ̇+ {I(λ, x),H(λ, x)}. (5036)

پس،

d [I(t, x)]

d t

ns
=
∂ [I(t, x)]

∂ t
. (5037)

میشود، که

d [I(t, x)]

d t

ns
= [(

0

D(0) I)(λ, x)] λ̇(t). (5038)

است. ثابت بر-لاک I نمیشود نتیجه نیست، ثابت λ و است H با تحول ی وقت جمله از
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یِ همه یِ ازا به و است، وابسته-به-پارامتر یِ ͳهˆمیلت̃ن Έی با متناظر که مینم ͳبررس را ی سیستم

است، (2m) فضا-یِ-فاز ِ بˇعد ی وقت ،ͳیعن این است. انتΎرال-پذیر (λ) پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها

هر ِ کروشه-یِ-پˇو͈سˇن و َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن که هستند پارامتر) (و فضا-یِ-فاز از ͳتابع m
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پارامتر) (و فضا-یِ-فاز از Im تا I1 یِ تابعیها ͳیعن است. صفر سیستم) یِ ͳهˆمیلت̃ن) H با آنها از Έی

و َند مستقل-از-هم که هستند

{Ii(λ, x), Ij(λ, x)} = 0. (5039)

{Ii(λ, x),H(λ, x)} = 0. (5040)

یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را Im تا I1 میشود میدهد نتیجه َند، مستقل-از-هم و ͳپˇو͈سˇن Im تا I1 که این

(q′, p′) یا است. Έکانُنی (q′, I) که هستند ͳی ها q′i ͳیعن گرفت. Έکانُنی ِ مختصات دسته Έی

شده: تعریف I ان هم p′ که است، Έکانُنی

p′(t, x) = p′[λ(t), x]. (5041)

است: I ان هم p′ که

p′ = I (5042)

ترتیب، این به

{p′
i(λ, x),H(λ, x)} = 0. (5043)

همچنین،

q′(t, x) = q′[λ(t), x]. (5044)

ͳیعن (5043) یِ رابطه است، Έکانُنی (q′,p′) چون که،

−∂H
∂ q′ = 0. (5045)

مفصلتر،

−
(
∂H

∂ q′

)
λ,p′

= 0. (5046)
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که هست H یِ ͳتابع Έی است: p′ و λ از ی تاب΄ H(λ, x) ͳیعن که

H(λ, x) = H[λ,p′(λ, x)]. (5047)

است: ثابت بر-لاک p′ نمیدهد نتیجه لزومˆن است، صفر q′ به نسبت H ِ مشتق که این

ṗ′
ns
=
∂ p′

∂ t
+ {p′,H}. (5048)

پس،

ṗ′
ns
=
∂ p′

∂ t
. (5049)

یا،

d [p′(λ, x)]

d t

ns
= {(

0

D(0) p
′)[λ(t), x]} λ̇(t). (5050)

هم، q′ یِ برا

q̇′
ns
=
∂ q′

∂ t
+ {q′,H}. (5051)

یا،

d {q′[λ(t), x]}
d t

ns
= {(

0

D(0) q
′)[λ(t), x]} λ̇(t) + (

0

D(1) H){λ(t),p′[λ(t), x)]}. (5052)

نوشت. x′ و λ ِ حسب بر هم را x′ یِ برا معادله-یِ-حرکت ِ ِ-راست طرف- در x میشود البته

ترتیب، این به

ṗ′
ns
=
(
(

0

D(0) p
′){λ(t), x[λ(t), x′]}

)
λ̇(t). (5053)

q̇′
ns
=
(
(

0

D(0) q
′){λ(t), x[λ(t), x′]}

)
λ̇(t)

+ (
0

D(1) H)
(
λ(t),p′{λ(t), x[λ(t), x′)]}

)
. (5054)

متناظر یِ ͳهˆمیلتن که است این ِ-حرکت معادلات- ین هم ِ به-دست-آوردن یِ برا دیΎر ِ راه Έی

H ′ با را ͳهˆمیلتن این میند. تبدیل (q′, p′) به را (q, p) که کنم حساب را ی Έکانُنی-ِ تبدیل- با



ایستاواری یِ ناورداها ٧٨٠

است. λ ِ طریق از ͳΎوابست این است. وابسته-به-زمان (q′, p′) به (q, p) ِ تبدیل میدهم. نشان

میشود دیده میدهم. نشان Υ̃ با را تبدیل این با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد

H ′(t, x′) = H(t, x) +
∂ [Υ̃(t, q, p′)]

∂ t
. (5055)

یِ جا به را (q, p) از Έکانُنی-ِ جایΎشت- Έی نباشد، چنین اگر َند. مستقل-از-هم p′ و q شده فرض

مینویسم: ،t یِ جا به ،λ ِ حسب بر را تابعͳ-یِ-مولد میبˆرم. کار به (q, p)

Υ̃(t, q, p′) = Υ̃[λ(t), q, p′]. (5056)

میشود. چنین (5055) یِ رابطه ترتیب، این به

H ′(t, x′) = H(t, x) + {(
0

D(0) Υ̃)[λ(t), q, p′]} λ̇(t). (5057)

نوشت: ،t یِ جا به ،λ ِ حسب بر را H ′ و H میشود البته

H(t, x) = H[λ(t), x]. (5058)

H ′(t′, x′) = H ′[λ(t), x′]. (5059)

میشود. چنین (5057) یِ رابطه ترتیب این به

H ′[λ(t), x′] = H[λ(t), x] + {(
0

D(0) Υ̃)[λ(t), q, p′]} λ̇(t). (5060)

میشوند: نوشته (λ, x′) ِ حسب بر هم، راست ِ طرف در x ِ خُد و

H ′[λ(t), x′] = H{λ(t), x[λ(t), x′]}

+
(
(

0

D(0) Υ̃){λ(t), q[λ(t), x′], p′}
)
λ̇(t). (5061)

میشود دیده (5047) از است. [λ(t), p′] فقط ِ تاب΄ اول یِ جمله راست، ِ طرف در

H[λ(t), x] = H{λ(t),p′[λ(t), x]}. (5062)
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پس،

H{λ(t), x[λ(t), x′]} = H
(
λ(t),p′{λ(t), x[λ(t), x′]}

)
. (5063)

میشود دیده هم (5041) از

p′{λ(t), x[λ(t), x′]} = p′. (5064)

میشود چنین (5061) یِ رابطه ترتیب، این به

H ′[λ(t), x′] = H[λ(t), p′] +
(
(

0

D(0) Υ̃){λ(t), q[λ(t), x′], p′}
)
λ̇(t). (5065)

میدهم: نشان Y با را ضریب این است. (λ, x′) ِ تاب΄ λ̇ ِ ضریب راست، ِ طرف در

Y(λ, x′) = (
0

D(0) Υ̃)[λ, q(λ, x′), p′]. (5066)

میشود. چنین (5065) یِ رابطه ترتیب، این به

H ′[λ(t), x′] = H[λ(t), p′] + {Y [λ(t), x′]} λ̇(t). (5067)

ͳیعن که

H ′(t, x′) = H[λ(t), p′] + {Y [λ(t), x′]} λ̇(t). (5068)

λ ِ مشتق اگر دارد. ͳΎبست هم q′ به نیست، p′ و t فقط ِ تاب΄ H ′ نباشد، ثابت λ اگر میشود دیده

پارامتر اگر ͳیعن این و است. صفر q′ به نسبت H ′ ِ مشتق نمیشود نتیجه نباشد، صفر زمان) به (نسبت

میشوند. چنین ِ-حرکت معادلات- است. انتΎرال-پذیر سیستم نمیشود نتیجه نباشد ثابت

q̇′
ns
=
∂ [H(λ, p′)]

∂ p′
+
∂ [Y(λ, x′)]

∂ p′
λ̇. (5069)

ṗ′
ns
= − ∂ [Y(λ, x′)]

∂ q′
λ̇. (5070)

ِ مشتق حالت این در است. انتΎرال-پذیر سیستم و است ثابت بر-لاک p′ است، ثابت پارامتر ی وقت

پارامتر ی وقت میشود. زمان از ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ Έی بر-لاک q′ و است ثابت q′ یِ ͳزمان

نیست. انتΎرال-پذیر لزومˆن سیستم و نیست ثابت بر-لاک لزومˆن p′ نیست: چنین لزومˆن نیست، ثابت
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کند-تغییر (λ) پارامتر و است، وابسته-به-پارامتر یِ ͳهˆمیلت̃نΈی با متناظر که مینم ͳبررس را ی سیستم

میدهم. نشان ε یِ ِ-کندی پارامتر- ِ حسب بر را پارامتر ِ کند-تغییر-بودن است.

یِ ِ-حرکتها ثابت- است. انتΎرال-پذیر پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها یِ همه یِ ازا به سیستم گیرم

پریم-دار، ِ مختصات با میΎیرم. پریم-دار ِ Έکانُنین-ِ مختصات- یِ برا تانه یِ مئلف̃ها را سیستم

یِ ͳهˆمیلت̃ن است، وابسته-به-زمان پارامتر ی وقت اما است. صفر ها q′i به نسبت (ͳهˆمیلت̃ن) H ِ مشتق

که میشود، H ′ پریم-دار ِ Έکانُنی-ِ مختصات- با متناظر

H ′(t, x′) = H(t, x) +
∂ [Υ̃(t, q, p′)]

∂ t
. (5055)

میند. تبدیل (q′, p′) به را (q, p) که ست ی Έکانُنی-ِ تبدیل- با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد Υ̃ که

مینویسم: ،t یِ جا به ،λ̄ ِ حسب بر را تابعͳ-یِ-مولد

Υ̃(t, q, p′) = Υ̃[(λ̄ ◦ sε)(t), q, p′]. (5071)

ترتیب، این به

H ′(t, x′) = H(t, x) + ε {(
0

D(0) Υ̃)[(λ̄ ◦ sε)(t), q, p′]} [(D λ̄) ◦ sε](t). (5072)

میشود: q′ از مستقل راست ِ طرف در اول یِ جمله مینویسم. x′ ِ حسب بر را x راست، ِ طرف در

H(t, x) = H[(λ̄ ◦ sε)(t), p′]. (5073)

میدهم: نشان Y با را λ̄ به نسبت Υ̃ ِ مشتق هم، (5072) ِ ِ-راست طرف- ِ دوم یِ جمله در

Y(λ, x′) = (
0

D(0) Υ̃)(λ, q, p′). (5074)

میشود. چنین (5072) یِ رابطه ترتیب، این به

H ′(t, x′) = H[(λ̄ ◦ sε)(t), p′] + ε {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), x′]} [(D λ̄) ◦ sε](t). (5075)
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میشوند. چنین هم ِ-حرکت معادلات-

q̇′
ns
=
∂ {H[(λ̄ ◦ sε)(t), p′]}

∂ p
+ ε

∂ {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), x′]}
∂ p′

[(D λ̄) ◦ sε](t). (5076)

ṗ′
ns
= − ε ∂ {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), x′]}

∂ q′
[(D λ̄) ◦ sε](t). (5077)

ِ مشتق حالت این در است. انتΎرال-پذیر سیستم و است ثابت بر-لاک p′ است، ثابت پارامتر ی وقت

پارامتر ی وقت میشود. زمان از ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ Έی بر-لاک q′ و است ثابت q′ یِ ͳزمان

نیست. انتΎرال-پذیر لزومˆن سیستم و نیست ثابت بر-لاک لزومˆن p′ نیست: چنین لزومˆن نیست، ثابت

Έکوچ انتΎرال-پذیر ِ شل از ِ-حرکت معادلات- ِ انحراف باشد، کند-تغییر پارامتر اگر اما

ِ سیستم Έی از سیستم ِ انحراف یِ برا است، ِ-اختلال پارامتر- Έی ε یِ ِ-کندی پارامتر- است:

مینویسم. چنین را (5077) و (5076) ِ ِ-حرکت معادلات- حالت، این در انتΎرال-پذیر.

q̇′
ns
=
∂ {H[(λ̄ ◦ sε)(t), p′]}

∂ p′
+ o(1). (5078)

ṗ′
ns
= o(1). (5079)

میشود نتیجه (5079) یِ معادله از

p′(t)
ns
= p′(t0) + o(1). (5080)

میΎذارم: (5078) در را این

q̇′(t)
ns
= v′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0)] + o(1). (5081)

شده. تعریف چنین v′ که

v′(λ, p′) =
∂ [H(λ, p′)]

∂ p′
. (5082)

میشود نتیجه (5081) از

q′(t)
ns
= q′(t0) + (∆ q′)(t) + o(1). (5083)
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که،

(∆ q′)(t) =

∫ t

t0

(d s) v′[(λ̄ ◦ sε)(s), p′(t0)]. (5084)

،λ ِ خُد ِ حسب بر یا،

(∆ q′)(t) =

∫ t

t0

(d s) v′[λ(s), p′(t0)]. (5085)

یˆند. ِ-کندی پارامتر- به نسبت صفر یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب (5083) و (5080) ِ روابط

دست به ِ-کندی پارامتر- به نسبت Έی یِ مرتبه تا p′ یِ ͳزمان ِ مشتق میΎذارم. (5077) در را اینها

میئاید:

ṗ′(t)
ns
= − ε {(

0

D(1) Y)[(λ̄ ◦ sε)(t), q′(t0)

+ (∆ q′)(t), p′(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](t) + o(ε). (5086)

ترتیب، این به

p′(t)
ns
= p′(t0) + ε p′∼1(t) + o(ε). (5087)

که،

p′∼1(t) = −
∫ t

t0

(d s) {(
0

D(1) Y)[(λ̄ ◦ sε)(s), q′(t0)

+ (∆ q′)(s), p′(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](s). (5088)

نوشت: λ ِ خُد ِ حسب بر را اینها میشود البته

ε p′∼1(t) = −
∫ t

t0

(d s) {(
0

D(1) Y)[λ(s), q′(t0)

+ (∆ q′)(s), p′(t0)]} (Dλ)(s). (5089)

است. مشخصتر اختلال یِ مرتبه (λ̄ ِ حسب (بر ͳقبل ِ شل در اما
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ِ حد در ،(p′1) ضریب این با آن ِ اختلاف اما نیست، p′ یِ ͳاختلال ِ بسط در ε1 ِ ضریب p′∼1

میΎراید: صفر به (ε→ 0)

p′∼1 = p′1 + o(1). (5090)

ترتیب، این به

ε p′∼1 = ε p′1 + o(ε). (5091)

ِ راست ِ طرف در ،ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا q′ یِ محاسبه یِ برا میشود دیده (5076) یِ رابطه از

p′ اول یِ جمله در و اند، لازم ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا q′ و p′ دوم یِ جمله در ،(5076) یِ رابطه

و (5080) ترتیب، به از، ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا q′ و p′ است. لازم ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا

ترتیب، این به میئاید. دست به (5087) از هم ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا p′ میئایند. دست به (5083)

میشود نتیجه (5076) از

q̇′(t)
ns
= v′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0) + ε p′∼1(t)]

+ ε {Y[(λ̄ ◦ sε)(t), q′(t0) + (∆ q′)(t), p′(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](t)

+ o(ε). (5092)

که،

Y(λ, q′, p′) =
∂ [Y(λ, q′, p′)]

∂ p′
. (5093)

میدهم: بسط ε ِ حسب بر هم را (5092) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ جمله

v′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0) + ε p′∼1(t)] = v′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0)]

+ ε {w′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0)]} p′∼1(t)

+ o(ε). (5094)

که،

w′(λ, p′) =
∂ [v′(λ, p′)]

∂ p′
. (5095)
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یا،

w′(λ, p′) =
∂2 [H(λ, p′)]

(∂ p′)2
. (5096)

میشود. چنین (5092) یِ رابطه است. متقارن w′ که است رˇشن جمله از

q̇′(t)
ns
= v′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0)] + ε {w′[(λ̄ ◦ sε)(t), p′(t0)]} p′∼1(t)

+ ε {Y[(λ̄ ◦ sε)(t), q′(t0) + (∆ q′)(t), p′(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](t)

+ o(ε). (5097)

زمان، بر انتΎرال-گیری با و

q′(t)
ns
= q′(t0) + (∆ q′)(t) + ε q′∼1(t) + o(ε). (5098)

که،

q′∼1(t) =

∫ t

t0

(d s)
(
{w′[(λ̄ ◦ sε)(s), p′(t0)]} p′∼1(s) + {Y[(λ̄ ◦ sε)(s), q′(t0)

+ (∆ q′)(s), p′(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](s)
)
. (5099)

نوشت: λ ِ خُد ِ حسب بر را این میشود البته

ε q′∼1(t) =

∫ t

t0

(d s)
(
{w′[λ(s), p′(t0)]} (ε p′∼1)(s) + {Y[λ(s), q′(t0)

+ (∆ q′)(s), p′(t0)]} (Dλ)(s)
)
. (5100)

است. مشخصتر اختلال یِ مرتبه (λ̄ ِ حسب (بر ͳقبل ِ شل در اما

میدهند. را ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب (5098) و (5087) ِ روابط

و (5087) یِ ِ-راستها طرف- در ε ِ ضریب Έی با که اند، q′∼1 و p′∼1 ِ شامل جمله از روابط، این

،ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب یِ محاسبه یِ برا پس اند. شده وارد (5098)

تا اینها یِ محاسبه یِ برا جمله، از شوند. حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا q′∼1 و p′∼1 ست ͳکاف
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t کار، این یِ برا شود. حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا (λ̄ ◦ sε) ست ͳکاف ε به نسبت صفر یِ مرتبه

میΎذارم: t0 ان هم را (5016) در

t = t0. (5101)

sε(s) = t0 + ε (s− t0). (5102)

(λ̄ ◦ sε)(s) = λ̄[t0 + ε (s− t0)]. (5103)

(λ̄ ◦ sε)(s) = λ̄(t0) + o(1). (5104)

(λ̄ ◦ sε)(s) = (λ̄ ◦ sε)(t0) + o(1). (5105)

λ(s) = λ(t0) + o(1). (5106)

همچنین،

[(D λ̄) ◦ sε](s) = (D λ̄)(t0) + o(1). (5107)

[(D λ̄) ◦ sε](s) = [(D λ̄) ◦ sε](t0) + o(1). (5108)

λ̇(s) = ε [(D λ̄) ◦ sε](t0) + o(ε). (5109)

λ̇(s) = ε (D λ̄)(t0) + o(ε). (5110)

که ی شرط به ͳیعن نباشد، بزرگ ͳخیل |s− t0| که َند درست ی شرط به اینها که است رˇشن

ε (s− t0) = o(1). (5111)

گیرم

ε (t− t0) = o(1). (5112)

میشود چنین (5088) یِ رابطه

p′∼1(t) = −
∫ t

t0

(d s) {(
0

D(1) Y)[λ(t0), q
′(t0)

+ (∆ q′)(s), p′(t0)]} (D λ̄)(t0) + o(1). (5113)
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میشود چنین ،(5084) یِ رابطه از هم، (∆ q′) ِ خُد

(∆ q′)(t) =

∫ t

t0

(d s) v′[λ(t0), p
′(t0)] + o(1). (5114)

،ͳیعن که

(∆ q′)(t) = {v′[λ(t0), p′(t0)]} (t− t0) + o(1). (5115)

ترتیب، این به

p′∼1(t) = −

[∫ t

t0

(d s)
(
(

0

D(1) Y)[λ(t0), q
′(t0)

+ {v′[λ(t0), p′(t0)]} (s− t0), p′(t0)
)]

(D λ̄)(t0) + o(1). (5116)

،ͳیعن که

ε p′∼1(t) = −

[∫ t

t0

(d s)
(
(

0

D(1) Y)[λ(t0), q
′(t0)

+ {v′[λ(t0), p′(t0)]} (s− t0), p′(t0)
)]

(Dλ)(t0) + o(1). (5117)

میشود. چنین هم (5099) یِ رابطه

q′∼1(t) = {w′[λ(t0), p
′(t0)]}

∫ t

t0

(d s) p′∼1(s) +

[∫ t

t0

(d s)Y
(
λ(t0), q

′(t0)

+ {v′[λ(t0), p′(t0)]} (s− t0), p′(t0)
)]

(D λ̄)(t0) + o(1). (5118)

،ͳیعن که

ε q′∼1(t) = {w′[λ(t0), p
′(t0)]}

∫ t

t0

(d s) (ε p′∼1)(s) +

[∫ t

t0

(d s)Y
(
λ(t0), q

′(t0)

+ {v′[λ(t0), p′(t0)]} (s− t0), p′(t0)
)]

(Dλ)(t0) + o(1). (5119)
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یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب ِ به-دست-آوردن یِ برا میشود را (5118) و (5116) ِ روابط

است، برقرار (5112) ی وقت باشد. برقرار (5112) که ی شرط به اما برد، کار به ε به نسبت Έی

باشد، داشته ی چشمΎیر ِ تغییر t تا t0 از λ که این یِ برا ندارد. ی چشمΎیر ِ تغییر t تا t0 از λ ِ مقدار

که است لازم

|ε (t− t0)| & 1. (5120)

،ͳیعن که

|t− t0| & ε−1. (5121)

انتΎرال- باید شود، حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا ،t تا t0 از ی انتΎرال که این یِ برا حالت، این در

تا t0 از λ که چنان است، بزرگ |t− t0| ی وقت خلاصه، کرد. حساب ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا را ده

تا حرکت معادلات ِ جواب ِ به-دست-آوردن یِ برا بالا ِ محاسبات باشد، داشته ی چشمΎیر ِ تغییر t

از شوند. عوض است ممن هم مرتبه-یِ-صفر یِ جوابها واق΄ در نیستند. ͳکاف ε به نسبت Έی یِ مرتبه

ممن است، بزرگ |t− t0| ی وقت است. ثابت p′ که بود این p′ یِ برا مرتبه-یِ-صفر ِ جواب جمله

را ε به نسبت مرتبه ِ شمارش باید است. ثابت p′ که نباشد این p′ یِ برا مرتبه-یِ-صفر ِ جواب است

کرد. عوض
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کند-تغییر (λ) پارامتر و است، وابسته-به-پارامتر یِ ͳهˆمیلت̃نΈی با متناظر که مینم ͳبررس را ی سیستم

میدهم. نشان ε یِ ِ-کندی پارامتر- ِ حسب بر را پارامتر ِ کند-تغییر-بودن است.

یِ متغیرها ش یˆ برا و است، انتΎرال-پذیر پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها یِ همه یِ ازا به سیستم گیرم

ُ-زاویه کنش- یِ متغیرها پارامتر، ِ ثابت یِ مقدارها یِ همه یِ ازا به ͳیعن میشود، تعریف ُ-زاویه کنش-

احتمالَن (و کنش یِ متغیرها فقط ِ تاب΄ سیستم یِ ͳهˆمیلت̃ن و گرفت فضا-یِ-فاز ِ مختصات میشود را

پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها یِ ازا به ست ͳکاف کرد: ملایمتر را شرط.ها این میشود البته است. پارامتر) ِ خُد

کنش یِ متغیرها فقط ِ تاب΄ ͳهˆمیلت̃ن و باشند مستقل-از-هم ُ-زاویه کنش- یِ متغیرها ،ͳΎهمسایΈی در
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که است، کند-تغییر ِ پارامتر با ی سیستم از ی خاص ِ حالت این باشد. پارامتر) ِ خُد احتمالَن (و

هم اینجا ͳکل ِ حالت به مربوط ِ نتای; پس است. انتΎرال-پذیر پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها یِ ازا به

نوشت. ِ-فوریه بسط- میشود فضا-یِ-فاز یِ تابعها یِ برا ضمنَن اینجا اما َند. برقرار

H میدهم. نشان H با را فضا-یِ-فاز، ِ قدیم ِ مختصات ،(q, p) با متناظر سیستم یِ ͳهˆمیلت̃ن

و است، انتΎرال-پذیر پارامتر ِ ثابت یِ مقدارها یِ ازا به سیستم که این است. (λ, q, p) از ͳتابع Έی

یِ A و λ (در ϑ به نسبت H ِ مشتق ͳیعن است، (ϑ,A) آن با متناظر یِ ُ-زاویه متغیرها-یِ-کنش-

است: صفر }ثابت)
∂ [H(λ, x)]

∂ ϑi

}
λ,A

= 0. (5122)

یِ (متغیرها جدید ِ Έکانُنی-ِ مختصات- با متناظر یِ ͳهˆمیلت̃ن است، وابسته-به-زمان پارامتر ی وقت اما

که میشود، H ′ ُ-زاویه) کنش-

H ′(t, ϑ,A) = H(t, q, p) +
∂ [Υ̃(t, q,A)]

∂ t
. (5123)

میند. تبدیل (ϑ,A) به را (q, p) که ست ی Έکانُنی-ِ تبدیل- با متناظر ِ تابعͳ-یِ-مولد Υ̃ که

مینویسم: ،t یِ جا به ،λ̄ ِ حسب بر را تابعͳ-یِ-مولد

Υ̃(t, q,A) = Υ̃[(λ̄ ◦ sε)(t), q,A]. (5124)

ترتیب، این به

H ′(t, ϑ,A) = H[(λ̄ ◦ sε)(t),A]

+ ε {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), ϑ,A]} [(D λ̄) ◦ sε](t). (5125)

که،

Y(λ, ϑ,A) = (
0

D(0) Υ̃)(λ, q,A). (5126)

داد: بسط ها Θn ِ حسب بر را آن میشود پس ست. ͳدˇرِئ ϑ به نسبت Y(λ, ϑ,A) البته

Y(λ, ϑ,A) = [Yn(λ,A)]Θn(ϑ). (5127)
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ترتیب، این به

H ′(t, ϑ,A) = H[(λ̄ ◦ sε)(t),A]

+ ε {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A]} [Θn(ϑ)] [(D λ̄) ◦ sε](t). (5128)

میشوند. چنین هم ِ-حرکت معادلات-

ϑ̇
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A] + ε

∂ {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), ϑ,A]}
∂ A

[(D λ̄) ◦ sε](t). (5129)

Ȧ
ns
= − ε ∂ {Y [(λ̄ ◦ sε)(t), ϑ,A]}

∂ ϑ
[(D λ̄) ◦ sε](t). (5130)

که،

ν(λ,A) =
∂ [H(λ,A)]

∂ A
. (5131)

سری-یِ-فوریه، ِ شل به

ϑ̇
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A]

+ ε
∂ {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A]}

∂ A
[Θn(ϑ)] [(D λ̄) ◦ sε](t). (5132)

Ȧ
ns
= − ε

∑
n̸=0

(2π in) {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A]} [Θn(ϑ)] [(D λ̄) ◦ sε](t). (5133)

ِ مشتق و میماند؛ ثابت Aبر-لاک ͳیعن که میشد، صفر A یِ ͳزمان ِ مشتق میبود، ثابت پارامتر اگر

میشد. زمان از ͳبالا-خط-ِ دست- ِ تاب΄ Έی ϑ نتیجه در میشد، ثابت هم ϑ یِ ͳزمان

کند-تغییر پارامتر اگر اما نیست. چنین لزومˆن است، وابسته-به-زمان پارامتر که ͳکل ِ حالت در

ε یِ ِ-کندی پارامتر- است: Έکوچ انتΎرال-پذیر ِ شل از ِ-حرکت معادلات- ِ انحراف باشد،

حالت، این در انتΎرال-پذیر. ِ سیستم Έی از سیستم ِ انحراف یِ برا است، ِ-اختلال پارامتر- Έی

مینویسم. چنین را (5130) و (5129) ِ ِ-حرکت معادلات-

ϑ̇
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A] + o(1). (5134)

Ȧ
ns
= o(1). (5135)
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میشود نتیجه (5135) و (5134) از

A(t)
ns
= A(t0) + o(1). (5136)

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + (∆ϑ)(t) + o(1). (5137)

که،

(∆ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d s) ν[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]. (5138)

،λ ِ خُد ِ حسب بر یا،

(∆ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d s) ν[λ(s),A(t0)]. (5139)

یˆند. ِ-کندی پارامتر- به نسبت صفر یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب (5137) و (5136) ِ روابط

دست به ِ-کندی پارامتر- به نسبت Έی یِ مرتبه تا A یِ ͳزمان ِ مشتق . میΎذارم (5133) در را اینها

میئاید:

Ȧ(t)
ns
= − ε

∑
n̸=0

(2π in) {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]} {Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(t)]} [(D λ̄) ◦ sε](t) + o(ε). (5140)

ترتیب، این به

A(t)
ns
= A(t0) + εA∼1(t) + o(ε). (5141)

که،

A∼1(t) = −
∑
n̸=0

∫ t

t0

(d s) (2π in) {Yn[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]} {Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(s)]} [(D λ̄) ◦ sε](s). (5142)
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نوشت: λ ِ خُد ِ حسب بر را این میشود البته

εA∼1(t) = −
∑
n̸=0

∫ t

t0

(d s) (2π in) {Yn[λ(s),A(t0)]}Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(s)]} (Dλ)(s). (5143)

است. مشخصتر اختلال یِ مرتبه (λ̄ ِ حسب (بر ͳقبل ِ شل در اما

در ،(Ai 1) ضریب این با آن ِ اختلاف اما نیست، Ai یِ ͳاختلال ِ بسط در ε1 ِ ضریب Ai∼1

میΎراید: صفر به (ε→ 0) ِ حد

A∼1 = A1 + o(1). (5144)

ترتیب، این به

εA∼1 = εA1 + o(ε). (5145)

ِ راست ِ طرف در ،ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ها ϑi یِ محاسبه یِ برا میشود دیده (5129) یِ رابطه از

A اول یِ جمله در و اند، لازم ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا ϑ و A دوم یِ جمله در ،(5129) یِ رابطه

و (5136) ترتیب، به از، ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا ϑ و A است. لازم ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا

ترتیب، این به میئاید. دست به (5141) از هم ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا A میئایند. دست به (5137)

میشود نتیجه (5133) از

ϑ̇(t)
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0) + εA∼1(t)] + ε {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]} {Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(t)]} [(D λ̄) ◦ sε](t) + o(ε). (5146)

که،

Y(λ,A) =
∂ [Y(λ,A)]

∂ A
. (5147)
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میدهم: بسط ε ِ حسب بر هم را (5146) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ جمله

ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0) + εA∼1(t)] = ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]

+ ε {ξ[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]}A∼1(t)

+ o(ε). (5148)

که،

ξ(λ,A) =
∂ [ν(λ,A)]

∂ A
. (5149)

یا،

ξ(λ,A) =
∂2 [H(λ,A)]

(∂ A)2
. (5150)

میشود. چنین (5146) یِ رابطه است. متقارن ξ که است رˇشن جمله از

ϑ̇(t)
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)] + ε {ξ[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]}A∼1(t)

+ ε {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A(t0)]}{Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(t)]} [(D λ̄) ◦ sε](t) + o(ε). (5151)

زمان، بر انتΎرال-گیری با

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + (∆ϑ)(t) + ε ϑ∼1(t) + o(ε). (5152)

که،

ϑ∼1(t) =

∫ t

t0

(d s)
(
{ξ[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]}A∼1(s)

+ {Yn[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]} {Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(s)]} [(D λ̄) ◦ sε](s)
)
. (5153)
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نوشت: λ ِ خُد ِ حسب بر را این میشود البته

ε ϑ∼1(t) =

∫ t

t0

(d s)
(
{ξ[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]} (εA∼1)(s)

+ {Yn[(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]} {Θn[ϑ(t0)

+ (∆ϑ)(s)]} [(Dλ) ◦ sε](s)
)
. (5154)

است. مشخصتر اختلال یِ مرتبه (λ̄ ِ حسب (بر ͳقبل ِ شل در اما

میدهند. را ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب (5152) و (5141) ِ روابط

و (5141) یِ ِ-راستها طرف- در ε ِ ضریب Έی با که اند، ϑ∼1 و A∼1 ِ شامل جمله از روابط، این

،ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب یِ محاسبه یِ برا پس اند. شده وارد (5152)

تا اینها یِ محاسبه یِ برا جمله، از شوند. حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا ϑ∼1 و A∼1 ست ͳکاف

t کار، این یِ برا شود. حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا (λ̄ ◦ sε) ست ͳکاف ε به نسبت صفر یِ مرتبه

نیست. بزرگ |t− t0| که مینم ͳبررس را ی حالت همچنین، میΎذارم. t0 ان هم را s ِ تعریف در

میشودن. چنین (5153) و (5142) ِ روابط

A∼1(t) = −
∑
n ̸=0

{∫ t

t0

(d s) (2π in) {Yn[λ(t0),A(t0)]}
[
Θn

(
ϑ(t0)

+ {ν[λ(t0),A(t0)]} (s− t0)
)]}

(D λ̄)(t0) + o(1). (5155)

ϑ∼1(t) = {ξ[λ(t0),A(t0)]}
∫ t

t0

(d s)A∼1(s)

+

[∫ t

t0

d s {Yn[λ(t0),A(t0)]}Θn

(
ϑ(t0)

+ {ν[λ(t0),A(t0)]} (s− t0)
)]

(D λ̄)(t0) + o(1). (5156)

یِ مرتبه تا ِ-حرکت معادلات- ِ جواب ِ به-دست-آوردن یِ برا میشود را (5156) و (5155) ِ روابط

از λ ِ مقدار حالت این در که نباشد، بزرگ تحول ِ زمان که ی شرط به اما برد، کار به ε به نسبت Έی

است لازم باشد، داشته ی چشمΎیر ِ تغییر t تا t0 از λ که این یِ برا ندارد. ی چشمΎیر ِ تغییر t تا t0

از ی انتΎرال که این یِ برا حالت، این در باشد. بزرگتر ε−1 از یا ِ-مقایسه، قابل- ε−1 با تحول ِ زمان
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حساب ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا را انتΎرال-ده باید شود، حساب ε به نسبت صفر یِ مرتبه تا ،t تا t0

ِ محاسبات باشد، داشته ی چشمΎیر ِ تغییر t تا t0 از λ که چنان است، بزرگ |t− t0| ی وقت کرد.

باید نیستند. ͳکاف ε به نسبت Έی یِ مرتبه تا حرکت معادلات ِ جواب ِ به-دست-آوردن یِ برا بالا

کرد. عوض را ε به نسبت مرتبه ِ شمارش

ِ-کنش متغیر- ناوردایͳیِ و کند-تغییر، ِ پارامتر هˆمیلت̃نͳبا 118

λ ِ تغییر که آورم دست به را ی حالت یِ برا صفر یِ مرتبه در ِ-کنش متغیر- یِ ͳزمان ِ تحول میخاهم

میشود دیده است. چشمΎیر

{D [Θn(ϑ)]}(t)
ns
= [2π in ϑ̇(t)]Θn[ϑ(t)]. (5157)

است. چنین ϑ یِ برا تحول یِ معادله

ϑ̇
ns
= ν[(λ̄ ◦ sε)(t),A] + o(1). (5134)

نیست: اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم گیرم

n ̸= 0⇒

(n ν)(λ,A) ̸= 0. (5158)

صورت، این در

∀n ̸= 0 :

∃ δ > 0 ∋ (|ε| < δ ⇒ n ϑ̇
ns

̸= 0). (5159)

مینویسم. چنین سادِتر، را، این

n ̸= 0⇒

n ϑ̇
ns

̸= 0. (5160)
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ترتیب، این به

n ̸= 0⇒

Θn(ϑ)
ns
=

D [Θn(ϑ)]

2π in ϑ̇
. (5161)

است: (5133) یِ رابطه A یِ برا معادله-یِ-حرکت

Ȧ
ns
= − ε

∑
n ̸=0

(2π in) {Yn[(λ̄ ◦ sε)(t),A]} [Θn(ϑ)] [(D λ̄) ◦ sε](t). (5133)

میشود نتیجه معادله این از

A(t)
ns
= Ai(t0) + (∆A)(t). (5162)

که،

(∆A)(t) = −ε
∑
n̸=0

(2π in)

∫ t

t0

(d s) [Zn(s)]Θn[ϑ(s)]. (5163)

و،

Zn(s) = {Yn[(λ̄ ◦ sε)(s),A(s)]} [(D λ̄) ◦ sε](s). (5164)

یِ مرتبه از تحول ِ زمان اگر حتا میشود، صفر (ε→ 0) در ،(5163) ِ راست ِ طرف دهم نشان میخاهم

وارد ε−1 ِ ضریب Έی انتΎرال-گیری ِ خُد است، ε−1 یِ مرتبه از تحول ِ زمان ی وقت باشد. ε−1

مینم: اعمال (d̄ s) ِ تعریف با را این میند.

d s = ε−1 d̄ s. (5165)

است. ε−1 یِ مرتبه از تحول ِ زمان یِ وقت است، صفر یِ مرتبه از ε به نسبت ،(d̄ s) ِ خُد که

نوشت. چنین میشود را (5163) یِ رابطه ترتیب، این به

(∆A)(t) = −
∑
n̸=0

(2π in)

∫ t

t0

(d̄ s) [Zn(s)]Θn[ϑ(s)]. (5166)
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با را، (5166) یِ رابطه میشود. صفر (ε → 0) در ،(5166) ِ راست ِ طرف دهم نشان میخاهم و

نوشت. هم چنین میشود ،(5161) از استفاده

(∆A)(t)
ns
= −

∑
n̸=0

∫ t

t0

(d̄ s) [Zn(s)] {D [Θn(ϑ)]}(s). (5167)

که،

Zn ns
=
nZn

n ϑ̇
, n ̸= 0. (5168)

میشود. چنین جزئ-به-جزئ یِ انتΎرال-گیری با (5167) یِ رابطه

(∆A)(t)
ns
= − ε

∑
n ̸=0

{
[Zn(s)] [Θn(ϑ)](s)

}s=t

s=t0

+

∫ t

t0

(d s) [Żn(s)] [Θn(ϑ)](s). (5169)

پس، میشود. صفر (ε→ 0) در راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله

(∆A)(t)
ns
=

∫ t

t0

(d̄ s) [Żn(s)] [Θn(ϑ)](s) + o(1). (5170)

همچنین،

D sε = o(1). (5171)

نباشد، تند-تغییر ی تاب΄ X اگر میدهد نتیجه که

D (X ◦ sε) = o(1). (5172)

جمله، از

D (λ̄ ◦ sε) = o(1). (5173)

همچنین،

Ȧ
ns
= o(1). (5174)
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ترتیب، این به

D [Yn(λ̄ ◦ sε,A)]
ns
= o(1). (5175)

همچنین،

D [(D λ̄) ◦ sε] = o(1). (5176)

پس،

Żn ns
= o(1). (5177)

میشود نتیجه (5174) و (5173) و (5134) از سرانجام،

D ϑ̇
ns
= o(1). (5178)

میشود نتیجه (5178) و (5168) و (5160) از و

Żn ns
= o(1). (5179)

میشود نتیجه میΎذارم. (5170) در را این

(∆A)(t)
ns
= o(1). (5180)

،ͳیعن که

|ε (t− t0)| . 1⇒

A(t)
ns
= A(t0) + o(1). (5181)

است: (5136) یِ رابطه بود آمده دست به ِ-کنش متغیر- ِ تحول یِ برا قبلَن که ی چیز

A(t)
ns
= A(t0) + o(1). (5136)
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دست به اینجا که ی چیز نیست. بزرگ تحول ِ زمان که بود آمده دست به فرض این با (5136) ͳول

یِ مرتبه (از بزرگ تحول ِ زمان اگر حتا است، برقرار (5136) که است این ،(5181) یِ رابطه آمده،

ی وقت نباشد، اَبˆرانتΎرال-پذیر ͳول باشد انتΎرال-پذیر ثابت) ِ پارامتر با ِ ) سیستم اگر باشد. (ε−1

ِ تغییر که باشد بزرگ چنان تحول ِ زمان اگر حتا میمانَد، ثابت ِ-کنش متغیر- است کند-تغییر پارامتر

باشد. چشمΎیر پارامتر

به نباشد، اَبˆرانتΎرال-پذیر ͳول باشد انتΎرال-پذیر ثابت) ِ پارامتر با ِ ) سیستم اگر که این دقیقتر

بΎراید) صفر به ε یِ ِکندی پارامتر- ͳیعن) بΎراید صفر به تغییر ِ Ίآهن اگر پارامتر، ِ معین ِ تغییر یِ ازا

میمانَد: ثابت همچنان ِ-کنش متغیر-

|∆λ| . 1⇒

A(t)
ns
= A(t0) + o(1). (5182)

میΎویند. ایستاواری یِ ناوردا ِ-کنش متغیر- به خاطر ین هم به

ِ-زاویه متغیر- ِ تحول و کند-تغییر، ِ پارامتر با ͳهˆمیلت̃ن 119

است: (5132) یِ رابطه ϑ یِ برا معادله-یِ-حرکت

ϑ̇
ns
= ν(λ̄ ◦ sε,A) + ε [Yn(λ̄ ◦ sε,A)] [Θn(ϑ)] [(D λ̄) ◦ sε]. (5183)

که،

ν(λ,A) =
∂ [H(λ,A)]

∂ A
. (5131)

Yn(λ,A) =
∂ [Yn(λ,A)]

∂ A
. (5147)

Y(λ, ϑ,A) = (
0

D(0) Υ̃)(λ, q,A).. (5126)

میΎیرم: انتΎرال زمان بر (5183) یِ رابطه از

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + (∆d ϑ)(t) + (∆e ϑ)(t). (5184)
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که،

(∆d ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d s) ν[(λ̄ ◦ sε)(s),A(s)]. (5185)

(∆e ϑ)(t) = ε

∫ t

t0

(d s) [Wn(s)]Θn[ϑ(s)]. (5186)

و،

Wn = [Yn(λ̄ ◦ sε,A)] [(D λ̄) ◦ sε]. (5187)

اول یِ جمله میدهد. نشان جمله دˇ ِ مجموع ِ شل به را ِ-زاویه متغیر- ِ تحول (5184) یِ رابطه

شود، وارد ِ-زوایه متغیر- ِ تحول در میرود انتظار که ست ای ِ-زاویه تغییر- ان هم که است، (∆d ϑ)

ͳدینامی یِ زاویه (∆d ϑ) به نیست. مستقل-از-زمان لزومˆن بسامد که این ِ در-نظر-گرفتن با البته

وارد ِ-زاویه متغیر- ِ تحول در که ست ͳاضاف ِ تغییر Έی که است، (∆e ϑ) دوم یِ جمله میΎویند.

ͳبررس (ε → 0) ِ حد در را (∆e ϑ) ِ رفتار است. وابسته-به-زمان پارامتر که خاطر این به میشود،

میشود. صفر (ε→ 0) ِ حد در (∆e ϑ) نباشد، بزرگ تحول ِ زمان اگر میشود دیده (5186) از مینم.

ِ حد در (∆e ϑ) است، چشمΎیر تحول ِ پارامتر ِ تغییر که چنان است، بزرگ تحول ِ زمان ی وقت اما

نوشت. چنین میشود را (5186) یِ رابطه نمیشود: صفر (ε→ 0)

(∆e ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d̄ s) [Wn(s)] Θn[ϑ(s)]. (5188)

که،

d s = ε−1 d̄ s. (5165)

است. ε−1 یِ مرتبه از تحول ِ زمان یِ وقت است، صفر یِ مرتبه از ε به نسبت ،(d̄ s) ِ خُد که

میشوند صفر جملات یِ همه (ε→ 0) در ،(5188) یِ رابطه ِ راست ِ طرف در دهم نشان میخاهم

مینم: جدا جمل̃ها یِ بقیه از را (n = 0) یِ جمله رابطه، این ِ راست ِ طرف در جمله. Έی جز

∆e ϑ = ∆z ϑ+∆r ϑ. (5189)
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که،

(∆z ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d̄ s)W0 (s). (5190)

(∆r ϑ)(t) =
∑
n ̸=0

∫ t

t0

(d̄ s) [Wn(s)] Θn[ϑ(s)]. (5191)

صورت، این در نیست. اَبˆرانتΎرال-پذیر سیستم گیرم

n ̸= 0⇒

Θn(ϑ)
ns
=

D [Θn(ϑ)]

2π in ϑ̇
. (5161)

نوشت. چنین میشود را (5191) یِ رابطه و

(∆r ϑ)(t)
ns
=
∑
n ̸=0

∫ t

t0

(d̄ s) [Wn(s)] {D [Θn(ϑ)]}(s). (5192)

که،

Wn ns
=

Wn

2π in ϑ̇
, n ̸= 0. (5193)

میشود. چنین جزئ-به-جزئ یِ انتΎرال-گیری با (5192) یِ رابطه

(∆r ϑ)(t)
ns
= ε

∑
n ̸=0

{
[Wi n(s)] [Θn(ϑ)](s)

}s=t

s=t0

−
∫ t

t0

(d̄ s) [Ẇn(s)] [Θn(ϑ)](s). (5194)

پس، میشود. صفر (ε→ 0) در راست، ِ طرف ِ اول یِ جمله

(∆r ϑ)(t)
ns
= −

∫ t

t0

(d̄ s) [Ẇn(s)] [Θn(ϑ)](s) + o(1). (5195)

میشود معلوم آمد، پیش ِ فصل در چه آن با مشابه ی استدلال با

Ẇn ns
= o(1). (5196)
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میشود نتیجه میΎذارم. (5195) در را این

(∆r ϑ)(t)
ns
= o(1). (5197)

پس،

∆e ϑ
ns
= ∆z ϑ+ o(1). (5198)

میشود دیده است. (∆z ϑ) یِ محاسبه میمانَد چه آن

(∆z ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d̄ s) {Y0 [(λ̄ ◦ sε)(s),A(s)]} [(D λ̄) ◦ sε](s). (5199)

،λ ِ خُد ِ حسب بر و

(∆z ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d s) {Y0 [λ(s),A(s)]} (Dλ)(s). (5200)

در A ͳیعن که باشد؛ ِ-مقایسه قابل- ε−1 با |t− t0| اگر حتا میمانَد، ثابت (ε→ 0) ِ حد در A اما،

باشد: چشمΎیر پارامتر ِ تغییر اگر حتا میمانَد، ثابت (ε→ 0) ِ حد

|∆λ| . 1⇒

A(t)
ns
= A(t0) + o(1). (5182)

پس

∆z ϑ
ns
= ∆g ϑ+ o(1). (5201)

که،

(∆g ϑ)(t) =

∫ t

t0

(d̄ s) {Y0 [(λ̄ ◦ sε)(s),A(t0)]} [(D λ̄) ◦ sε](s). (5202)

،λ ِ خُد ِ حسب بر و

(∆g ϑ)(t) =

∫ t

t0

d s {Y0 [λ(s),A(t0)]} (Dλ)(s). (5203)



ایستاواری یِ ناورداها ٨٠۴

Έی راست ِ طرف پس پارامتر. ِ سرعت در ضرب است پارامتر فقط از ی تاب΄ انتΎرال-ده شل، این به

چنین (5203) یِ رابطه میدهم. نشان C با را پارامتر ِ مسیر است. پارامتر) یِ فضا (در انتΎرال-بر-خم

میشود.

(∆g ϑ)(t) =

∫
C
{Y0 [λ,A(t0)]} dλ. (5204)

یا،

(∆g ϑ)(t) =

∫
C

{∫
(dϑ)Y[λ, ϑ,A(t0)]

}
dλ. (5205)

یِ فضا در مسیر فقط به انتΎرال این ِ مقدار است. پارامتر یِ فضا در خم Έی بر انتΎرال Έی (∆g ϑ)

البته است. پارامتر ِ تغییر ِ Ίآهن از مستقل جمله از دارد. ͳΎبست ِ-کنش) متغیر- البته (و پارامتر

جمله، از مسیر. یِ انتها و ابتدا فقط نَ ست، انتΎرال-گیری ِ مسیر به وابسته انتΎرال این ͳکل ِ حالت در

صفر لزومˆن (∆g ϑ) هم، باشد) حلقه Έی پارامتر ِ (مسیر باشد یسان پارامتر ِ مسیر یِ انتها و ابتدا اگر

میΎویند. ͳهندس یِ زاویه (∆g ϑ) به نیست.

ی وقت نباشد، اَبˆرانتΎرال-پذیر ͳول باشد انتΎرال-پذیر ثابت) ِ پارامتر با ِ ) سیستم اگر خلاصه،

ِ مجموع ِ-زاویه متغیر- ِ تحول است، (ε−1 یِ مرتبه بزرگ(از تحول ِ زمان ͳول است کند-تغییر پارامتر

:(∆g ϑ) ͳهندس یِ زاویه و (∆d ϑ) ͳدینامی یِ زاویه است: جمله دˇ

|ε (t− t0)| . 1⇒

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + (∆d ϑ)(t) + (∆g ϑ)(t) + o(1). (5206)

یِ ازا به نباشد، اَبˆرانتΎرال-پذیر ͳول باشد انتΎرال-پذیر ثابت) ِ پارامتر با ِ ) سیستم اگر که این دقیقتر

بΎراید)، صفر به ε یِ ِکندی پارامتر- ͳیعن) بΎراید صفر به تغییر ِ Ίآهن اگر پارامتر، ِ معین ِ تغییر

:(∆g ϑ) ͳهندس یِ زاویه و (∆d ϑ) ͳدینامی یِ زاویه است: جمله دˇ ِ مجموع ِ-زاویه متغیر- ِ تحول

|∆λ| . 1⇒

ϑ(t)
ns
= ϑ(t0) + (∆d ϑ)(t) + (∆g ϑ)(t) + o(1). (5207)

وارد ِ-زاویه متغیر- ِ تحول در میرود انتظار که ست ای ِ-زاویه تغییر- ان هم (∆d ϑ) ͳدینامی یِ زاویه

(∆g ϑ) ͳهندس یِ زاویه نیست. مستقل-از-زمان لزومˆن بسامد که این ِ در-نظر-گرفتن با البته شود،
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وابسته-به-زمان پارامتر که خاطر این به میشود، وارد ِ-زاویه متغیر- ِ تحول در که ست ͳاضاف ِ یΈتغییر

است. پارامتر ِ تغییر ِ Ίآهن از مستقل ͳهندس یِ زاویه است.

متناظر پارامتری، یِ ͳهˆمیلت̃ن)H ِ مشتق بسامد و است، بسامد یِ ͳزمان ِ انتΎرال ͳدینامی یِ زاویه

ست. یتا بسامد پس ست). (یتا است Hمعلوم است. ِ-کنش متغیر- به نسبت قدیم) ِ مختصات با

ست. یتا ͳدینامی یِ زاویه ترتیب این به

میشود نیست: یتا تابعͳ-یِ-مولد است. لازم تابعͳ-یِ-مولد ͳهندس یِ زاویه یِ محاسبه یِ برا اما

-ِ متغیر- یِ رابطه که آن ͳب افزود، ِ-کنش متغیر- و پارامتر از دلبخاه یِ ͳتابع Έی تابعͳ-یِ-مولد به

شود: عوض فضا-یِ-فاز ِ قدیم ِ مختصات با کنش

Υ̃→ Υ̃8. (5208)

Υ̃8(t, q,A) = Υ̃(t, q,A) + ζ[λ(t),A]. (5209)

یا،

Υ̃→ Υ̃8. (5210)

Υ̃8(t, q,A) = Υ̃8[λ(t), q,A]. (5211)

:λ یِ جا به ،λ̄ ِ حسب بر و

Υ̃8(t, q,A) = Υ̃8[(λ̄ ◦ sε)(t), q,A]. (5212)

Υ̃8(λ, q,A) = Υ̃(λ, q,A) + ζ(λ,A). (5213)

میشود: تبدیل ϑ8 به ϑ میشود. عوض هم ِ-زاویه متغیر- ،(Υ̃8 به Υ̃ (یا Υ̃8 به Υ̃ ِ تبدیل با البته

ϑ = (
0

D(2) Υ̃)(λ, q,A). (5214)

ϑ8 = (
0

D(2) Υ̃8)(λ, q,A). (5215)

ترتیب، این به

ϑ8 = ϑ+ (
0

D(1) ζ)(λ,A). (5216)
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مینم: تعریف Υ̃8 از استفاده با را Y 8 مشابه، ی شل به شد. تعریف Υ̃ از استفاده با Y

Y 8(λ, ϑ8,A) = (
0

D(0) Υ̃8)(λ, q,A). (5217)

ترتیب، این به

Y 8(λ, ϑ8,A) = Y(λ, ϑ,A) + (
0

D(0) ζ)(λ,A). (5218)

جمله، از

Y0
8 (λ,A) = Y0 (λ,A) + (

0

D(0) ζ)(λ,A). (5219)

میدهم: نشان z با را A به نسبت ζ ِ مشتق و ،Y8n با را A به نسبت Y 8n ِ مشتق

Y8n(λ,A) =
∂ [Y 8n(λ,A)]

∂ A
. (5220)

z(λ,A) =
∂ [ζ(λ,A)]

∂ A
. (5221)

ترتیب، این به

Y80 (λ,A) = Y0 (λ,A) + (
0

D(0) z)(λ,A). (5222)

میشود نتیجه (5221) و (5216) از همچنین،

ϑ8 = ϑ+ z(λ,A). (5223)

میشود. چنین ϑ8 یِ برا (5204) یِ مانسته

(∆g ϑ8)(t) =
∫
C
{Y8i 0 [λ,A(t0)]}dλ. (5224)

ترتیب، این به

(∆g ϑ8)(t) = (∆g ϑ)(t) +

∫
C
{(

0

D(0) z)[λ,A(t0)]}dλ. (5225)
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ِ ِ-دیفرانسیل (یΈیΈ-فرم- است تاب΄ Έی ِ مشتق ِ-راست، طرف- ِ انتΎرال-بر-خم در انتΎرال-ده

خم. ِ سر در تاب΄ آن ِ مقدار یِ منها خم ِ ته در تاب΄ آن ِ مقدار با است برابر انتΎرال پس است)، دقیق

ترتیب، این به

(∆g ϑ8)(t) = (∆g ϑ)(t) + z[λ(t),A(t0)]− z[λ(t0),A(t0)]. (5226)

میشود نتیجه (5223) از میرود. انتظار که چنان است، سازگار هم (5223) با این البته

ϑ8(t) = ϑ(t) + z[λ(t),A(t)]. (5227)

البته، و

ϑ8(t0) = ϑ(t0) + z[λ(t0),A(t0)]. (5228)

ترتیب، این به

ϑ8(t)− ϑ8(t0) = ϑ(t)− ϑ(t0) + z[λ(t),A(t)]− z[λ(t0),A(t0)]. (5229)

پس، است. A(t0) ان هم (ε→ 0) در A(t) میشود دیده (5182) از

ϑ8(t)− ϑ8(t0)
ns
= ϑ(t)− ϑ(t0) + z[λ(t),A(t0)]− z[λ(t0),A(t0)]

+ o(1). (5230)

اما،

ϑ(t)− ϑ(t0)
ns
= (∆d ϑ)(t) + (∆g ϑ)(t) + o(1). (5231)

ϑ8(t)− ϑ8(t0)
ns
= (∆d ϑ8)(t) + (∆g ϑ8)(t) + o(1). (5232)

است: یسان ϑ8 و ϑ یِ برا ͳیعن که ست، یتا هم ͳدینامی ِ فاز

(∆d ϑ8)(t) = (∆d ϑ)(t). (5233)
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پس،

(∆g ϑ8)(t)
ns
= (∆g ϑ)(t) + z[λ(t),A(t0)]− z[λ(t0),A(t0)] + o(1). (5234)

است. سازگار (5226) با که

دارد. ͳΎبست پارامتر) ِ حسب (بر ِ-زاویه متغیر- ِ انتخاب به نیست: یتا ͳهندس یِ زاویه شد معلوم

فضا-یِ-پارامتر در مسیر ͳیعن برگردد، ش اَ اولیه ِ مقدار به و کند تغییر ش اَ اولیه ِ مقدار از پارامتر اگر اما

میشود. یتا ͳهندس یِ زاویه میرود: بین از ͳزاویه-یِ-هندس یِ ͳتاینای باشد، بسته) ِ (خم حلقه Έی

و t0 ترتیب، به با، را حلقه این یِ انتها و ابتدا با متناظر یِ زمانها است. L یِ حلقه پارامتر ِ مسیر گیرم

میشود دیده میدهم. نشان tf

(∆g ϑ)(tf) =

∮
L
{Y0 [λ,A(t0)]}dλ. (5235)

(∆g ϑ8)(tf) =
∮
L
{Y80 [λ,A(t0)]}dλ. (5236)

ترتیب، این به

(∆g ϑ8)(tf) = (∆g ϑ)(tf) +

∮
L
{(

0

D(0) z)[λ,A(t0)]}dλ. (5237)

∮البته،
L
{(

0

D(0) z)[λ,A(t0)]}dλ = z[λ(tf),A(t0)]− z[λ(t0),A(t0)]. (5238)

است، حلقه L چون و

λ(tf) = λ(t0). (5239)

پس،

∮
L
{(

0

D(0) z)[λ,A(t0)]}dλ = 0. (5240)

(∆g ϑ8)(tf) = (∆g ϑ)(tf). (5241)
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(به ست یتا ͳهندس یِ زاویه است، بسته) ِ (خم حلقه Έی پارامتر ِ مسیر که حالت، این در ͳیعن

ندارد). ͳΎبست پارامتر ِ برحسب ِ-زاویه متغیر- ِ انتخاب

داد نمایش صری ی شل به میشود را این است. پارامتر ِ تغییر ِ Ίآهن از مستقل ͳهندس یِ زاویه

مینم. تعریف چنین را y8 و y یِ ِ-دیفرانسیلها فرم- نشود). ظاهر t آن در (که

y(λ,A) = [Y0 (λ,A)]dλ. (5242)

y8(λ,A) = [Y80 (λ,A)]dλ. (5243)

مینم. تعریف چنین هم را A و فضا-یِ-پارامتر) (در C ِ خم از ge8 و ge یِ تابعیها

ge(C,A) =
∫
C
y(�,A). (5244)

ge8(C,A) =
∫
C
y8(�,A). (5245)

است، t و t0 یِ زمانها با متناظر آن یِ انتها و ابتدا که فضا-یِ-پارامتر، در C ِ خم یِ برا میشود دیده

(∆g ϑ)(t) = ge[C,A(t0)]. (5246)

(∆g ϑ8)(t) = ge8[C,A(t0)]. (5247)

میشود دیده

y8 = y +
0

d(0) z. (5248)

ge8 = ge+

∫
0

d(0) z. (5249)

است، λ و λ0 آن یِ انتها و ابتدا که فضا-یِ-پارامتر، در C ِ خم یِ برا ترتیب، این به

ge8(C,A) = ge(C,A) + z(λ,A)− z(λ0,A). (5250)

است. (5226) ان هم این

از میدهم. نشان cge8 و cge ترتیب، به با، را فضا-یِ-پارامتر در حلقه Έی با متناظر ge8 و ge

میشود نتیجه بالا یِ رابطه

cge8 = cge+

∮
0

d(0) z. (5251)
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پس، است. صفر حلقه هر بر دقیق ِ ِ-دیفرانسیل یΈ-فرم- هر ِ انتΎرال

∮
0

d(0) z = 0. (5252)

پس،

cge8 = cge. (5253)

است. (5241) ان هم این

ِ پتانسیل ِ انتΎرال ͳهندس یِ زاویه میΎویم. ͳهندس ِ پتانسیل y ِ ِ-دیفرانسیل یΈ-فرم- به

ِ تاب΄ یِ زاویه خاطر ین هم به نیست. دقیق ͳهندس ِ پتانسیل میپیماید. پارامتر که ست ی خم بر ͳهندس

ی وقت ͳهندس یِ زاویه جمله، از خم). آن یِ انتها و ابتدا فقط (نَ میپیماید پارامتر که ست ی خم

به و نیست یتا ͳهندس ِ پتانسیل نیست. صفر لزومˆن هم باشد بسته) ِ (خم حلقه Έی پارامتر ِ مسیر

پارامتر، ِ حسب بر زاویه ِ تعریف ِ تغییر با است. وابسته پارامتر) به ش یˆ ͳΎبست) زاویه ِ تعریف

Έی ِ (مشتق دقیق ِ ِ-دیفرانسیل یΈ-فرم- Έی آن به که چنان میند، تغییر هم ͳهندس ِ پتانسیل

میΎویم. ͳپیمان̃ئ ِ تبدیل Έی تغییر این به میشود. اضافه تاب΄) Έی ِ مشتق ͳیعن صفر-فرم-ِ-دیفرانسیل،

پارامتر ِ مسیر ی وقت اما مینجامد. ͳهندس یِ زاویه ِ تغییر به ،ͳهندس ِ پتانسیل یِ ͳپیمان̃ئ-ِ تبدیل- این

ِ ِ-دیفرانسیل یΈ-فرم- هر ِ انتΎرال چون است، صفر ͳهندس ِ پتانسیل ِ تغییر ِ انتΎرال است، بسته

ست. یتا ͳهندس یِ زاویه باشد، بسته پارامتر ِ مسیر اگر پس است. صفر حلقه هر بر دقیق

نیست. یتا زاویه ِ خُد که ی وجود با ست، یتا ͳدینامی یِ زاویه
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کتاب. ین هم ͳیعن [0] بخش، این در

هم [1] یِ قراردادها [0] یِ نمادگذاری در ست. ͳخط ِ جبر ِ نَ-چندان-استاندارد ِ کتاب Έی [1]

رفته. کار به

به هم [2] یِ قراردادها [0] یِ نمادگذاری در است. هندسه ِ نَ-چندان-استاندارد ِ کتاب Έی [2]

رفته. کار

است. دیفرانسیل ِ معادلات یِ ͳدرس ِ کتاب Έی [3]

است. رتبه و ِ-واورن تاب΄- یِ قضیِها ِ شامل جمله از ست. ͳریاض ِ آنالیز یِ ͳدرس ِ کتاب Έی [4]

ست. فیزیΈ-پیش̃ها یِ برا تپلژی و هندسه میئاید، بر َش اسم از که چنان [5]

است. Έانیم یِ ͳدرس ِ کتاب Έی [6]

لیفشیتز. و لانداؤ یِ دˇره از کتاب اولین است، Έانیم یِ فشرده ِ کتاب Έی [7]
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است. هندسه ِ زبان بر تیه با Έانیم ِ کتاب Έی [8]

رفته. کار به هم هندسه ِ زبان آن در که است Έانیم ِ کتاب Έی هم [9]

است. (Έانیم ِ معمول یِ کتابها به (نسبت ریاضیتر ͳزبان با Έانیم ِ کتاب Έی [10]
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(ͳسویس یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه اُیل̃ر

Leonhard Euler (1783 تا 1707) اُیل̃ر ل̃ى˙نارد

(ͳایامری-ͳآلمان-ͳسویس یِ (فیزیΈ-پیشه اَینشْتَین

Albert Einstein (1955 تا 1879) اَینشْتَین آلبِرت

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه پ̶و͈سˇن

Siméon Denis Poisson (1840 تا 1781) پˇو͈سˇن ͳدˇن سیم̃ى˙ن

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه پیَر

Émile Picard (1840 تا 1856) پیَر اˡمیل

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه دˆربو

Jean-Gaston Darboux (1917 تا 1842) دˆربو ژان-گَستُن

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه دِکَرت

René Descartes (1650 تا 1596) دِکَرت رˇنه

(ͳبریتانیای یِ دیر̵ک(فیزیΈ-پیشه

Paul Adrien Maurice Dirac (1984 تا 1902) دیرˆک م̃ریس اَدریِن پˇل

(ͳآلمان یِ شْمیت(ریاضͳ-پیشه

Erhard Schmidt (1959 تا 1876) شْمیت اˡرهارد

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه ف͛ر̶نه

Jean Frédéric Frenet (1900 تا 1816) فْرˇنه Έفْرِدِری ژان

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه فوریه

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1830 تا 1768) فوریه ژُزِف ژان-بˆتیست
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(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه کْر̶ن̃̃ر

Leopold Kronecker (1891 تا 1823) کْرˇن̃̃ر ل̃ى˙پˇلد

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه کْل̃ر̶

Alexis Claude Clairaut (1765 تا 1713) کْل̃رˇ کْلُد ͳس̃اَل

(ͳایتالیای یِ (فیزیΈ-پیشه گالیل̥ʹ͉

Galileo Galilei (1642 تا 1564) ͳگالیل̃ئ گالیل̥ʹ͉

(ͳدانمارک یِ (ریاضͳ-پیشه گْرام

Jørgen Pedersen Gram (1916 تا 1850) گْرام پِدِرس̃ن یˇرگ̃ن

فرانسوی) یِ لَپلَس(ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه

Pierre-Simon de Laplace (1827 تا 1749) لَپلَس دˇ پیِر-سیمˇن

فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه لُژاندر

Adrien-Marie Legendre (1833 تا 1752) لُژاندر اَدریان-مˆری

ایتالیایͳ-فرانسوی) یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه لΎَرانژ

Joseph-Louis Lagrange (1813 تا 1736) لΎَرانژ ͳژُزِف-لوی

(ͳایتالیای یِ (ریاضͳ-پیشه ل̃وی-چیویتا

Tullio Levi-Civita (1941 تا 1873) ل̃وی-چیویتا ̶ͳتول

نروژی) یِ (ریاضͳ-پیشه ͳل

Marius Sophus Lie (1899 تا 1842) ͳل سˇفوس ماریوس

(ͳآلمان یِ لَیبنیتس(ریاضͳ-پیشه

Gottfried Wilhelm Leibniz (1716 تا 1646) لَیبنیتس ویلهِلم گُتفرید

فرانسوی) یِ (فیزیΈ-پیشه-ریاضͳ-پیشه لیوویل

Joseph Liouville (1882 تا 1809) لیوویل ژُزِف

(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه نُت̃ر

Amalie Emmy Noether (1935 تا 1882) نُت̃ر ͳمˡا ͳآمال
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(ͳبریتانیای یِ (فیزیΈ-پیشه�-ریاضͳ-پیشه نیوتُن

Isaac Newton (1727 تا 1642) نیوتُن آیزاک

ایرلندی) یِ (ریاضͳ-پیشه-فیزیΈ-پیشه هˆمیلتَن

William owan Hamilton (1855 تا 1805) هˆمیلت̃ن روؤان ویلیام

(ͳآلمان یِ (ریاضͳ-پیشه ͳیاکُب

Carl Gustav Jacob Jacobi (1851 تا 1804) ͳیاکُب یاکُب گوستاو کارل

ͳلیسΎان به ͳفارس یِ واژه-نامه 122

ست. من-دراوردی ͳلیسΎان یِ واژه ͳیعن }}}

ideal ͳآرمان

free آزاد

freedom, arbitrariness آزادی

affine آفین

axiom کسیم آ

rate Ίآهن

future آینده

super- اَبˆر-

identity اتحاد

proof اثبات

union اجتماع

perturbative اختلال

contraction ادغام

induction استقرا

inductive, inductively ͳاستقرای
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standard استاندارد

cylinder استوانه

scalar اسالر

intersection اشتراک

additional ͳاضاف

applied اعمال-شده

partition افراز

horizontal ͳافق

projection افنش

projected افنده

electric ͳتریال

translation انتقال

comprehensive time translation }}} جام΄ ِ ِ-زمان انتقال-

translated انتقال-یافته

integral انتΎرال

integrable انتΎرال-پذیر

integrability انتΎرال-پذیری

measure اندازه

energy انرژی

initial اولیه

static ایستا

quasi-statical }}}, adiabatic ایستاواری

Euler اُیل̃ر

Einstein اَینشتَین
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reparametrization بازپارامترش

charge بار

charged باردار

open باز

reflexive ͳبازتاب

recursive ͳبازگشت

interval بازه

integer part صحی-ِ بخش-

trivial ͳبدیه

trivialization بدیهیΎر

equality برابری

vector بردار

vector برداری

label برچسب

on-the-shell بر-لاک

exterior ͳبرون

interaction برهمنش

frequency بسامد

closed بسته

expansion بسط

dimension بˇعد

-dimensional -بˇعدی

long-time, long-term بلند-مدت

non-oriented }}} بͳ-سمت

off-the-shell ِ-لاک بیرون-
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maximun بیشینه

infinite بینهایت

antisymmetry پادتقارن

antisymmetric پادمتقارن

antiderivative پادمشتق

parameter پارامتر

parametrization پارامترش

partial ͳپارِئ

line segment پاره-خط

conservative پایستار

basis پایه

Poisson پˇو͈سˇن

involutive ͳپˇو͈سˇن

potential پتانسیل

pullback پسار

null پوچ

envelope پوش

onto, surjective پوشا

span پهنه

torsion پیچش

pushforward پیشران

Picard پیَر

configuration پیربندی

gauge ͳپیمان̃ئ
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gauge پیمانه

continuity ͳΎپیوست

continuous پیوسته

function تاب΄

functional ͳتابع

fiber تار

tensor تانسر

tensor تانسری

transformation تبدیل

topology تپلژی

topologically ͳتپلژی

restriction تحدید

evolution تحول

flat تخت

transpose ترانهاده

transitive ترایا

combination ترکیب

image تصویر

cardinal اعضا ِ تعداد

generalized تعمیم-یافته

change تغییر

symmetry تقارن

crossing تقاط΄

momentum تانه
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piecewise ͳ̃ئت

singular تین

correspondence تناظر

rapidly-varying تند-تغییر

power توان

power ͳتوان

empty ͳته

constant ثابت

commutator جا-به-جاگر

permutation جایΎشت

algebra جبر

algebraic جبری

disjoint جدا-از-هم

separable ͳجداشدن

mass جرم

current جریان

by parts جزئ-به-جزئ

summation جم΄-بندی

additive ͳجمع

kinetic ͳجنبش

world-line جهان-خط

universal ͳجهان
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frame چارچوب

density ͳالΎچ

torus چنبره

multiple-particle ͳچند-ذرِئ

sum ِ-جم΄ حاصل-

product ِ-ضرب حاصل-

present حال

statet حالت

volume حجم

limit حد

motion حرکت

calculus حسابان

real ͳحقیق

statement حم

loop حلقه

external ͳخارج

capacitor خازن

family خانواده

self- خُد-

autonomous خُد-گردان

well-defined خُش-تعریف

line خط

linear ͳخط
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linearly-independent خطͳ-مستقل

linearly-dependent خطͳ-وابسته

curve خم

curvature خمش

manifold خمینه

base manifold خمینه-یِ-پایه

internal ͳداخل

domain دامنه

circle دایره

determinant دترمینان

periodic ͳدˇرِئ

Darboux دˆربو

degree درجه

degree-of-freedom درجه-یِ-آزادی

interior درون

inner ͳدرون

period دˇره

handedness }}} ͳدستیدِگ

di-length }}} دی-طول

apology دفاع

exact دقیق

Descartes دِکَرت

Cartesian ͳدِکَرت

dual دˇگان
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duality ͳدˇگان

arbitrary دلبخاه

Dirac دیرˆک

differential دیفرانسیل

dynamics Έدینامی

dynamical ͳدینامی

divergence دیورژانس

particle ذره

relation رابطه

right-handed }}} راست-دست

vertex رئس

rank رتبه

class رده

conductor رسانا

event رویداد

angle زاویه

angular ͳزاویِئ

even زُج

time زمان

time, temporal ͳزمان

chain ͳزنجیرِئ

sub- زیر-



پیوست ٨٢۴

geodesic Έژى˙دزی

structure ساختار

compatible, consistent سازگار

clock ساعت

column ستون

global سراسری

velocity سرعت

series سری

surface سط

row سطر

orientable سمت-پذیر

oriented }}} سمت-دار

measurement سنجش

measurable سنجش-پذیر

direction سو

directional ͳسوی

system سیستم

kinematics Έسینماتی

index شاخص

flow شارش

lattice شبه

pseudo- -ِ شبه-

condition شرط
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acceleration شتاب

radius شعاع

divisor شمارنده

Schmidt شْمیت

explicit صری

increasing صعودی

plane صفحه

zero صفر

product ضرب

multiplicative ͳضرب

multiplier ضریب

side ضل΄

implicit ͳضمن

natural ͳطبیع

length طول

number عدد

integer صحی ِ عدد

member عضو

function-intercept }}}, offset }}} عرض-از-مبدئ

reaction عس�العمل

sign, signal علامت
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action, operation عمل

operator عملΎر

normal, perpendicular عمود

element عنصر

phase فاز

odd فرد

form فرم

Frenet فْرˇنه

formulation فرمول-بندی

reductionistic فروکاست-گرایانه

reductionism ͳفروکاست-گرای

extremum فرینه

extensive فزونو̵ر

compact فشرده

space فضا

space, spacial ͳفضای

active فعال

hyper- -ِ فُق-

spring فنر

Fourier فوریه

physics Έفیزی

vertical قائم

rule قاعده
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law قانون

convention قرارداد

theorem قضیه

diagonal قطری

constraint قید

constraint قیدی

work کار

complete کامل

canonical Έکانُنی

reduction کاهش

bound کران

bounded کران-دار

bracket کْروشه

Kronecker کْرˇن̃̃ر

floor کف

classical Έکلاسی

bundle کلاف

Clairaut کْل̃رˇ

minimum کمینه

frame کن;

slowly-varying کند-تغییر

slowlness کندی

action کنش

quantum ͳکوانتم
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Galileo گالیل̥ʹ͉

transition گذار

lapse گذر

past گذشته

gravitation گرانش

Gram گْرام

group گروه

extended گسترش-یافته

discrete گسسته

rational گویا

Laplace لَپلَس

inertial لخت

Legendre لُژاندر

Lagrange لΎَرانژ

Lagrangian لΎَرانژی

Levi-Civita ل̃وی-چیویتا

Lie ͳل

Leibniz لَیبنیتس

Leibnizian }}} ͳلَیبنیتس

Liouville لیوویل

matrix ماتریس

remainder-from-the-floor }}} مانده-از-کف

component مئلفه
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origin مبدئ

transform مبدَل

base مبنا

metric Έمتری

orthogonal متعامد

variable متغیر

symmetric متقارن

distinct متمایز

positive مثبت

virtual مجازی

set مجموعه

finite محدود

environment محیط

coordinates مختصات

coordinate ͳمختصات

coordinate مختصه

perturbed مختل-شده

cone مخروط

orbit مدار

ordered مرتب

order مرتبه

boundary مرز

-independent -مستقل

-independent مستقل-از-

direct مستقیم
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path مسیر

observable مشاهده-پذیر

common مشترک

derivative مشتق

differentiable مشتق-پذیر

interior derivative }}} ͳدرون ِ مشتق

total derivative کامل ِ مشتق

differentiation مشتق-گیری

multiple مضرب

locally مˇضعˆن

local ͳمˇضع

equation معادله

absolute مطلق

definite معین

positive definite معین-مثبت

magnetic ͳمغناطیس

scale مقیاس

position مان

mechanics Έانیم

particle mechanics ذرات ِ Έانیم

mechanical ͳانیم

cube معب

tangent مماس

negative ͳمنف

parallel موازی
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generator مولد

Poisson-generator ͳپˇو͈سˇن-ِ مولد-

imaginary ͳمˇهوم

pure imaginary محض یِ ͳمˇهوم

mean میانΎین

field میدان

basis-field }}} میدان-پایه

nonsingular ناتین

nonperiodic ͳنادˇرِئ

passive نافعال

indefinite نامعین

invariant ناوردا

invariance ͳناوردای

Noether نُت̃ر

Noetherian نُت̃ری

relativistic ͳنسبیت

type نُ΄

typical ͳنُع

chart نقشه

point, pointwise }}} ͳنقط̃ئ

point نقطه

interior point ͳدرون یِ نقطه

light نور

force نیرو
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half-coordinates نیم-مختصات

Newton نیوتُن

-dependent -وابسته

-dependent وابسته-به-

diffeomorphism ͳوابرریخت

unit واحد

quasi- -وار

inverse وارون

invertible وارون-پذیر

inversion ͳوارون

kernel هسته

holonomiv هˇلُنُم

equivalent همئرز

equivalence همئرزی

homeomorphic همانریخت

identity ͳهمان

covector همبردار

symplectic همتافته

comoving همراه

simultaneous همزمان

simultaneity ͳهمزمان

neighborhood ͳΎهمسای

neighbor همسایه
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convergent همΎرا

cotangent هممماس

smooth هموار

covariant هموردا

connection هموستار

Hamiltonian هˆمیلت̃ن

Hamiltonianian ͳهˆمیلت̃ن

geometry هندسه

geometric, geometrical ͳهندس

field هیئت

nowhere هیͿ-جا

cell یاخته

Jacobi ͳیاکُب

one-to-one, injective Έبه-ی-Έی

unique یتا

isomorphic یریخت

unit یه

orthonormal یه-متعامد
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