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ͳبررس یΈصفحه در Έتری΋دی-ال ِ قرص Έی ِ حضور در ͳنقط̃ئ ِ بار Έی یِ ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل

میرود. کار به همدیس ِ تبدیل نیز و تصویر ِ روش مسئله، ِ حل یِ برا میشود.

درامد 0

ِ سمتͳ-متقارن ِ چΎالͳ-یِ-بار Έی ،Rn در نماد-گذاری. ان هم با است، [2] و [1] یِ ادامه در این

و e ناحیه این ِ درون ͳنسب یِ ͳگذرده هست. (a ِ شعاع و مبدَئ ِ مرکز (به B ِ گوی Έی ِ بیرون ρ

متناظر ρ میدهم. نشان D با را مشتقΎیری میΎیرم. Έی را ͷَخل یِ ͳگذرده است. 1 ناحیه این ِ بیرون

-ͳالΎچ β و α یِ چΎالͳ-یِ-بارها است. z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه بر λρ یِ ͳیِ-طول-ͳالΎچ Έی با

یِ، چΎالͳ-ی-طولیها با متناظر β و α است. گوی ِ درون β و گوی ِ بیرون α َند. تصویر یِ یِ-بارها
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اند: z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه بر هر-دˇ که یˆند، λβ و λα ترتیب، به

λρ(s) = 0, s < a. (1)

λα(s) = 0, s < a. (2)

λβ(s) = 0, s > a. (3)

ِ پتانسیل ،ϕ با را ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل میدهم. نشان b با را مرز این بر عمود ِ بردار Έی و ،S با را B ِ مرز

میدهم: نشان ϕout با را B ِ بیرون ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل و ،ϕin با را B ِ درون ͳ΋تری΋ال

ϕ(r) = ϕin(r), r ∈ B. (4)

ϕ(r) = ϕout(r), r /∈ B. (5)

برمیئاورˆند. را معادله-یِ-دیفرانسیلها این اینها

(∂ · ∂ ϕin)(r) = 0, r ∈ B. (6)

(∂ · ∂ ϕout)(r) = −ρ(r), r /∈ B. (7)

َند. چنین هم ِ-مرزیها شرط-

ϕout(r) = ϕin(r), r ∈ S. (8)

(b · ∂ ϕout)(r) = e (b · ∂ ϕin)(r), r ∈ S. (9)

یافت. [3] مثلَن در میشود را اینها

یِ رو که ،(c ẑ) یِ نقطه در (q) ͳنقط̃ئ ِ بار Έی با است متناظر ρ که است این خاص ِ حالت Έی

است: B ِ بیرون و z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه

λρ(s) = q δ(s− c). (10)

c > a. (11)
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آمد، دست به [1] در که چنان میدهم. نشان Θ با را واحد) یِ (پله [4] ه̃ویساید ِ تاب΄

λα(s) = q
1− e

1 + e

[
δ(s− c)− ν

c

(
s

c

)−1+e ν

Θ(s− c)

]
. (12)

λβ(s) = q
1− e

1 + e

(
a

c

)n−2 [
δ

(
s− a2

c

)
− ν

c

(
c

a

)2 (
c s

a2

)−1+ν

Θ

(
a2

c
− s

)]
. (13)

که،

ν =
n− 2

1 + e
. (14)

است: صفر β ِ ِ-تصویر چΎالͳ-یِ-بار- با متناظر ِ کل ِ بار که میشود دیده (13) از

0 =

∫ ∞

0

(d s)λβ(s). (15)

صفحه 1

است: 2 بˇعد که است این صفحه

n = 2. (16)

پس،

ν = 0. (17)

ِ-ابهام، رف΄- ِ راه Έی میشود. مبهم (13) ِ ِ-راست طرف- یِ کروشه در دوم یِ جمله حالت این در البته

آمد، دست به [1] در که چنان ترتیب، این به است. (ν → 0+) در حدگیری

λα(s) = q
1− e

1 + e
δ(s− c). (18)

λβ(s) = q
1− e

1 + e

[
δ

(
s− a2

c

)
− δ(s)

]
. (19)
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نشان g(r, s) با را s در ͳنقط̃ئ ِ بار Έی ِ خاطر به r در ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل است. قرص دˇ-بˇعدی ِ گوی

میدهم:

(−2π) g(r, s) = ln
|r − s|

l
. (20)

میدهد. تغییر ͳجمع ِ ثابت Έی با را پتانسیل l ِ تغییر-دادن است. ثابت Έی l که

همدیس ِ نΎاشت 2

تمامریخت ِ نΎاشت هر ،2 ِ بˇعد در میدارد. نΎه ثابت را زاویه که ست ی نΎاشت همدیس ِ نΎاشت

ِ محور را z ِ محور میبˆرم. کار به را مختلط ِ نمایش است. همدیس نباشد صفر ش َ مشتق که ͳی جا

که میشود، مشخص (∂, ∂̄) با مشتقΎیری میدهم. نشان X̄ با را X ِ ِ-مختلط مزدوج- میΎیرم. ͳحقیق

میشود جمله از است. r̄ به نسبت مشتقΎیری ∂̄ و است، r (ِ ِ-مختلط (متغیر- به نسبت مشتقΎیری ∂

نوشت: اینها ِ حسب بر را ͳلَپلَس

∂ · ∂ = 4 ∂̄ ∂. (21)

میدهم: نشان w با را f ِ تحت r یِ تبدیل-یافته است. تمامریخت ِ نΎاشت Έی f

w = f(r). (22)

جمله، از میدهم. نشان
•
X با را نΎاشت این ِ تحت X تبدیل-یافته

•
r = w. (23)

•
∂ =

d r

dw
∂. (24)

•
∂̄

•
∂ =

∣∣∣∣ d rdw

∣∣∣∣2 ∂̄ ∂. (25)

باشد، بردار Έی b اگر و

•
b ·

•
∂ = b · ∂. (26)
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می΋نم. تعریف چنین را
•
ρ و

•
ϕ

•
ϕ(w) = ϕ(r). (27)

•
ρ(w) =

∣∣∣∣ d rdw

∣∣∣∣2 ρ(r). (28)

ترتیب، این به است. عمود
•
S بر

•
b میدهد نتیجه میدارد نΎه ثبات را زاویه همدیس ِ نΎاشت Έی که این

نΎاشت این ِ تحت میشود دیده همچنین، نمیشود. عوض (9) تا (6) ِ روابط ِ ش΋ل f ِ نΎاشت ِ تحت

گیرم ،ͳیعن نمیشود. عوض بار ِ مقدار و میشود، تبدیل ͳنقط̃ئ ِ بار Έی به ͳنقط̃ئ ِ بار Έی

ρ(r) = q δ(r − c). (29)

صورت، این در است. ِ-کلͳ-مختلط) حالت- در ِ ) ثابت Έی c که

•
ρ(w) = q δ(w −

•
c). (30)

•
c = f(c). (31)

است. این جواب Έی شود. تبدیل نیم-صفحه Έی Έب B ِ قرص که میجویم چنان را f

f(z) =
z − a

z + a
. (32)

راست یِ نیمصفحه به B ِ بیرون و ،(ͳمنف-ͳحقیق-ِ (بخش- چپ یِ نیمصفحه به B ِ درون ،f این با

میشود. تبدیل ͳمˇهوم ِ محور به هم است) دایره Έی (که B ِ مرز میشود. تبدیل ِ-حقیقͳ-مثبت) (بخش-

همچنین،

f(∞) = 1. (33)

f(−a) = ∞. (34)

تبدیل-یافته یِ مسئله و ͳنقط̃ئ-ِ بار- 3

و است (29) ِ ش΋ل به ρ که می΋نم، ͳبررس را ͳنقط̃ئ-ِ بار- ِ حالت

c = c. (35)
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میشود نتیجه میبˆرم. کار به را (32) ِ ش΋ل به f ِ نΎاشت است. (10) ِ ش΋ل به λρ با متناظر ρ همئرز،

•
ρ(w) = q δ(w − h). (36)

h =
c− a

c+ a
. (37)

ست. ͳحقیق ِ محور ِ مثبت ِ بخش بر q یِ ͳنقط̃ئ ِ بار چشمه تبدیل-یافته، یِ مسئله در پس

-ͳالΎچ با متناظر را
•
ψout و

•
ψin یِ پتانسیلها میبˆرم: کار به را تصویر ِ روش مسئله این ِ حل یِ برا

میΎیرم:
•
ρout و

•
ρin ترتیب، به یِ، یِ-بارها

•
ρin(w) = (q + qα) δ(w − h). (38)

•
ρout(w) = q δ(w − h) + qβ δ(w + h). (39)

می΋نم. تعریف چنین را
•
ψ و

•
ψ(w) =

•
ψin(w), w ∈

•
B. (40)

•
ψ(w) =

•
ψout(w), w /∈

•
B. (41)

و ست، ͳمˇهوم ِ محور هم (
•
B ِ (مرز

•
S است. چپ یِ نیمصفحه

•
B ِ بیرون و راست، یِ نیمصفحه

•
B

َند. چنین ِ-مرزیها شرط-

•
ψout(w) =

•
ψin(w), w ∈

•
S. (42)

(
•
b ·

•
∂

•
ψout)(w) = e (

•
b ·

•
∂

•
ψin)(z), w ∈

•
S. (43)

،(39) و (38) به توجه با

(−2π)
•
ψin(w)

d
= (q + qα) ln |w − h|. (44)

(−2π)
•
ψout(w)

d
= q ln |w − h|+ qβ ln |w + h|. (45)
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-ِ شرط- است. ثابت Έی شان ِ تفاضل َند: برابر هم با ͳجمع ِ ثابت Έی ِ حد تا دˇ-طرف ͳیعن d
= ِ نماد

میشوند مرزیها

q + qβ = q + qα. (46)

q − qβ = e (q + qα). (47)

میدهند نتیجه که

qα =
1− e

1 + e
q. (48)

qβ =
1− e

1 + e
q. (49)

ترتیب، این به

(−2π)
•
ψin(w)

d
=

2 q

1 + e
ln |w − h|. (50)

(−2π)
•
ψout(w)

d
= q ln |w − h|+ 1− e

1 + e
q ln |w + h|. (51)

میدهد نتیجه که

(−2π)ψin(z)
d
=

2 q

1 + e
ln

|z − c|
|z + a|

. (52)

(−2π)ψout(z)
d
= q ln

|z − c|
|z + a|

+
1− e

1 + e
q ln

|z − ci|
|z + a|

. (53)

ci =
a2

c
. (54)
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تُزی΄- است: ت΋ین ،(z = c) بر علاوه هم، (z = −a) در ψ(z) نیست. اولیه یِ مسئله ِ جواب ψ اما

(34) یِ رابطه این، یِ ریشه دارد. (−a) در هم بار Έی بود c در که ی بار بر علاوه ،ψ با متناظر ِ ِ-بار

بینهایت (z = −a) در اولیه ِ پتانسیل است قرار اگر پس میشود. بینهایت (z = −a) در f(z) است:

این که میدهد ی راه (33) یِ رابطه نشود. بینهایت (w = ∞) در باید هم تبدیل-یافته ِ پتانسیل نشود،

محدود (z = ∞) در اولیه ِ پتانسیل نیست لازم میشود. 1 با برابر (z = ∞) در f(z) شود: براورده شرط

Έی (w = 1) در میشود پس بماند. محدود (w = 1) در تبدیل-یافته ِ پتانسیل نیست لازم پس بماند.

بار Έی میشود این بر علاوه بیرون، یِ مسئله یِ برا البته بیرون. یِ مسئله یِ برا حتا گذاشت، ͳاضاف ِ بار

گذاشت: (z = −1) در ͳیعن تصویر یِ نقطه در هم

•
ρ̃in =

•
ρin(w) + (q̃ + q̃α) δ(w − 1). (55)

•
ρ̃out =

•
ρout(w) + q̃ δ(w − 1) + q̃β δ(w + 1). (56)

که این یِ برا است، ِ-متغیر تغییر- Έی فقط شده (q̃ + q̃α) دوم یِ جمله ِ ضریب (56) در که این

میشوند. چنین هم متناظر یِ پتانسیلها شود. اولیه یِ جمل̃ها ِ ش΋ل ِ شبیه ͳاضاف یِ جمل̃ها ِ ش΋ل

(−2π)
•
ψ̃in(w)

d
= (−2π)

•
ψout(w) + (q̃ + q̃α) ln |w − 1|. (57)

(−2π)
•
ψ̃out(w)

d
= (−2π)

•
ψout(w) + q̃ ln |w − 1|+ q̃β ln |w + 1|. (58)

میشوند ،(47) و (46) بر علاوه ِ-مرزیها، شرط-

q̃ + q̃β = q̃ + q̃α. (59)

q̃ − q̃β = e (q̃ + q̃α). (60)

میدهند نتیجه که

q̃α =
1− e

1 + e
q̃. (61)

q̃β =
1− e

1 + e
q̃. (62)
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میدهد نتیجه ،(62) و (61) با همراه نشود، بینهایت
•
ψ̃(∞) که شرط این و

q̃ = −q. (63)

ترتیب، این به

(−2π)
•
ψ̃in(w)

d
= (q + qα) ln

|w − h|
|w − 1|

. (64)

(−2π)
•
ψ̃out(w)

d
= q ln

|w − h|
|w − 1|

+ qβ ln
|w + h|
|w + 1|

. (65)

یا،

(−2π)
•
ψ̃in(w)

d
=

2 q

1 + e
ln

|w − h|
|w − 1|

. (66)

(−2π)
•
ψ̃out(w)

d
= q ln

|w − h|
|w − 1|

+
1− e

1 + e
q ln

|w + h|
|w + 1|

. (67)

میدهد نتیجه که

(−2π) ψ̃in(z)
d
=

2 q

1 + e
ln

|z − c|
l

. (68)

(−2π) ψ̃out(z)
d
= q ln

|z − c|
l

+
1− e

1 + e
q ln

|z − ci|
|z|

. (69)

است: اولیه یِ مسئله ِ جواب ان هم ψ̃

ϕ = ψ̃. (70)

بود). c در که q یِ ِ-اولیه بار- بر (علاوه هست c در qα ِ ِ-تصویر بار- Έی درون، یِ مسئله یِ برا

صفر در هم (−qβ) ِ ِ-تصویر بار- Έی و هست، ci در qβ ِ ِ-تصویر بار- Έی بیرون، یِ مسئله یِ برا

اند. (19) و (18) ِ روابط ان هم اینها هست.
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