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I Έتری΋دیئل ِ گوی Έی در تصویر

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

سمتͳ-متقارن ِ یΈچΎالͳ-یِ-بار یِ ͳ΋تری΋ال ِ میدان) (و پتانسیل یِ محاسبه یِ برا تصویر ِ روش

به تصویر یِ چΎالͳ-یِ-بارها یِ برا ی جواب میشود. ͳبررس Έتری΋دیئل ِ گوی Έی ِ حضور در

بیان ی صریحتر ِ ش΋ل به جواب این ست، ͳنقط̃ئ اولیه ِ بار که خاصی ِ حالت یِ برا میئاید. دست

میشود.

درامد 0

و e ناحیه این ِ درون ͳنسب یِ ͳگذرده هست. B یِ ناحیه Έی ِ بیرون ρ ِ چΎالͳ-یِ-بار Έی ،Rn در

مرز این بر عمود ِ بردار و ،S با را B ِ مرز میΎیرم. Έی را ͷَخل یِ ͳگذرده است. 1 ناحیه این ِ بیرون

،ϕin با را B ِ درون ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل ،ϕ با را ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل میدهم. نشان b با را بیرون یِ سو به

میدهم: نشان ϕout با را B ِ بیرون ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل و

ϕ(r) = ϕin(r), r ∈ B. (1)

ϕ(r) = ϕout(r), r /∈ B. (2)
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برمیئاورˆند. را معادله-یِ-دیفرانسیلها این اینها

(∂ · ∂ ϕin)(r) = 0, r ∈ B. (3)

(∂ · ∂ ϕout)(r) = −ρ(r), r /∈ B. (4)

َند. چنین هم ِ-مرزیها شرط-

ϕout(r) = ϕin(r), r ∈ S. (5)

(b · ∂ ϕout)(r) = e (b · ∂ ϕin)(r), r ∈ S. (6)

(ͳ΋تری΋ال ِ شار یِ ͳالΎچ)D یِ عمودی یِ مئلفه یِ ͳΎپیوست ͳدوم و مرز، بر پتانسیل یِ ͳΎپیوست ͳاول

است. مرز بر

یافت. [1] مثلَن در میشود را اینها

تصویر 1

فضا ِ کل به را ϕout و ϕin یِ دامنه ،ͳ΋تری΋ال ِ میدان) (و پتانسیل یِ محاسبه یِ برا تصویر ِ روش در

میدهم: نشان ρout و ρin با را متناظر یِ چΎالͳ-یِ-بارها میدهم. گسترش

∂ · ∂ ϕin = −ρin. (7)

∂ · ∂ ϕout = −ρout. (8)

برابر (ϕ) ͳواقع ِ پتانسیل با پتانسیل که ای ناحیه در گسترش-یافته، یِ چΎالͳ-یِ-بارها این از Έی هر

ست: ͳواقع ِ چΎالͳ-یِ-بار ان هم است،

ρin(r) = 0, r ∈ B. (9)

ρout(r) = ρ(r), r /∈ B. (10)

براورده (6) و (5) یِ ِ-مرزیها شرط- که چنان است، (ساده) مناسب ِ ρout و ρin Έی ِ یافتن هدف

شوند.
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هماهنΎها ِ حسب بر بسط 2

میدهم: نشان g(r, s) با را s در ͳنقط̃ئ ِ بار Έی ِ خاطر به r در ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل

g(r, s) =
∑
ℓ

(ξ<)
ℓ [gℓ(ξ>)] Πℓ(r̂ · ŝ). (11)

(ξ<, ξ>) = (min,max)(r, s). (12)

(r, s) = (|r|, |s|). (13)

(r, s) = (r r̂, s ŝ). (14)

نشده. داده نشان صریحˆن ͳΎبست این اما دارند. ͳΎبست هم فضا) ِ (بˇعد n به (Πℓ و g جمله (از چیزها

شده. انتخاب چنین Πℓ ِ بهنجارش

Πℓ(1) = 1. (15)

هست. ی بسط چنین Πℓ(r̂ · ŝ) یِ برا

Πℓ(r̂ · ŝ) =
∑
m

[Υℓm(r̂)] [Υℓm(ŝ)]. (16)

جمله، از ست، ِ-کروی -Ίهماهن Υℓm که

Υℓ 0(r̂) = Πℓ(r̂ · ẑ). (17)

داد: بسط ِ-کرویها -Ίهماهن ِ حسب بر میشود را ϕ ِ تاب΄

ϕ(r) =
∑
ℓm

[ϕℓm(r)]Υℓm(r̂). (18)

میشوند: صفر (m ̸= 0) با یِ ها ϕℓm باشد، سمتͳ-متقارن ϕ اگر

ϕρ ℓm = ϕρ ℓ δm 0. (19)

میشود (18) و

ϕ(r) =
∑
ℓ

[ϕℓ(r)] Πℓ(r̂ · ẑ). (20)
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میشود دیده میدهم. نشان ϕρ با را ρ ِ چΎالͳ-یِ-بار با متناظر ِ پتانسیل و ،(dV ) با را حجم ِ عنصر

ϕρ(r) =

∫
(dVs) [g(r, s)] ρ(s). (21)

میشود. چنین هم ِ-کرویها -Ίهماهن ِ حسب بر ϕρ ِ بسط

ϕρ(r) =
∑
ℓm

[ϕρ ℓm(r)] Υℓm(r̂). (22)

ϕρ ℓm(r) =

∫
(dVs) (ξ<)

ℓ [gℓ(ξ>)] [Υℓm(ŝ)] ρ(s). (23)

میشود: چنین هم ϕρ باشد، سمتͳ-متقارن ρ اگر

ϕρ(r) =
∑
ℓ

[ϕρ ℓ(r)] Πℓ(r̂ · ẑ). (24)

ϕρ ℓ(r) =

∫
(dVs) (ξ<)

ℓ [gℓ(ξ>)] [Πℓ(ŝ · ẑ)] ρ(s). (25)

است: مبدئ ِ مرکز و ã و a یِ شعاعها به کره دˇ ِ بین یِ ناحیه V که میشود، صفر V ِ بیرون ρ گیرم

V = {r | a < r < ã}. (26)

ρ(r) = 0, r /∈ V. (27)

میشود دیده باشد. بینهایت ã یا صفر a است مم΋ن البته

ϕρ(r) =


ϕ−
ρ (r), r < a

ϕ+
ρ (r), r > ã

. (28)

که،

ϕ−
ρ (r) =

∑
ℓ

rℓ
∫
V
(dVs) [gℓ(s)] [Πℓ(r̂ · ŝ)] ρ(s). (29)

ϕ+
ρ (r) =

∑
ℓ

[gℓ(r)]

∫
V
(dVs) s

ℓ [Πℓ(r̂ · ŝ)] ρ(s). (30)
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یا،

ϕ−
ρ (r) =

∑
ℓm

rℓ [Υℓm(r̂)]

∫
(dVs) [gℓ(s)] [Υℓm(ŝ)] ρ(s). (31)

ϕ+
ρ (r) =

∑
ℓm

[gℓ(r)] [Υℓm(r̂)]

∫
(dVs) s

ℓ [Υℓm(ŝ)] ρ(s). (32)

پس،

ϕ−
ρ ℓm(r) = Φ−

ρ ℓm rℓ. (33)

ϕ+
ρ ℓm(r) = Φ+

ρ ℓm gℓ(r). (34)

که،

Φ−
ρ ℓm =

∫
V
(dVs) [gℓ(s)] [Υℓm(ŝ)] ρ(s). (35)

Φ+
ρ ℓm =

∫
V
(dVs) s

ℓ [Υℓm(ŝ)] ρ(s). (36)

باشد، سمتͳ-متقارن ρ اگر و

ϕ−
ρ (r) =

∑
ℓ

rℓ [Πℓ(ŝ · ẑ)]
∫
V
(dVs) [gℓ(s)] [Πℓ(ŝ · ẑ)] ρ(s). (37)

ϕ+
ρ (r) =

∑
ℓ

[gℓ(r)] [Πℓ(ŝ · ẑ)]
∫
V
(dVs) s

ℓ [Πℓ(ŝ · ẑ)] ρ(s). (38)

پس،

ϕ−
ρ ℓ(r) = Φ−

ρ ℓ r
ℓ. (39)

ϕ+
ρ ℓ(r) = Φ+

ρ ℓ gℓ(r). (40)

که،

Φ−
ρ ℓ =

∫
V
(dVs) [gℓ(s)] [Πℓ(ŝ · ẑ)] ρ(s). (41)

Φ+
ρ ℓ =

∫
V
(dVs) s

ℓ [Πℓ(ŝ · ẑ)] ρ(s). (42)
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Έتری΋دیئل ِ یΈگوی ِ بیرون سمتͳ-متقارن، ِ بار 3

Έی به نسبت است، گوی این ِ بیرون که ،ρ ِ چΎالͳ-یِ-بار است. a ِ شعاع به گوی Έی B یِ ناحیه

ِ مرکز بر را مبدئ و محور، این بر را z ِ محور است. سمتͳ-متقارن میΎذرد گوی ِ مرکز از که محور

میΎیرم: سمتͳ-متقارن (z ِ محور به (نسبت هم را ِ-تصویر بار- یِ ͳاضاف ِ بخش میΎذارم. گوی

است: گوی ِ درون (ϕout یِ (برا β ِ چΎالͳ-یِ-بار و گوی، ِ بیرون (ϕin یِ (برا α ِ چΎالͳ-یِ-بار

ϕin = ϕρ + ϕα. (43)

ϕout = ϕρ + ϕβ . (44)

α(r) = 0, r < a. (45)

β(r) = 0, r > a. (46)

است. صفر Bout ِ درون ρ که هست ،a از بزرگتر aout ِ شعاع با و B با هممرکز ،Bout ِ گوی Έی گیرم

است: صفر Bout ِ درون هم α صورت این در

aout > a. (47)

ρ(r) = 0, r < aout. (48)

α(r) = 0, r > aout. (49)

ترتیب، این به می΋نم. تعریف (a یِ جا (به aout با و ،(28) ِ مثل را ϕ−
α و ϕ−

ρ

ϕin(r) = ϕ−
ρ (r) + ϕ−

α (r), r < aout. (50)

ϕout(r) = ϕ−
ρ (r) + ϕ+

β (r), a < r < aout. (51)

میشوند (6) و (5) یِ ِ-مرزیها شرط- و

(ϕ−
ρ + ϕ+

β )(r) = (ϕ−
ρ + ϕ−

α )(r), r = a. (52)

[b · ∂ (ϕ−
ρ + ϕ+

β )](r) = e [b · ∂ (ϕ−
ρ + ϕ−

α )](r), r = a. (53)
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ِ بار ρ که این ِ شرط به نهایت، در نوشت. را (51) بشود که است این ِ خاطر به فقط aout ِ وارد-کردن

نمیشود. کم مسئله ِ کلیت از و داد؛ میل a به را aout میشود باشد، نداشته S بر جایΎزیده

یِ ِ-مرزیها شرط- ،ρ یِ جا به β و α یِ برا شان یِ مانست̃ها و (40) و (39) و (18) از استفاده با

میشوند. چنین (53) و (52)

Φ−
ρ ℓ a

ℓ +Φ+
β ℓ gℓ(a) = (Φ−

ρ ℓ +Φ−
α ℓ) a

ℓ. (54)

ℓΦ−
ρ ℓ a

ℓ−1 +Φ+
β ℓ (D gℓ)(a) = e ℓ (Φ−

ρ ℓ +Φ−
α ℓ) a

ℓ−1. (55)

می΋نم. تعریف چنین را hℓ ست. مشتقΎیری D که

hℓ = −ΞD gℓ
gℓ

. (56)

شده. تعریف چنین Ξ که

0 = (ΞX)(ξ)− ξX(ξ). (57)

میشود نتیجه

Φ+
β ℓ =

aℓ

gℓ(a)
Φ−

α ℓ. (58)

Φ−
α ℓ =

(1− e) ℓ

e ℓ+ hℓ(a)
Φ−

ρ ℓ. (59)

میشود دیده جمله از

Φ−
α 0 = 0. (60)

Φ+
β 0 = 0. (61)

،λα یِ ͳیِ-طول-ͳالΎچ با متناظر α میΎیرم: z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه بر را β و α یِ چΎالͳ-یِ-بارها

ترتیب، این به است. λβ یِ ͳیِ-طول-ͳالΎچ با متناظر β و

ϕα(r) =

∫ ∞

aout

(d s) [g(r, s ẑ)]λα(s). (62)

ϕβ(r) =

∫ a

0

(d s) [g(r, s ẑ)]λβ(s). (63)
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میدهند نتیجه که

Φ−
α ℓ =

∫ ∞

aout

(d s) [gℓ(s)]λα(s). (64)

Φ+
β ℓ =

∫ a

0

(d s) sℓ λβ(s). (65)

کرد: [0∞) میشود را انتΎرالΎیری یِ ناحیه البته

Φ−
α ℓ =

∫ ∞

0

(d s) [gℓ(s)]λα(s). (66)

Φ+
β ℓ =

∫ ∞

0

(d s) sℓ λβ(s). (67)

میشود نتیجه (66) و (58) از

Φ+
β ℓ =

aℓ

gℓ(a)

∫ ∞

0

(d s) [gℓ(s)]λα(s). (68)

است. این ویژه ِ حالت

(n, ℓ) = (2, 0). (69)

ست: ͳتوان gℓ صورت این در است. ناویژه حالت گیرم

gℓ(ξ) ∝ ξ2−n−ℓ. (70)

hℓ(ξ) = ℓ+ n− 2. (71)

میشود (59) و

Φ−
α ℓ =

(1− e) ℓ

(1 + e) ℓ+ n− 2
Φ−

ρ ℓ. (72)

میشود نتیجه هم (70) و (68) از

Φ+
β ℓ =

∫ ∞

0

(d s) a−2+n+2 ℓ s2−n−ℓ λα(s). (73)
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میبˆرم. کار به را ِ-متغیر تغییر- این بعد و می΋نم جایΎزین s با را s انتΎرال، در

s =
a2

s
. (74)

ترتیب، این به

Φ+
β ℓ =

∫ ∞

0

(d s) sℓ
(
s

a

)n−4

λα

(
a2

s

)
. (75)

میشود نتیجه (65) با این یِ مقایسه از

λβ(s) =

(
s

a

)n−4

λα

(
a2

s

)
. (76)

ِ مثبت یِ نیمه بر Bout ِ بیرون λρ یِ ͳیِ-طول-ͳالΎچ Έی با میشود را Bout در ρ از ͳناش ِ پتانسیل

ساخت: z ِ محور

λρ(s) = 0, s < aout. (77)

ϕ−
ρ (r) =

∫
0

aout
∞(d s) [g(r, s ẑ)]λρ(s). (78)

میشود البته که

ϕ−
ρ (r) =

∫ ∞

0

(d s) [g(r, s ẑ)]λρ(s). (79)

ترتیب، این به

Φ−
ρ ℓ =

∫ ∞

0

(d s) [gℓ(s)]λρ(s). (80)

میΎذارم: (72) در را این

Φ−
α ℓ =

(1− e) ℓ

e ℓ+ ℓ+ n− 2

∫ ∞

0

(d s) [gℓ(s)]λρ(s). (81)

می΋نم. تعریف چنین را L ِ عملΎر

L = −Ξ D+ 2− n. (82)
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میشود دیده و

L gℓ = ℓ gℓ. (83)

میشود (81) پس

Φ−
α ℓ =

∫ ∞

0

(d s)

{[
(1− e) L

(1 + e) L+ n− 2
gℓ

]
(s)

}
λρ(s).

(84)

میدهد نتیجه که

Φ−
α ℓ =

∫ ∞

0

(d s) [gℓ(s)]

[
(1− e) L†

(1 + e) L† + n− 2
λρ

]
(s). (85)

میشود نتیجه هم (64) با این یِ مقایسه از

λα =
(1− e) L†

(1 + e) L† + n− 2
λρ. (86)

یا،

λα =
1− e

1 + e
(λρ + λ̀ρ). (87)

λ̀ρ =
2− n

(1 + e) L† + n− 2
λρ. (88)

ͳیعن اخیر یِ رابطه

[(1 + e) L† + n− 2] λ̀ρ = (2− n)λρ. (89)

میشود دیده (82) از است. λ̀ρ یِ برا معادله-یِ-دیفرانسیل Έی این

L† = ΞD+ 3− n. (90)

]پس،
ΞD+ 1− e (n− 2)

1 + e

]
λ̀ρ =

2− n

1 + e
λρ. (91)
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میشود. نتیجه λα یِ برا ِ-مرزی شرط- Έی (49) از

λα(s) = 0, s < aout. (92)

میئاید: دست به λ̀ρ یِ برا ِ-مرزی شرط- Έی ترتیب، این به

λ̀ρ(s) = 0, s < aout. (93)

می΋نم. تعریف چنین را ν ِ پارامتر

ν =
n− 2

1 + e
. (94)

میشود ،(92) یِ ِ-مرزی شرط- با همراه ،(91) ِ جواب

λ̀ρ(s) = −ν

s

∫ s

0

(d z)

(
s

z

)e ν

λρ(z). (95)

ترتیب، این به

λα(s) =
1− e

1 + e

[
λρ(s)−

ν

s

∫ s

0

(d z)

(
s

z

)e ν

λρ(z)

]
. (96)

λβ(s) =
1− e

1 + e

(
s

a

)n−4
[
λρ

(
a2

s

)
− ν s

a2

∫ a2/s

0

(d z)

(
a2

s z

)e ν

λρ(z)

]
. (97)

میبˆرم. کار به را ِ-متغیر تغییر- این بعد و می΋نم جایΎزین z با را z انتΎرال، در

z =
a2

z
. (98)

ترتیب، این به

λβ(s) =
1− e

1 + e

(
s

a

)n−4
[
λρ

(
a2

s

)
− ν

s

∫ ∞

s

(d z)

(
z

s

)−2+e ν

λρ

(
a2

z

)]
. (99)

میشود دیده (67) از است. درست (61) می΋نم تحقیق جمله از

Φ+
β 0 =

∫ ∞

0

(d s)λβ(s). (100)
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ترتیب، این به

Φ+
β 0 =

1− e

1 + e

[∫ ∞

0

(d s)

(
s

a

)n−4

λρ

(
a2

s

)
− I

]
. (101)

I = ν
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می΋نم: عوض را انتΎرالΎیریها ِ ترتیب اخیر، یِ رابطه ِ راست ِ طرف در
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میدهد نتیجه که

I =
ν
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البته،

ν = n− 2− e ν. (105)

با متناظر ِ کل ِ بار ͳیعن (61) یِ رابطه است. درست (61) میشود نتیجه (105) و (104) و (101) از

است. صفر β

ͳنقط̃ئ ِ بار 4

یِ رو که ،(c ẑ) یِ نقطه در (q) ͳنقط̃ئ ِ بار Έی با است متناظر ρ که است این خاص ِ حالت Έی

است: B ِ بیرون و z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه

ρ(r) = q δ(r − c ẑ). (106)

c > a. (107)

:λρ یِ ͳیِ-طول-ͳالΎچ با است متناظر ͳیِ-حجم-ͳالΎچ این

λρ(s) = q δ(s− c). (108)
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پس،

λ̀ρ(s) = −q ν

c
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Θ(s− c). (109)

هم، λβ یِ برا است. واحد) یِ (پله [2] ه̃ویساید ِ تاب΄ Θ که

λβ =
1− e

1 + e
(λp + λl). (110)
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λl(s) = −q ν
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ترتیب، این به

λα(s) = q
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[
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λβ(s) = q
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ͳرایΎهم 5

است. چنین z ِ محور بر ،λα از ͳناش ِ پتانسیل

ϕα(r ẑ) =

∫
(d s) [g(r ẑ, s ẑ)]λα(z). (115)

همچنین،

g(r ẑ, s ẑ) ∝ s2−n, s ≫ |r|. (116)

اگر ست، همΎرا (115) ِ ِ-راست طرف- ِ انتΎرال ،(113) ِ ش΋ل به λα با پس

−1 > −1 + e ν + 2− n. (117)
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میشود (117) یِ ͳرایΎهم-ِ شرط- ساده-شده،

ν > 0. (118)

با میشود را نیست برقرار (118) که ͳی حالتها است. انتΎرالپذیر λβ می΋ند تضمین ضمنَن شرط این

کرد. ͳبررس ͳتحلیل ِ گسترش

پانوشتها 6
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