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محیط این در دما یِ ͳان΋م و ͳزمان ِ ͳΎبست میΎیرد. گرما چشمه Έی از گرما-رسانا ِ محیط Έی

میشود. ͳبررس چشمه به نسبت دما یِ ͳزمان ِ تئخیر ویژه، به میشود. ͳبررس

درامد 0

لاتین یِ شاخصها میدهم. نشان r با را (t, r) میدهم. نشان r با را م΋ان و ،t با را زمان ،T با را دما

است: t ان هم r0 میΎیرند، (مثبت) ͳفضای یِ مقدارها

r0 = t. (1)

،(∂α X) با را rα به نسبت X ِ مشتق میΎیرند. (مثبت) ͳفضای یا (صفر) ͳزمان مقدار ͳیونان یِ شاخصها

میدهم. نشان (∂ X) با را م΋ان به نسبت X ِ مشتق و

میشود: مربوط انرژی ِ جریان به دما یِ ͳزمان ِ مشتق ،ͳΎپیوست یِ معادله با

c ∂0 T = −∂ · J +Q (2)
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ِ ش΋ل ست. گرما یِ چشمه Q و ست، انرژی ِ جریان یِ ͳالΎچ J است، حجم بر ͳگرمای ِ ظرفیت c

است. چنین معادله این یِ ͳرالΎانت∫
V
(dV ) c Ṫ = −

∮
S
(dS)n · J +

∫
V
(dV )Q. (3)

راست، ِ طرف در اول یِ جمله است. V ِ بیرون یِ سو به و S بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n و است، V ِ مرز S

است. آن ِ مرز از V به انرژی ِ ورود ِ Ίآهن

م΋ان به نسبت دما ِ تغییر که ی حالت در است. گرما-رسانش ِ-انرژی انتقال- یِ راهها از ی Έی

است: متناسب دما ِ گرادیان با انرژی ِ جریان یِ ͳالΎچ نیست، شدید

J = −K ∂ T. (4)

میشود نتیجه (4) و (3) ِ ترکیب از ست. ͳگرما-رسانندگ K

c∂0 T = ∂ · (K ∂ T ) +Q. (5)

است. چنین معادله این یِ ͳرالΎانت ِ ∫ش΋ل
V
(dV ) c Ṫ =

∮
S
(dS)K n · ∂ T +

∫
V
(dV )Q. (6)

برداشت را جمله این میشود است. آن ِ مرز از V به انرژی ِ ورود ِ Ίآهن راست، ِ طرف در اول یِ جمله

را ِ-مرز بلا-فاصله-بیرون (n · ∂ T ) کار، این یِ برا نشود. عوض معادله که چنان داد، تغییر را Q و

میΎذارم: Q یِ جا به را Q̃ و میΎذارم صفر

(n · ∂ T )out = 0. (7)

Q̃(r) = Q(r) +

∫
S
(dS′) [δ(r, r′)]QS(t, r

′). (8)

QS = K [(n · ∂ T )in − (n · ∂ T )out]. (9)

یِ QSیΈچشمه میرود. مرز به بیرون و درون ترتیب، به از، نقطه ی وقت حد ͳیعن out و in یِ شاخصها

میشود. چنین (5) یِ معادله است. ناصفر S بر فقط ست: ͳسطح

c ∂0 T = ∂ · (K ∂ T ) + Q̃. (10)
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میشود هم (6) یِ معادله هست. (7) یِ ِ-مرزی شرط- معادله، این با همراه

∫
V
(dV ) c Ṫ =

∫
V
(dV ) Q̃. (11)

آن، با همئرز یا،

∫
V
(dV ) c Ṫ =

∫
S
(dS)QS +

∫
V
(dV )Q. (12)

چنین را گرما) ِ W(چشمه-یِ-بهنجار و پخش)، ِ D(ضریب میΎیرم. م΋ان از مستقل را cپس این از

می΋نم. تعریف

cD = K. (13)

cW = Q. (14)

میشود چنین (5) یِ معادله

∂0 T = ∂ · (D ∂ T ) +W. (15)

می΋نم: تعریف Q̃ ِ شبیه هم را W̃

W̃ (r) = W (r) +

∫
S
(dS′) [δ(r, r′)]WS(t, r

′). (16)

WS = D [(n · ∂ T )in − (n · ∂ T )out]. (17)

میشود. چنین (15) یِ معادله

∂0 T = ∂ · (D ∂ T ) + W̃. (18)

میΎیرم. ثابت را D پس این از هست. (7) یِ ِ-مرزی شرط- معادله، این با همراه



تئخیر و گرما-رسانش، ۴

دما از مستقل یِ چشمه 1

جمله، از میشود، را معادله این است. T یِ برا ͳخط یِ معادله Έی (18) ست، دما از Wمستقل وقتی

می΋نم. تعریف چنین را M ِ عملΎر کرد. حل [1] ِ-گْرین تاب΄- از استفاده با

M = ∂0 −D ∂ · ∂. (19)

است: M ِ وارون ([1] ِ-گْرین (تاب΄- G

(MG)(r, r′) = δ(r, r′). (20)

هم ِ-مرزی شرط- ،G یِ ی΋تا ِ تعیین یِ برا است. G یِ برا دیفرانسیل یِ معادله Έی (20) یِ رابطه

در یا شود وارد بعد یِ زمانها در چشمه ِ اثر که است مربوط این به زمان یِ برا ِ-مرزی شرط- است. لازم

ِ شبیه م΋ان بر مرزی ِ شرط شود. وارد بعد یِ زمانها در چشمه ِ اثر که میبˆرم کار به را این قبل. یِ زمانها

میبˆرم: کار به را ِ-مرزیها شرط- این پس است. (7)

G(r, r′) = 0, t < t′. (21)

(∂ G)(r, r′) = 0, r ∈ Sout. (22)

ِ اثر که است این (21) ِ شرط میرود. S به بیرون از نقطه ی وقت حد :S ِ بیرون بلافاصله ͳیعن هم Sout

این ([2] نُیمان یِ ِ-مرزی (شرط- (22) ِ شرط ست. تئخیری G میشود: وارد بعد یِ زمانها در چشمه

(18) ِ جواب آمده. ΀زیده-بر-سطΎجای یِ چشمه Έی ش یˆ جا به شده، حذف مرز با تبادل که است

میشود هم (7) یِ ِ-مرزی شرط- با

T (r) =

∫
(d t′)

∫
V
(dV ′) [G(r, r′)] W̃ (r′). (23)

یِ ِ-مرزی شرط- (با ͳلَپلَس یِ ویژه-بردارها ،(22) و (21) یِ ِ-مرزیها شرط- با (20) ِ حل یِ برا

میبˆرم: کار به را ([2] نُیمان

[(∂ · ∂ + λa) ua](r) = 0. (24)

(∂ ua)(r) = 0, r ∈ S. (25)
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میشود را ش یˆ ویژه-بردارها و ست ͳرمیتˡا ͳلَپلَس است. متناظر ِ ویژه-مقدار (−λa) و ویژه-بردار، ua

ویژه- و ست ͳقطری-شدن ͳلَپلَس می΋نم. هم ی΋ه را ویژه-بردارها و می΋نم چنین کرد. عمود هم بر

میسازند: ی΋ه-متعامد یِ پایه Έی انتخابها، این با ش، یˆ بردارها

δa b =

∫
V
(dV )[ua(r)] [ub(r)]. (26)

δ(r, r′) =
∑
a

[ua(r)] [ua(r′)]. (27)

(26) در [3] کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا نباشد، چنین اگر باشد. گسسته ͳلَپلَس ِ طیف که ست ی وقت ِ مال اینها البته

میدهد نتیجه ضمنَن (27) میشود. انتΎرال (27) در جم΄ و میشود، [4] دیرˆک یِ دلتا

δ(r, r′) = [δ(t− t′)]
∑
a

[ua(r)] [ua(r′)]. (28)

میدهم: بسط ͳلَپلَس یِ ویژه-بردارها ِ حسب بر را G

G(r, r′) =
∑
a

[Ga(t− t′)] [ua(r)] [ua(r′)]. (29)

چنین δ(r, r′) چون است، متقارن ِ-زمان انتقال- ِ تحت G(r, r′) که شده استفاده این از جمله) (از

و میΎذارم، (20) در را (29) است. (t− t′) فقط ِ طریق از t′ و t به G(r, r′) یِ ͳΎبست پس است.

میشود نتیجه می΋نم. استفاده ویژه-بردارها ِ خطͳ-مستقل-بودن و (23) از

[(∂0 +Dλa)Ga](t) = δ(t). (30)

میدهد نتیجه هم (21) یِ ِ-مرزی شرط-

Ga(t) = 0, t < 0. (31)

ترتیب، این به

Ga(t) = [Θ(t)] exp(−Dλa t). (32)

میدهند نتیجه (32) و (29) است. واحد) یِ (پله [5] ه̃ویساید ِ تاب΄ Θ که

G(r, r′) = [Θ(t− t′)]
∑
a

[ua(r)] [ua(r′)] exp[−Dλa (t− t′)]. (33)
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نوسانͳ-با-زمان یِ چشمه 2

است: ω یِ) ͳزاویِئ) ِ بسامد با Ίهماهن(-ͳزمان) یِ چشمه خاص، ِ حالت Έی

W̃ (r) = [W̃c(r)] exp(−iω t). (34)

میبˆرم: کار به را (33) و میΎذارم، (23) در را این

T (r) = [Tc(r)] exp(−iω t). (35)

Tc(r) =

∫
V
(dV ′) [Gc(r, r

′)] W̃c(r
′). (36)

Gc(r, r
′) =

∑
a

[ua(r)] [ua(r′)]

Dλa − iω
. (37)

[(−iω − ∂ · ∂)Gc](r, r
′) = δ(r, r′). (38)

میشود دیده

Tc(r) =
∑
a

ua(r)

Dλa − iω

{∫
V
(dV ′) [ua(r′)] W̃c(r

′)

}
. (39)

یا،

Tc(r) =
∑
a

[Υa(r)] exp[i θa(ω)]. (40)

Υa(r) =
ua(r)

|Dλa − iω|

∫
V
(dV ′) [ua(r′)] W̃c(r

′). (41)

θa(ω) = tan−1 ω

Dλa
. (42)

میدهم: نشان τa با را a ِ وجه با متناظر ِ ِ-زمان تئخیر- است. a ِ وجه با متناظر ِ ِ-فاز تئخیر- θa

τa(ω) =
θa(ω)

ω
. (43)

T (r) =
∑
a

[Υa(r)] exp{−iω [t− τa(ω)]}. (44)

از ͳخط-ِ ترکیب- Έی چشمه که ͳکل ِ حالت در پس دارد. ͳΎبست ω و وجه به ِ-زمان تئخیر-

چشمه) به (نسبت معین یِ ͳزمان-ِ تئخیر- Έی (دما) ΁پاس است، مختلف یِ بسامدها با یِ هماهنΎها

ندارد.
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بزرگ یِ بسامدها 3

و D ِ ِ-پخش ضریب- از استفاده با است. زمان بر تقسیم طول ِ مجذور ِ جنس از D ِ ِ-پخش ضریب-

میشود: ساخته طول ِ مجذور ِ ع΋س ِ جنس از Λ ِ کمیت Έی ،ω ِ بسامد

Λ =
ω

D
. (45)

میشود: تضعیف ΁پاس در a ِ وجه ِ اثر باشد، Λ از بزرگتر ی خیل λa اگر میشود دیده (39) و (36) از

دارد: هم دیΎر یِ ِ-مشخصه طول- Έی مسئله ست. ها λa یِ برا ِ-بالا قط΄- Έی ِ مثل Λ ،΁پاس در

اگر است ِ-مˇ;) کوتاه(-طول- ِ وجه Έی a ِ وجه طول، این با متناظر فضا. یِ اندازه (کوچ΋ترین) ،R

R2 λa ≫ 1. (46)

-ِ ِ-مˇ;- طول- ِ مجذور ِ ع΋س λa میΎویم. ِ-کاسته ِ-مˇ;- طول- (2π) بر تقسیم ِ-مˇ; طول- به

ی خیل شان یِ ِ-کاسته ِ-مˇ;- طول- که اند ͳی آنها کوتاه یِ وجهها است. a ِ وجه با متناظر یِ کاسته

است. سیستم یِ اندازه از کوچ΋تر

ی وقت است، زیاد ω ِ بسامد میΎویم

R2 Λ ≫ 1. (47)

یِ برا َند. کوتاه ِ وجه ِ-بالا، قط΄- ِ زیر یِ وجهها («ِ («بیشتر از ی خیل است، زیاد بسامد ی وقت

هم را وجه بر جم΄-بندی و نیست مهم سیستم) یِ اندازه جمله (از ͳفضای یِ ِ-مرزی شرط- وجهها، این

کرد: تبدیل انتΎرال به میشود

ua =
va√
V
. (48)

[va(r)] [va(r′)] = exp[ik · (r − r′)]. (49)

λa = ka · ka. (50)∑
a

→ V

(2π)n

∫
(dn ka). (51)

که ست) ی خوب ِ (تقریب است درست ی وقت (49) ست. فضا ِ بˇعد n و فضا ِ حجم V

|r − r′| ≪ R. (52)
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صورت، این در است. زیاد بسامد گیرم میئاید: دست به ِ-زیاد بسامد- ِ حالت یِ برا تقریب Έی پس

Gc(r, r
′) =

∫
dn ka
(2π)n

[va(r)] [va(r′)]

Dλa − iω
. (53)

یا،

Gc(r, r
′) =

∫
dn k

(2π)n
exp[ik · (r − r′)]

D k · k − iω
. (54)

می΋نم. تعریف چنین را ν و κ است. Rn عملَن فضا ،Gc یِ برا ͳیعن این

κ =

√
ω

2D
. (55)

ν =
n− 2

2
. (56)

میشود (54) میدهم. نشان K با را دوم ِ نُ΄ از دگرگون ِ [6] بِس̃ل ِ تاب΄

Gc(r, r
′) =

[(1− i)κ]ν Kν [(1− i)κ |r − r′|]
(2π)ν+1 ν D |r − r′|ν

. (57)

میدهم: نشان τ با را ِ-زمان تئخیر- و θ با را ِ-فاز تئخیر-

Gc(r, r
′) = |Gc(r, r

′)| exp(i θ). (58)

τ =
θ

ω
. (59)

می΋نم. ͳبررس را چشمه از دور و چشمه به Έنزدی جواب ِ رفتار ،K یِ ͳمجانب یِ رفتارها از استفاده با

چشمه، ِ Έنزدی

(κ |r − r′|) ≪ 1 ⇒

Gc(r, r
′) =

Γ(ν)

4πν+1 ν D |r − r′|2 ν
. (60)

θ = 0. (61)

τ = 0. (62)
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چشمه، از دور

(κ |r − r′|) ≫ 1 ⇒

Gc(r, r
′) =

[(1− i)κ]ν−(1/2)

2 (2π)ν+(1/2) ν D

exp[(i− 1)κ |r − r′|]
|r − r′|ν+(1/2)

. (63)

θ = κ |r − r′| − (2 ν − 1)π

8
. (64)

τ =
κ |r − r′|

ω
− (2 ν − 1)π

8ω
. (65)

است. κ ش َ ِ-مˇ; عدد- که است، بیرون-رونده یِ) (محو-شونده ِ مˇ; Έی ِ مثل Gc حالت این در

میشود: تعریف گروه) ِ (سرعت vg و فاز) ِ (سرعت vp ی چنین-مˇ; یِ برا

vp =
ω

κ
. (66)

vg =
dω

dκ
. (67)

vp = 2Dκ. (68)

vp =
√
2Dω. (69)

vg = 4Dκ. (70)

vg =
√
8Dω. (71)
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