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القا ͳسطح ِ بار است، ی΋نواخت کره از دور که ͳ΋تری΋ال ِ میدان Έی در رسانا یِ کره Έی بر

از Έی هر است. دیΎر یِ ت΋ه و ی΋نواخت ِ میدان از ͳناش کره از ت΋ه هر بر وارد یِ نیرو میشود.

است دور) ِ ) میدان بر عمود ش َ مرز یِ صفحه که نیم΋ره Έی یِ برا کل، یِ نیرو نیز و نیروها ای

میشود. محاسبه

ی΋نواخت یِ ͳ΋تری΋ال ِ یΈمیدان در رسانا یِ یΈکره 1

کره، جز است. ی΋نواخت کره از دور که ست ͳ΋تری΋ال ِ میدان Έی در a ِ شعاع به رسانا یِ کره Έی

و ،E با را ͳ΋تری΋ال ِ میدان شود). درست ی΋نواخت ِ میدان که بینهایت، در (مΎر نیست بار جا Ϳهی

متناظر یِ ͳ΋تری΋ال-ِ پتانسیل- و ،ϕ با را ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل میدهم. نشان E◦ با را بینهایت در آن ِ حد

ِ-م΋ان بردار- یِ زاویه ،r با را ِ-م΋ان بردار- ِ طول ،r با را م΋ان ِ بردار میدهم. نشان ϕ◦ با را E◦ با
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میدهم: نشان u با را زاویه این ِ کسینوس و ،θ با را ẑ با

ẑ · r = r u. (1)

u = cos θ. (2)

میΎیرم: E◦ با هم-راستا را z ِ محور

E◦ = E◦ ẑ. (3)

میئاورˆد: بر را لَپلَس[1] یِ معادله کره ِ بیرون ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل میΎیرم. کره ِ مرکز هم را مختصات ِ مبدئ

0 = ∇ ·∇ϕ. (4)

یِ ناحیه Έی ِ (درون میشود پس است. (r, θ) فقط ِ تاب΄ است: سمتͳ-متقارن ͳ΋تری΋ال ِ پتانسیل

نوشت. ی چنین-بسط ش یˆ برا است) بͳ-بار که کروی-متقارن

ϕ(r, θ) =
∞∑

n=0

[ϕn(r)]Pn(u). (5)

و است، n یِ درجه از [2] لُژاندر یِ ͳچند-جمل̃ئ Pn که

ϕn(r) = bn r
n + cn r

−(n+1). (6)

E◦ به (r → ∞) در E که این از یافت. [3] مثلَن در میشود را اینها َند. ثابت ها cn و ها bn که

میشود نتیجه میΎراید

0 = E◦ + lim
r→∞

[(∇ϕ)(r, θ)]. (7)

میدهد نتیجه هم این

0 = b1 + E◦. (8)

0 = bn, n > 1. (9)
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ترتیب، این به

ϕ(r, θ) = b0 + c0 r
−1 + (−E◦ r + c1 r

−2)u+
∞∑

n=2

cn r
−(n+1) Pn(u). (10)

میدهم: نشان ϕa با را ثابت این است. ثابت آن بر پتانسیل پس ست. رسانا کره

ϕ(a, θ) = ϕa. (11)

میدهد نتیجه ،(10) از استفاده با که،

ϕa = b0 + c0 a
−1. (12)

0 = −E◦ a+ c1 a
−2. (13)

0 = cn, n > 1. (14)

ترتیب، این به

ϕ(r, θ) = b0 +
V a

r
− E◦ a

(
r

a
− a2

r2

)
u. (15)

که،

V = ϕa − b0. (16)

بر ِ-مرزی شرط- ِ مشاهده-پذیر ِ بخش کرد. کم پتانسیل از را آن میشود که است ثابت Έی b0 البته

گرفت: صفر را b0 میشود ͳیعن اینها است. b0 با ϕa ِ اختلاف پتانسیل،

ϕ(r, θ) =
V a

r
− E◦ a

(
r

a
− a2

r2

)
u. (17)

نشان σ با را کره بر بار یِ ͳسطح یِ ͳالΎچ نوشت. هم کره) ِ کل ِ (بار Q ِ حسب بر میشود را این

میدهم:

σ(θ)

ε◦
= n̂ ·E+(a, θ). (18)
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اند. شده تعریف چنین E− و E+ و است، آن ِ بیرون یِ سو به و کره ِ ΀سط بر عمود یِ ی΋ه ِ بردار n̂ که

Es(a, θ) = lim
r→as

[E(r, θ)]. (19)

ترتیب، این به

σ(θ)

ε◦
=

V

a
+ 3E◦ u. (20)

Q

4π ε◦
= V a. (21)

ϕ(r, θ) =
Q

4π ε◦ r
− E◦ a

(
r

a
− a2

r2

)
u. (22)

نیرو 2

میدهم: نشان F با را ͳشمال یِ نیم-کره بر وارد یِ نیرو و ،f با را کره ِ ΀سط بر وارد یِ نیرو یِ ͳالΎچ

f =
σE+

2
. (23)

ترتیب، این به

f = n̂
ε◦
2

(
V

a
+ 3E◦ u

)2

. (24)

F

π ε◦ a2
= ẑ

∫ 1

0

(du)

(
V

a
+ 3E◦ u

)2

u. (25)

میدهد نتیجه که

F

π ε◦ a2
= ẑ

(
V 2

2 a2
+ 2

V E◦

a
+

9E2
◦

4

)
. (26)

ͳجنوب یِ نیم΋ره از حاصل ِ پتانسیل 3

میدهم: نشان ϕ̃ با را ͳجنوب یِ نیم΋ره از حاصل ِ پتانسیل

ϕ̃(r) =
a2

4π ε◦

∫
u′<0

(dΩ′)σ(θ′)

|r − r′|
. (27)
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پس است. سمتͳ-متقارن که ست، ͳجنوب یِ نیم-کره ِ چΎالͳ-یِ-بار پتانسیل، این با متناظر یِ چشمه

چنین را r> و r< کرد. حساب راه دˇ از جمله) (از میشود را پتانسیل این است. سمتͳ-متقارن هم ϕ̃

می΋نم. تعریف

r< = min(r, a). (28)

r> = max(r, a). (29)

همچنین،

σ(u)

ε◦
= B0 +B1 u. (30)

که،

B0 =
V

a
. (31)

B1 = 3E◦. (32)

اول ِ راه 3.1

.([3] (مثلَن کرد تعیین z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه بر ش َ مقدار از را آن میشود است، سمتͳ-متقارن ϕ̃ چون

هم، z ِ محور ِ مثبت یِ نیمه بر ϕ̃ یِ برا

2 ϕ̃(r ẑ)

a2
=

∫ 0

−1

(du′) (B0 +B1 u
′)

(r2 − 2 a r u′ + a2)1/2
. (33)

میدهد نتیجه که

2 ϕ̃(r ẑ)

a2
= B0

r + a− (r2 + a2)1/2

a r
+B1

r3 + a3 − (r2 + a2)3/2

a2 r2
. (34)

داد: بسط r ِ ΀صحی یِ توانها ِ حسب بر میشود را این

2 ϕ̃(r ẑ)

a2
= B0

{
1

r>
+

∞∑
k=1

(−1)k [(2 k − 3)!!]

(2 k)!!

r2 k−1
<

r2 k
>

}

+B1

{
r<
r2>

− 3

∞∑
k=1

(−1)k [(2 k − 5)!!

(2 k)!!]

r2 k−2
<

r2 k−1
>

}
. (35)
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که،

میشود. چنین فضا) ِ کل (در ͳجنوب یِ نیم-کره از حاصل ِ پتانسیل و

2 ϕ̃(r, θ)

a2
= B0

{
1

r>
−

∞∑
k=0

(−1)k [(2 k − 1)!!]

(2 k + 2)!!

r2 k+1
<

r2 k+2
>

P2 k+1(u)

}

+B1

{
1

3

r<
r2>

u+
∞∑
k=0

(−1)k [(2 k − 3)!!]

(2 k + 2)!!

r2 k
<

r2 k+1
>

P2 k(u)

}
. (36)

دوم ِ راه 3.2

است، سمتͳ-متقارن ϕ̃ چون

ϕ̃(r, θ) =

∞∑
n=0

An
rn<
rn+1
>

Pn(u). (37)

که،

An =
a2

4π ε◦

∫
u<0

(dΩ)σ(θ). (38)

میشود دیده

2An

a2
=

1∑
α=0

Bα Cαn. (39)

که،

Cαn =

∫ 0

−1

(du)uα Pn(u). (40)

ترتیب، این به

C0 (2 k) = δ0k. (41)

C0 (2 k+1) = −(−1)k
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!
. (42)

C1 (2 k) = (−1)k
(2 k − 3)!!

(2 k + 2)!!
. (43)

C1 (2 k+1) =
1

3
δ0k. (44)
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حاصل میΎذارم. (37) در را این میئاید. دست به An میΎذارم. (39) در را (44) تا (41) ِ روابط

است. (36)

دیΎر) ِ (یΈبار نیرو 4

نیم- ست: ͳبیرون ِ ی΋نواخت ِ میدان و ͳجنوب یِ نیم-کره از ͳناش ،ͳشمال یِ نیم-کره بر وارد یِ نیرو

ͳجنوب یِ نیم-کره ِ خاطر به ΀سط بر وارد یِ نیرو یِ ͳالΎچ نمی΋ند. وارد نیرو ش َ خُد به ͳشمال یِ کره

می΋نم: حساب ͳشمال یِ نیم-کره بر را این میدهم. نشان f̃ با را

f̃ = σ Ẽ. (45)

میشود نتیجه (37) از است. پیوسته ͳشمال یِ نیم-کره بر که ست، ͳجنوب یِ نیم-کره از ͳناش ِ میدان Ẽ

a2 Ẽ+(a, θ) =
∞∑

n=0

An [(n+ 1) r̂ + θ̂
√

1− u2 (DPn)(u)]. (46)

a2 Ẽ−(a, θ) =
∞∑

n=0

An [−n r̂ + θ̂
√
1− u2 (DPn)(u)]. (47)

هم، (39) از استفاده با ست. مشتق-گیری D که

2 Ẽs(a, θ) =
1∑

α=0

Bα Gα s(a, θ). (48)

که،

Gα+(a, θ) =
∞∑

n=0

Cαn [(n+ 1) r̂ Pn(u) + θ̂
√
1− u2 (DPn)(u)]. (49)

Gα−(a, θ) =
∞∑

n=0

Cαn [−n r̂ Pn(u) + θ̂
√

1− u2 (DPn)(u)]. (50)

اند: پیوسته ͳشمال یِ نیم-کره بر Gα و Ẽ البته

Ẽs(a, θ) = Ẽ(a, θ), u > 0. (51)

Gα s(a, θ) = Gα(a, θ), u > 0. (52)



نیرو ی΋نواخت: ِ میدان در رسانا یِ کره ٨

میدهم: نشان F̃ با را ͳجنوب یِ نیم-کره ِ خاطر به ͳشمال یِ نیم-کره بر وارد یِ نیرو

F̃ = ẑ F̃. (53)

2 F̃

a2
=

1∑
α=0

Bα

∫
u>0

(dΩ) [σ(θ)] ẑ ·Gα(a, θ). (54)

ترتیب، این به

F̃

π ε◦ a2
=

1∑
α=0

1∑
β=0

Bα Bβ Hαβ . (55)

که،

Hαβ = Hαβ s. (56)

Hαβ s =

∞∑
n=0

Cαn Iβ n s. (57)

Iβ n+ =

∫ 1

0

(du)uβ [(n+ 1)uPn(u)− (1− u2) (DPn)(u)]. (58)

Iβ n− =

∫ 1

0

(du)uβ [−nuPn(u)− (1− u2) (DPn)(u)]. (59)

میشود دیده

I0 (2 k)+ = (−1)k
(2 k + 1)!!

(2 k + 2)!!
. (60)

I0 (2 k+1)+ = 0. (61)

I0 (2 k)− = (−1)k
(2 k − 3)!!

(2 k − 2)!!
. (62)

I0 (2 k+1)− = −δ0k. (63)

I1 (2 k)+ =
1

3
δ0k. (64)

I1 (2 k+1)+ = (−1)k
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

k + 1

k + 2
. (65)

I1 (2 k)− = −2

3
δ1k. (66)

I1 (2 k+1)− = (−1)k
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

2 k + 1

2 k − 1
. (67)
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میشود نتیجه (57)؛ در (67) تا (60) و ،(44) تا (41) ِ گذاشتن با

H0 0+ =
1

2
. (68)

H0 0− =
1

2
. (69)

H0 1+ =
1

3
−

∞∑
k=0

[
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

]2
k + 1

k + 2
. (70)

H0 1− = −
∞∑
k=0

[
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

]2
2 k + 1

2 k − 1
. (71)

H1 0+ =

∞∑
k=0

[
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

]2
2 k + 1

2 k − 1
. (72)

H1 0− = −1

3
+

∞∑
k=0

[
(2 k − 1)!!

(2 k + 2)!!

]2
k + 1

k + 2
. (73)

H1 1+ = − 1

12
. (74)

H1 1− = − 1

12
. (75)

ترتیب، این به .(56) یِ رابطه : Hαβ ان هم و است، s از مستقل Hαβ s البته

H0 0 =
1

2
. (76)

H0 1 +H1 0 = 0. (77)

H1 1 = − 1

12
. (78)

میدهد نتیجه که

F̃

π ε◦ a2
=

(B0)
2

2
− (B1)

2

12
. (79)

میدهم: نشان F◦ با را ͳبیرون ِ ی΋نواخت ِ میدان از ͳناش ͳشمال یِ نیم-کره بر وارد یِ نیرو

F◦ = E◦

∫
u>0

(dΩ)σ(θ). (80)

ترتیب، این به

F◦

π ε◦ a2
= ẑ

(2B0 +B1)B1

3
. (81)
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همچنین،

F = F̃ + F◦. (82)

میدهد نتیجه که

F

π ε◦ a2
= ẑ

[
(B0)

2

2
+

2B0 B1

3
+

(B1)
2

4

]
. (83)

میرفت. انتظار که چنان است، (26) ان هم این و

پانوشتها 5
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