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میشود. بررس سهموی ِ مختصات از استفاده با ،[1] کپلر یِ نانسبیت ِ کلاسی یِ مسئله ِ حل

درامد 0

فاصله ِ مجذور ِ س ع با متناسب یِ مرکزی یِ نیرو ی در ذره ی ِ حرکت یِ [1]مسئله کپلر یِ مسئله

است. چنین ذره ِ معادله-یِ-حرکت میشود. بررس نانسبیت یِ مسئله اینجا است.

µ r̈ = −α r

r3
. (1)

α شده. داده نشان Ẋ با (زمان) t به نسبت X ِ مشتق و است r یِ اندازه r است. ذره ِ ان م r و جرم µ

است: L متناظر یِ رانژی لَ است. منف دافعه یِ برا و مثبت جاذبه یِ برا α است. ثابت

L = K − U. (2)

K =
µ ṙ · ṙ

2
. (3)

U = −α

r
. (4)
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است: H هم متناظر یِ همیلتن است. انرژی-یِ-پتانسیل U و جنبش یِ انرژی K

H = K + U. (5)

مینویسند. انه ت و ان م ِ حسب بر را سرعت معمولَن همیلتن در البته

سهموی ِ مختصات 1

سه-بعد) (در سهموی ِ مختصات و ،(ρ, ϕ, z) با را استوانئ ِ مختصات ،(r, θ, ϕ) با را کروی ِ مختصات

میدهم: نشان (ξ, η, ϕ) با را

r = ξ + η. (6)

r cos θ = ξ − η. (7)

z = ξ − η. (8)

ρ = 2
√

ξ η. (9)

ترتیب، این به

K =
µ (ξ + η)

2

(
ξ̇2

ξ
+

η̇2

η

)
+ 2µ ξ η ϕ̇2. (10)

U = − α

ξ + η
. (11)

میشوند. چنین هم متناظر یِ انها ت

Pξ =
µ (ξ + η) ξ̇

ξ
. (12)

Pη =
µ (ξ + η) η̇

η
. (13)

Pϕ = 4µ ξ η ϕ̇. (14)
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اینها، با

K =
ξ P 2

ξ + η P 2
η

2µ (ξ + η)
+

P 2
ϕ

8µ ξ η
. (15)

H =
ξ P 2

ξ + η P 2
η

2µ (ξ + η)
+

P 2
ϕ

8µ ξ η
− α

ξ + η
. (16)

جدا-سازی 2

X یِ پارِئ ِ مشتق .([3] مثلَن ، انی م یِ کتابها از ی (خیل میبرم کار به را [2] همیلتن-یاکُب ِ روش

است. چنین (16) با متناظر [2] همیلتن-یاکُب یِ میدهم.معادله نشان (∂y X) با را y به نسبت

−∂t S =
ξ (∂ξ S)

2 + η (∂η S)
2

2µ (ξ + η)
+

(∂ϕ S)
2

8µ ξ η
− α

ξ + η
. (17)

S یِ برا را نهاده این میشود پس اند. نشده ظاهر آنها، به S یِ بست ِ طریق از جز ،ϕ و t معادله این در

گرفت.

∂t S = −E. (18)

∂ϕ S = C. (19)

میشود نتیجه (19) و (18) از َند. ثابت C و E که

S(t, ξ, η, ϕ, C,D,E) = −E t+ C ϕ+R(ξ, η, C,D,E). (20)

E =
ξ (∂ξ R)2 + η (∂η R)2

2µ (ξ + η)
+

C2

8µ ξ η
− α

ξ + η
(21)

نوشت. چنین میشود را (21) یِ معادله است. ر دی ِ ثابت ی D که

α+D

2
=

ξ (∂ξ R)2

2µ
+

C2

8µ ξ
− E ξ. (22)

α−D

2
=

η (∂η R)2

2µ
+

C2

8µ η
− E η. (23)



کلاسی سهموی، ِ مختصات و کپلر یِ مسئله ۴

گرفت. R یِ برا را نهاده این میشود پس

R(ξ, η, C,D,E) = R1(ξ, C,D,E) +R2(η, C,D,E). (24)

α+D

2
=

ξ (∂ξ R1)
2

2µ
+

C2

8µ ξ
− E ξ. (25)

α−D

2
=

η (∂η R2)
2

2µ
+

C2

8µ η
− E η. (26)

ترتیب، این به

R1(ξ, C,D,E) =

∫ ξ

(d s)

√
2µE +

µ (α+D)

ξ
− C2

4 ξ2
. (27)

R2(η, C,D,E) =

∫ η

(d s)

√
2µE +

µ (α−D)

η
− C2

4 η2
. (28)

S(t, ξ, η, ϕ, C,D,E) = −E t+ C ϕ

+

∫ ξ

(d s)

[
2µE +

µ (α+D)

s
− C2

4 s2

]1/2
+

∫ η

(d s)

[
2µE +

µ (α−D)

s
− C2

4 s2

]1/2
. (29)

َند: ثابت E و D و C به نسبت S یِ مشتقها که است این حرکت یِ معادله ِ جواب

ϕ− ϕ0 =
C

4

{∫ ξ

ξ0

d s

s2

[
2µE +

µ (α+D)

s
− C2

4 s2

]−1/2

+

∫ η

η0

d s

s2

[
2µE +

µ (α−D)

s
− C2

4 s2

]−1/2
}
. (30)

0 =

∫ ξ

ξ0

d s

s

[
2µE +

µ (α+D)

s
− C2

4 s2

]−1/2

−
∫ η

η0

d s

s

[
2µE +

µ (α−D)

s
− C2

4 s2

]−1/2

. (31)

t− t0 = µ

{∫ ξ

ξ0

(d s)

[
2µE +

µ (α+D)

s
− C2

4 s2

]−1/2

+

∫ η

η0

(d s)

[
2µE +

µ (α−D)

s
− C2

4 s2

]−1/2
}
. (32)
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کرد. انتخاب را t0 میشود َند: مستقل تا سه فقط اینها از البته َند. ر دی ی ثابتها (t0, ξ0, η0, ϕ0) که

ان هم روابط اینها اند. ،(ξ, η, ϕ) مختصات، ِ بین ِ روابط (31) و (30) میشوند. ِ-اولیِها مقدار- بقیه

(30) با و است، (ξ, η) یِ برا ای رابطه (31) َند: زمان) به مسیر یِ بست از (جدا مسیر ِ معادلات

واق در میدهد، (ξ, η, ϕ) ِ حسب بر را زمان هم (32) کرد. حساب (ξ, η) ِ حسب بر را ϕ میشود

مختصات یِ بست اصولَن ،(31) و (30) به (32) ِ افزودن با ست. چرخئ ϕ چون ،(ξ, η) ِ حسب بر

میئاید. دست به زمان به

مختصات ِ انتخاب در البته نند. می تعیین اولیه ِ شرایط را اند شده وارد جوابها در که ی شش-ثابت

جمله، از کرد. حذف را ثابتها این از ی بعض میشود آزادی این از استفاده با و هست، آزادی (محورها)

که گرفت چنان را z ِ محور میشود

0 = ξ0 − η0. (33)

0 = ξ̇0 − η̇0. (34)

میشود نتیجه ذارم. می (t = t0) در (32) یِ زمان ِ مشتق در را اینها

D = 0. (35)

میشود نتیجه ذارم. می (31) یِ زمان ِ مشتق در را این

0 =
ξ̇

ξ

(
2µE +

µα

ξ
− C2

4 ξ2

)−1/2

− η̇

η

(
2µE +

µα

η
− C2

4 η2

)−1/2

. (36)

میشود نتیجه (36) و (33) از

0 = ξ − η. (37)

میشوند. چنین (32) و (30) ترتیب، این به

ϕ− ϕ0 =
C

2

∫ ξ

ξ0

d s

s2

(
2µE +

µα

s
− C2

4 s2

)−1/2

. (38)

t− t0 = 2µ

∫ ξ

ξ0

(d s)

(
2µE +

µα

s
− C2

4 s2

)−1/2

. (39)
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یِ بست از (جدا مسیر یِ معادله ان هم یعن است، ،(ξ, ϕ) مختصات، یِ برا یِ رابطه (38) هم، اینجا

میئاید. دست به هم زمان به مسیر یِ بست آن، به (39) ِ افزودن با زمان). به مسیر

یعن (34) و (33) ِ روابط

0 = z0. (40)

0 = ż0. (41)

یعن شد، نتیجه (34) و (33) از که هم، (37) یِ رابطه

0 = z. (42)

اند. (z = 0) یِ صفحه در سرعت و ان م ،(t = t0) در که چنان اند: z ِ محور ِ انتخاب یِ نتیجه اینها

میمانَد. (z = 0) یِ صفحه در حرکت صورت این در

میشود نتیجه (37) و (6) از همچنین،

r = 2 ξ. (43)

میشوند. چنین (39) و (38) ترتیب، این به

ϕ− ϕ0 = C

∫ r

r0

d s

s2

(
2µE +

2µα

s
− C2

s2

)−1/2

. (44)

t− t0 = µ

∫ r

r0

(d s)

(
2µE +

2µα

s
− C2

s2

)−1/2

. (45)

میئایند: دست به ،(z = 0) یِ صفحه در کروی، ِ مختصات با جدا-سازی در که یند ی روابط ان هم اینها

C = µ r2 ϕ̇. (46)

E =
µ ṙ2

2
+

C2

2µ r2
− α

r
. (47)

میشود نتیجه هم (47) در (46) ِ گذاشتن با است. (45) یِ رابطه ان هم (47) یِ رابطه

E =
C2

2µ r4

(
d r

dϕ

)2

+
C2

2µ r2
− α

r
. (48)

است. (44) ان هم که
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