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یِ هر-دˇ یِ ͳکوانتم ِ رفتار ست. ͳفرمیˇن که ال΋ترˇن، و ست؛ ͳبزˇن که دارند، شب΋ه-یِ-بلور جامدها

میشود. ͳبررس ͳگرمای-ِ ظرفیت- و تراکم-پذیری بر رفتارها این ِ اثر میشود. مهم کم یِ دما در اینها

قراردادها 0

میبˆرم: کار به را نمادها این

ν فضا ِ بˇعد

V حجم

Bν Έی ِ شعاع به بˇعدی ν ِ گوی Έی ِ حجم

T دما

Z Έکانُنی ِ ِ-پارش تاب΄-
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Z Έگراند-کانُنی ِ ِ-پارش تاب΄-

z ͳگریزندگ

µ ͳشیمیای ِ پتانسیل

F [1] ه̃لمهˇلتس ِ انرژی-یِ-آزاد

P فشار

KT همدما یِ ͳکپئ-ِ مدول-

ΥV فشار یِ ͳدمای ِ ضریب

CV ثابت ِ حجم در ͳگرمای-ِ ظرفیت-

CP ثابت ِ فشار در ͳگرمای-ِ ظرفیت-

S ͳانترپ

همچنین،

β =
1

kB T
. (1)

z = exp(β µ) (2)

مثلَن) ،[2]) میدهد محاسبه و

Bν =
πν/2

(ν/2)!
. (3)

ست. (ال΋ترˇنها) فرمیˇنها با متناظر X ِ کمیت XF و بلور، با متناظر X ِ کمیت XD

بلور 1

میدهد. چنین را Έکانُنی ِ ِ-پارش تاب΄- ش اَ ساده ِ ش΋ل در بلور، یِ شب΋ه یِ برا [3] دِبِیه ِ مدل

ln ZD

V
= −ν

∫
q<qD

(dν q) ln{1− exp[−β ED(q)]}. (4)
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که،

ED(q) = h s q. (5)

گرفته ی΋سان ͳعرض و ͳطول ِ امواج یِ برا ،[3] دِبِیه ِ مدل یِ ساده ِ ش΋ل در که است، صˇت ِ سرعت s و

نوشت. چنین میشود را (4) یِ معادله شده.

ln ZD

V
= − ν2 Bν

(β h s)ν

∫ xD

0

(dx)xν−1 ln[1− exp(−x)]. (6)

که

xD = β h s qD. (7)

میدهم: نشان N با را (جایΎاهها) ذرات ِ تعداد

N

V
=

∫
q<qD

(dν q). (8)

ترتیب، این به

N

V
= Bν q

ν
D. (9)

یا،

N

V
=

Bν x
ν
D

(β h s)ν
. (10)

است: کم دما گیرم

xD ≫ 1. (11)

میشود (6) یِ معادله

ln ZD

V
=

ν Bν

(β h s)ν

∫ ∞

0

(dx)xν exp(−x)

1− exp(−x)
+O[exp(−xD)]. (12)
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،ͳیعن

ln ZD

V
=

ν (ν!) [ζ(ν + 1)]Bν

(β h s)ν
+O[exp(−xD)]. (13)

است: [4] ریمان یِ ِ-زتا تاب΄- ζ که

ζ(w) =
∞∑
j=1

j−w. (14)

میشود نتیجه (13) از

FD

V
= −ν (ν!) [ζ(ν + 1)]Bν

β (β h s)ν
+O[exp(−xD)]. (15)

هم، این از و

PD =
ν (ν!) [ζ(ν + 1)]Bν

β (β h s)ν
+O[exp(−xD)]. (16)

CV D

V
=

ν2 [(ν + 1)!] [ζ(ν + 1)]Bν

(β h s)ν
kB +O[exp(−xD)]. (17)

میشوند ،(10) از استفاده با که،

V PD

N kB
= ν (ν!) [ζ(ν + 1)]T

(
T

TD

)ν

+O[exp(−xD)]. (18)

CV D

N kB
= ν2 [(ν + 1)!] [ζ(ν + 1)]

(
T

TD

)ν

+O[exp(−xD)]. (19)

شده. تعریف چنین TD که

xD =
TD

T
. (20)

،ͳیعن

kB TD = h s qD. (21)

میشود هم دما-یِ-کم ِ شرط

T ≪ TD. (22)

یافت. [2] در نمادها) ین هم با لزومˆن (نَ میشود را اینها
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ال΋تر̶نها 2

ِ برهم΋نش که رفته کار به تقریب (این بͳ-برهم΋نش یِ ال΋ترˇنها یِ برا Έگراند-کانُنی ِ پارش -ِ تاب΄

است. چنین شده) خنثا تقریبˆن مثبت یِ بارها با ال΋ترˇنها ِ برهم΋نش با هم، با ال΋ترˇنها

lnZF

V
= σ

∫
(dν q) ln{1 + z exp[−β EF(q)]}. (23)

و ست، ͳدرون یِ حالتها ِ تعداد σ که

EF(q) =
h2 q2

2m
. (24)

نوشت. چنین میشود را (23) یِ معادله است. ال΋ترˇن ِ جرم m

lnZF

V
=

σ

λν

1

[(ν/2)− 1]!

∫ ∞

0

(dx)x(ν/2)−1 ln[1 + z exp(−x)]. (25)

ست: ͳگرمای ِ ِ-مˇ; طول- λ که

λ =
h√

2πmkB T
. (26)

نوشت. چنین میشود هم را (25) یِ معادله

lnZF

V
=

σ

λν
f(ν/2)+1(z). (27)

که،

fw =
1

(w− 1)!

∫ ∞

0

(dx)xw−1

1 + z−1 exp(x)
. (28)

میدهم: نشان NF با را ال΋ترˇنها ِ تعداد

NF

V
=

σ

λν
f(ν/2)(z). (29)

یˆند: ͳخال کاملَن آن از بعد و َند پر کاملَن ͳی جا تا ترازها صفر، یِ دما در

NF

V
= σ Bν q

ν
F. (30)
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میدهم: نشان TF با را qF با متناظر یِ دما

kB TF =
h2 q2F
2m

. (31)

است: کم دما گیرم

T ≪ TF. (32)

صورت، این در

z ≫ 1. (33)

fw(z) =
(ln z)w

w!

[
1 +

w (w− 1)π2

6
(ln z)−2 + · · ·

]
+O(z−1). (34)

میشود نتیجه (29) یِ معادله از و

µ = kB TF

[
1− (ν − 2)π2

12

(
T

TF

)2

+ · · ·

]
+O(z−1). (35)

میدهد ،(35) و (29) از استفاده با هم، (27) یِ معادله

lnZF

NF
=

2

ν + 2
(β µ)

[
1 +

ν π2

6

(
T

TF

)2

+ · · ·

]
+O(z−1). (36)

اینجا، از و

V PF

NF kB
=

2

ν + 2
TF

[
1 +

(ν + 2)π2

12

(
T

TF

)2

+ · · ·

]
+O(z−1). (37)

CV F

NF kB
=

ν π2

6

(
T

TF

)
+ · · ·+O(z−1). (38)

یافت. [2] در نمادها) ین هم با لزومˆن (نَ میشود را اینها

ثابت ِ فشار در ͳگرمای-ِ ظرفیت- 3

است: مربوط ثابت) ِ ِ-ذرات تعداد- (در دما به نسبت ͳانترپ ِ مشتق به ͳگرمای ِ ظرفیت

CX = T

(
∂ S

∂ T

)
X

. (39)
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جمله، از

CV = T

(
∂ S

∂ T

)
V

. (40)

CP = T

(
∂ S

∂ T

)
P

. (41)

است. چنین هم ͳانترپ ِ خُد ِ تغییر

dS =

(
∂ S

∂ T

)
V

dT +

(
∂ S

∂ V

)
T

dV. (42)

dS =

(
∂ S

∂ T

)
P

dT +

(
∂ S

∂ P

)
T

dP. (43)

البته،

dP =

(
∂ P

∂ T

)
V

dT +

(
∂ P

∂ V

)
T

dV. (44)

ترتیب، این به

CP = CV − T

(
∂ S

∂ P

)
T

(
∂ P

∂ T

)
V

. (45)

)همچنین،
∂ S

∂ P

)
T

= −
(
∂ V

∂ T

)
P

. (46)(
∂ V

∂ T

)
P

= −
(
∂ V

∂ P

)
T

(
∂ P

∂ T

)
V

. (47)

ترتیب، این به

CP = CV − T

(
∂ V

∂ P

)
T

[(
∂ P

∂ T

)
V

]2
. (48)

نوشت: فشار یِ ͳدمای-ِ ضریب- و ،ͳکپئ-ِ مدول- ِ حسب بر میشود را این

KT = −V

(
∂ P

∂ V

)
T

. (49)

ΥV =

(
∂ P

∂ T

)
V

. (50)

CP = CV +
T V

KT
(ΥV )

2. (51)
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ال΋تر̶ن هم بلور، هم 4

است. چنین ͳگرمای-ِ ظرفیت- و فشار ِ دما-یِ-کم ِ رفتار پس دارند. ال΋ترˇن هم َند، بلور هم جامدها

V P

N kB
= ν (ν!) [ζ(ν + 1)]T

(
T

TD

)ν

+ b TF

[
2

ν + 2
+

π2

6

(
T

TF

)2
]
+ · · · . (52)

CV

N kB
= ν2 [(ν + 1)!] [ζ(ν + 1)]

(
T

TD

)ν

+ b
ν π2

6

(
T

TF

)
+ · · · . (53)

که

b =
NF

N
. (54)

َند: حجم به وابسته TF و TD

TD ∝ V −1/ν . (55)

TF ∝ V −2/ν . (56)

میئاید: دست به همدما یِ ͳکپئ-ِ مدول- ِ دما-یِ-کم ِ رفتار اینجا از

V KT

N kB
=

2 b

ν
TF + · · · . (57)

میشود. چنین هم فشار یِ ͳدمای-ِ ضریب- ِ دما-یِ-کم ِ رفتار

V ΥV

N kB
= ν [(ν + 1)!] [ζ(ν + 1)]

(
T

TD

)ν

+ b
π2

3

(
T

TF

)
+ · · · . (58)

ترتیب، این به

CP − CV

N kB
=

ν

2 b

T

TF

(
V ΥV

N kB

)2

+ · · · . (59)

میدهد نتیجه که

CP − CV

N kB
=



a1

(
T

TF

)3

+ · · ·,
(

T

TF

)
≫

(
T

TB

)ν

a2

(
T

TF

) (
T

TB

)2 ν

+ · · ·,
(

T

TF

)
≪

(
T

TB

)ν

. (60)
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میدهد، رخ ͳی گستره-یِ-دما چه در حالت هر شود معلوم که این یِ برا َند. بͳ-بˇعد ͳی ثابتها a2 و a1

می΋نم: مقایسه هم با را TF و TD

qF =

(
b

σ

)1/ν

qD. (61)

kB TF =

(
b

σ

)2/ν
(kB TD)

2

2ms2
. (62)

یا،

TF =
T 2
D

T◦
. (63)

که،

kB T◦ =

(
b

σ

)2/ν

(2mc2)
(s
c

)2

. (64)

ترتیب، این به

(
T

TF

) (
T

TD

)−ν

=
T◦ T

ν−2
D

T ν−1
. (65)

میشود دیده

(kB T◦) (kB TD)
ν−2 =

(
b

σ

)2/ν

(2mc2) (h c qD)
ν−2

(s
c

)ν

. (66)

است؛ 2 با برابر σ و باشد، هم بیشتر) ی کم (یا 100 تا است مم΋ن b یˆند؛ سه-بˇعدی ͳمعمول یِ جامدها

جامدها در صˇت ِ سرعت است؛ نانُ-متر ِ دهم چند یِ مرتبه از بلور، در هم از مجاور یِ جایΎاهها یِ فاصله



ͳکپئ-ِ مدول- و ،ͳگرمای-ِ ظرفیت- فشار، کم: یِ دما در جامدها ١٠

میشوند. چنین (ͳمرتبه-یِ-بزرگ نیم ِ حد (در عددها است. ثانیه بر متر هزار چند یِ گستره در هم

kB = 10−4 eVK−1 (67)

h c qD = 103.5 eV. (68)

2mc2 = 106 eV. (69)

(s/c) = 105+γ1 . (70)

(b/σ)2/3 = 100.5+γ2 . (71)

TD = 102.5+γ1 K. (72)

T◦ = 100.5+2 γ1+γ2 K. (73)

T◦ TD = 103+3 γ1+γ2 K2. (74)

ی برا پس باشد. 0.5 و −0.5 ِ بین است مم΋ن و دارند، ͳΎبست ماده به γ2 و γ1 ِ بͳ-بˇعد یِ پارامترها

،ͳمعمول یِ )جامدها
T

TF

) (
T

TD

)−3

= 103+3 γ1+γ2

(
T

K

)−2

. (75)

آن در که هست دما-یِ-کم یِ گستره Έی (γ2 و γ1 ِ در-نظر-گرفتن ِ (بدون ͳمیان یِ مقدارها با

است: Έکوچ (T/TD)(
T

K

)
∈ (0, 102.5) ⇒(

T

TD

)
< 1. (76)

دارد: بخش دˇ گستره این ِ )خُد
T

K

)
∈ (0, 101.5) ⇒(

T

TF

)
>

(
T

TD

)3

. (77)(
T

K

)
∈ (101.5, 102.5) ⇒(

T

TF

)
<

(
T

TD

)3

. (78)
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ترتیب، این به

CP − CV

N kB
=



a1

(
T

TF

)3

+ · · ·,
(
T

K

)
∈ (0, 101.5)

a2

(
T

TF

) (
T

TB

)6

+ · · ·,
(
T

K

)
∈ (101.5, 102.5)

(79)
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