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شمارش و ،ͳمغناطیس یِ چندقطبیها

mamwad@mailaps.org � ͳخرم محمد

یِ مئلف̃ه-یِ-مستقلها ِ تعداد میشوند. تعریف ͳدِکَرت ِ مختصات ِ اساس بر ͳمغناطیس یِ چندقطبیها

میئاید. دست به ͳچندقطب یِ رتبه و فضا ِ بˇعد ِ حسب بر اینها،

ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب ِ بسط 1

میرود. کار به هم اینجا [1] یِ نماد-گذاریها و هست [1] یِ ادامه در این

میشود. چنین جای-گزیده یِ ایستا ِ ِ-جریان تُزی΄- Έی یِ برا ͳمغناطیس یِ برداری ِ پتانسیل

A(r) =

∫
(dV ′) [G(r − r′)]J(r′). (1)

تاب΄- هم G است. ِ-حجم عنصر- (dV ) و م΋ان، r چΎالͳ-یِ-جریان، J برداری، ِ پتانسیل A

بسط r′ یِ ͳدِکَرت ِ مختصات ِ حسب بر را [G(r − r′)] ِ-جریان، تُزی΄- از دور است. [2] ِ-گرین

میدهم:

G(r, r′) =

∞∑
ℓ=0

[G(ℓ) i1···il(r)] r
′i1 · · · r′iℓ . (2)
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است: مربوط G ِ ُم ℓ ِ مشتق به G(ℓ) که

G(ℓ) i1···iℓ =
(−1)l ∂i1 · · · ∂iℓ G

ℓ!
. (3)

میشود نتیجه (2) و (1) از است. i یِ ͳدِکَرت یِ مختصه به نسبت مشتق-گیری ∂i و

Aj(r) =

∞∑
l=0

˜̃M(ℓ)
j i1···iℓ G(ℓ) i1···iℓ(r). (4)

که،

˜̃M(ℓ)
j i1···iℓ =

∫
(dV ) [Jj(r)] ri1 · · · riℓ . (5)

ِ شاخص j به ، ˜̃M(ℓ)
j i1···iℓ در میΎویم. ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب ˜̃M(ℓ) به

به نسبت ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب که است رˇشن میΎویم. ُم a ِ شاخص ia به و صفرم

است. متقارن ش َ نا-صفرم یِ شاخصها

جمله از است، بزرگ (r ِ بردار ِ (طول r که ͳی جا شده، نوشته ِ-بار تُزی΄- از دور یِ برا (2) ِ بسط

نیست: صفر r

r ̸= 0. (6)

میΎیرم. برقرار را (6) پس این از

میئاورˆد: بر را [3] لَپلَس یِ معادله مبدئ) در (جز گرین ِ تاب΄

δi j (∂i ∂j G)(r) = 0. (7)

میروند: بالا-و-پایین آن با شاخصها و است، [4] کْرˇن΋̃̃ر یِ دلتا δ که

Xi = δi j X
j . (8)

Xi = δj i Xj . (9)

میشود نتیجه (7) و (3) از

δia ib G(ℓ) i1···ia···ib···iℓ = 0. (10)
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پیش-پیش-چندقطبͳ-یِ- به میشود که این نتیجه است. صفر ش َ دˇ-شاخص هر بر G(ℓ) ِ رد ͳیعن این

متناسب δ با نیستند صفرم ِ شاخص کدام Ϳهی که ش یˆ شاخصها از تا دˇ در که افزود ی چیز ͳمغناطیس

نباشد، صفر ℓ اگر میشود دیده همچنین، نمیشود. عوض برداری ِ پتانسیل کار این با است:

δj i1 G(ℓ) i1···iℓ(r) = ∂j

[
(−1)l ∂i2 · · · ∂iℓ G

ℓ!

]
. (11)

برقرار هم اول ِ شاخص یِ جا به دیΎر ِ نا-صفرم ِ شاخص هر یِ برا این یِ مانسته که است رˇشن و

تا دˇ در که شود افزوده ی چیز ناصفر یِ رتبه با ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب به اگر پس است.

ِ گرادیان برداری ِ پتانسیل به باشد، متناسب δ با است صفرم ِ شاخص آنها از یΈی که ش یˆ شاخصها از

پیش- به میشود پس نمیشود. عوض ͳمغناطیس ِ میدان کار، این با میشود. اصافه اس΋الر ِ میدان Έی

δ با ی) دˇ-شاخص (هر ش یˆ شاخصها از تا دˇ در که افزود ی چیز ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-چندقطب

باشد. متناسب

میشود دیده سرانجام،

0 =

∫
(dV )

∂ {[Jk(r)] ri1 · · · riℓ rj}
∂ rk

. (12)

به را حجم بر انتΎرال میشود پس ست، برداری ِ میدان Έی ِ دیورژانس انتΎرالده که میئاید آنجا از این

چشمه چون و کرد. تبدیل ناحیه-یِ-انتΎرال-گیری-به-بینهایت-دور ِ حد در ΀سط بر انتΎرال Έی

ست، ایستا چشمه چون همچنین، میشود. صفر انتΎرال این است، جای-گزیده (چΎالͳ-یِ-جریان)

∂k J
k = 0. (13)

میشود نتیجه (13) و (12) از

0 = ˜̃M(ℓ)
j i1···iℓ +

ℓ∑
a=1

˜̃M(ℓ)
ia i1···ia−1 j ia+1···iℓ . (14)

میشود نتیجه (14) از است. صفر ˜̃M(ℓ) ِ کاملَن-متقارن ِ بخش ͳیعن این

˜̃M(ℓ) = M̃(ℓ). (15)
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که،

(ℓ+ 1)M̃(ℓ)
j i1···iℓ = ℓ ˜̃M(ℓ)

j i1···iℓ −
ℓ∑

a=1

˜̃M(ℓ)
ia i1···ia−1 j ia+1···iℓ . (16)

-ͳپیش-چند-قطب میشود دیده جمله از میΎویم. ℓ یِ رتبه از ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-چندقطب M̃(ℓ) به

است: صفر صفر یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس

M̃(0) = 0. (17)

یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-چندقطب ِ بͳ-رد ِ بخش را ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب

تعریف چنین را آن و میدهم نشان M(ℓ) با را ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب می΋نم. تعریف ℓ

می΋نم.

M(ℓ) = S

[ℓ/2]∑
a=0

ca 1⊗ δ⊗a ⊗ M̃(ℓ,a) + da δ
⊗a ⊗ Ñ(ℓ,a)

 . (18)

ست: ͳهمان 1 نیست. بزرگتر x از که ی ΀صحی-ِ عدد- بزرگترین است: x ِ ΀صحی-ِ بخش- [x]

1i
j = δij . (19)

همچنین،

M̃(ℓ,a)
i0 i1···il−2 a = M̃(ℓ)

i0 j1···ja
j1···ja

i1···iℓ−2 a . (20)

Ñ(ℓ,a)
i1···il−2 a+1 = M̃(ℓ)

j1···ja
j1···ja

i1···il−2 a+1 . (21)

ست: تانسˇری ِ ضرب ⊗

(X⊗Y)AB = XA YB. (22)

است: ناصفرم یِ شاخصها بر متقارن-گر S

(SX)i0 i1···iℓ =
1

ℓ!

∑
σ

Xi0 iσ(1)···iσ(ℓ) . (23)
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تعیین چنین که یˆند ͳی daثابتها و ها ca ست. ͳتای ℓ یِ جایΎشتها یِ همه یِ رو جم΄-بندی ،(23) در و

باشد: صفر ش َ هر-دˇ-شاخص بر M(ℓ) ِ رد که میشوند

δia ib M(ℓ)
i1···ia···ib···iℓ = 0. (24)

دوم، و اول ِ شاخص بر رد ست ͳکاف است، متقارن ش َ ناصفرم یِ شاخصها به نسبت M(ℓ) چون البته

باشد: صفر اول و صفرم ُ شاخص بر رد و

M(ℓ)
i0 j

j
i3···iℓ = 0. (25)

M(ℓ)
j
j
i2···iℓ = 0. (26)

مئلفه-یِ-مستقلها ِ تعداد 2

در-نظر- ِ بدون ،ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد
˜̃B(n,ℓ) با را است، صفر ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب ِ کاملَن-متقارن ِ بخش که قید این ِ گرفتن

است، (ℓ+ 1) یِ رتبه از تانسˇر Έی ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-پیش-چندقطب میدهم. نشان

با را ℓ یِ رتبه از متقارن ِ تانسˇر Έی در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد است. متقارن ش َ شاخص ℓ در که

فقط به مئلفه هر ِ مقدار ،ℓ یِ رتبه از ِ متقارن ِ تانسˇر Έی در آمده، [1] در که چنان میدهم. نشان Ẽ(n,ℓ)

که دارد، ͳΎبست ν

ν = [ν(1), · · · ν(n)]. (27)

البته و اند، i با برابر که ست ͳی شاخصها ِ تعداد ν(i) ست، فضا ِ بˇعد n که

n∑
i=1

ν(i) = ℓ. (28)
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از ͳی آرایشها یِ برا مم΋ن یِ حالتها با ،ν یِ برا مم΋ن یِ حالتها ِ بین هست Έبه-ی-Έی ِ تناظر Έی

Έی بعد دایره، ν(2) بعد خط، Έی بعد دایره ν(1) میشود ν با متناظر ِ آرایش : خط (n− 1) و دایره ℓ

خط (n − 1) و دایره ℓ این یِ برا مم΋ن یِ آرایشها ِ تعداد دایره. ν(n) بعد خط، Έی بعد ،... خط،

یِ پارامترها ِ تعداد پس است. مم΋ن یِ جا (ℓ+ n− 1) از خطها) یِ (جا جا (n− 1) ِ انتخاب هم

میشود: (ℓ+ n− 1) از (n− 1) ِ انتخاب ان هم ℓ یِ رتبه از متقارن ِ تانسˇر Έی در مستقل

Ẽ(n,ℓ) =

(
ℓ+ n− 1

n− 1

)
. (29)

پس،

˜̃B(n,ℓ) = n Ẽ(n,ℓ). (30)

،ͳیعن

˜̃B(n,ℓ) = n

(
ℓ+ n− 1

n− 1

)
. (31)

میدهم. نشان B̃(n,ℓ) با را ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-چندقطب در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد

ش شاخصَ ℓ در که است، (ℓ+1) یِ رتبه از یΈتانسˇر هم ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳپیش-چندقطب

یِ پارامترها ِ تعداد میشود B̃(n,ℓ) پس است. شصفر َ کاملَن-متقارن ِ بخش که قید این با اما است، متقارن

ͳاول قیدها. ِ تعداد یِ منها است، متقارن ش َ شاخص ℓ در که (ℓ+ 1) یِ رتبه از تانسˇر Έی در مستقل

(ℓ+1) یِ رتبه از ِ کاملَن-متقارن ِ تانسˇر Έی در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد هم ͳدوم است. ˜̃B(n,ℓ) ان هم

ترتیب، این به است.

B̃(n,ℓ) = n Ẽ(n,ℓ) − Ẽ(n,ℓ+1). (32)

،ͳیعن

B̃(n,ℓ) = n

(
ℓ+ n− 1

n− 1

)
−

(
ℓ+ n

n− 1

)
. (33)
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-ͳچندقطب میدهم. B(n,ℓ)نشان با را ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد

و است متقارن ش َ شاخص ℓ در که است، (ℓ+1) یِ رتبه از تانسˇر Έی هم ℓ یِ رتبه از یِ ͳیِ-مغناطیس

است، صفر دوم و اول ِ شاخص بر آن ِ رد که این قید: دسته دˇ با اما است، صفر ش َ کاملَن-متقارن ِ بخش

ِ شاخص بر ℓ یِ رتبه از ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب ِ رد است. صفر اول و صفرم یِ شاخصها بر آن ِ رد و

ِ بخش و است، متقارن ش َ شاخص (ℓ − 2) در که است، (ℓ − 1) یِ رتبه از تانسˇر Έی دوم و اول

برابر دوم و اول ِ شاخص بر رد ِ صفر-شدن با متناظر یِ قیدها ِ تعداد پس است. صفر ش َ کاملَن-متقارن

متقارن ش َ شاخص (ℓ− 2) در که میشود (ℓ− 1) یِ رتبه از تانسˇر Έی در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد با

چندقطبͳ-یِ- ِ رد است. B̃(n,ℓ−2) ان هم تعداد این است. صفر ش َ کاملَن-متقارن ِ بخش و است،

ِ تعداد پس میشود. (ℓ− 1) یِ رتبه از متقارن ِ تانسˇر Έی اول و صفرم ِ شاخص بر ℓ یِ رتبه از ͳمغناطیس

Έی در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد با برابر اول و صفرم ِ شاخص بر رد ِ صفر-شدن با متناظر یِ قیدها

میشود. (ℓ− 1) یِ رتبه از ِ متقارن ِ تانسˇر

سوم و دوم یِ شاخصها بر رد میشود نتیجه اول یِ دسته از نیستند: هم از مستقل قید دˇ-دسته این اما

ِ تعداد پس است. دوم یِ دسته از ی بخش نتیجه این و است. صفر اول و صفرم یِ شاخصها بر بعد و

مشترک. یِ قیدها ِ تعداد یِ منها دسته، هر با متناظر یِ قیدها ِ تعداد ِ جم΄ با است برابر مستقل یِ قیدها

اول و صفرم یِ شاخصها بر بعد و سوم و دوم یِ شاخصها بر ،ℓ یِ رتبه از ͳیِ-مغناطیس-ͳچندقطب ِ رد

و سوم و دوم رد ِ صفر-شدن با متناظر یِ قیدها ِ تعداد پس است. (ℓ− 3) یِ رتبه از متقارن ِ تانسˇر Έی

(ℓ− 3) یِ رتبه از ِ متقارن ِ تانسˇر Έی در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد با برابر اول و صفرم ِ شاخص بر بعد

که این نتیجه است.

B(n,ℓ)
g
= B̃(n,ℓ) − B̃(n,ℓ−2) − Ẽ(n,ℓ−1) + Ẽ(n,ℓ−3). (34)

یِ حالتها اینجا .ͳنُع یِ حالتها در َند، برابر هم با علامت این ِ دˇ-طرف ͳیعن که است این g
= از َم منظور

با َند متناظر ͳنُع

n+ ℓ > 3. (35)
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نتیجه (34) و (32) و (29) از کرد. حساب جداگانه باید را قیدها ِ تعداد نشود، براورده (35) اگر

میشود

B(n,ℓ)
g
= n

[(
ℓ+ n− 1

n− 1

)
−
(
ℓ+ n− 3

n− 1

)]
−
(
ℓ+ n

n− 1

)
+

(
ℓ+ n− 4

n− 1

)
. (36)

یˆند. اینها (36) ِ خاص ِ حالت چند و ͳنانُع یِ حالتها

B(1,ℓ) = 0. (37)

B(2,ℓ) = 0. (38)

B(3,ℓ) = 1 + 2 ℓ− δ0ℓ . (39)

B(4,ℓ) = 2 ℓ (2 + ℓ)2. (40)

می΋نم: تعریف [1] ِ مثل را E

E(n,ℓ)
g
= Ẽ(n,ℓ) − Ẽ(n,ℓ−2). (41)

فضا ِ بˇعد ی (وقت است ℓ یِ رتبه از یِ ͳ΋تری΋یِ-ال-ͳچندقطب در مستقل یِ پارامترها ِ تعداد E(n,ℓ)

میشود نتیجه است). n

B(n,ℓ)
g
= nE(n,ℓ) − E(n,ℓ+1) − E(n,ℓ−1). (42)
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[2] Green

[3] Laplace

[4] Kronecker


