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ذرات، ِ تعداد یِ رابطه میشود. ͳبررس رˇزنه Έی از ͳنسبیت یِ ͳاتم-Έت ِ کامل ِ گاز Έی ِ خروج

میشوند. مطالعه زمان با و یΈ-دیΎر با دما، و انرژی-بر-ذره،

درامد 0

میدهم. نشان z با را |z| و ،p با را ت΋انه میبˆرم. کار به را [2] یِ نمادها است. [2] و [1] یِ ادامه در این

که هست Xp Έی است، ت΋انه از ی تاب΄ که X هر با متناظر

X = Xp(p). (1)

که چنان می΋نم، تعریف ت΋انه از ی تاب΄ را (تندی) α ِ پارامتر

p = cm sinh[αp(p)]. (2)



II ͳنسبیت ِ کامل یِ گازها ِ Έسینتی ٢

ξ فقط ِ تاب΄ [Xp(ξ)] ͳیعن این است. ت΋انه یِ اندازه فقط از ی تاب΄ X گیرم است. ذره ِ جرم m که

می΋نم. تعریف چنین را Xα صورت این در است.

X = Xα(α). (3)

با متناظر یِ ͳالΎچ ρp و ت΋انه، با متناظر یِ ͳالΎچ ρp میدهم. نشان ρz با را z با متناظر یِ ͳالΎچ

و میئاید. دست به (p = ξ) یِ مجموعه بر [ρp(ξ)] از انتΎرال-گیری با [ρp(ξ)] است. ت΋انه یِ اندازه

باشد، ξ فقط ِ تاب΄ [ρp(ξ)] اگر

ρp(ξ) = 4π ξ2 ρp(ξ). (4)

است: ρα هم تندی با متناظر یِ ͳالΎچ

[ρα(λ)] dλ = [ρp(ξ)] d ξ. (5)

که،

ξ = cm sinhλ. (6)

ترتیب، این به

ρα(λ) = cm (coshλ) ρp(cm sinhλ) (7)

باشد، ξ فقط ِ تاب΄ [ρp(ξ)] اگر و

ρα(λ) = 4π (cm)3 (coshλ) (sinh2 λ) ρp(ξ̂ cm sinhλ). (8)

است. ی΋ه ِ بردار Έی ξ̂ که

است، ت΋انه از ی تاب΄ X ی وقت میدهم. نشان ⟨X⟩ با را X یِ ͳچشمداشت ِ مقدار

⟨X⟩ =
∫

d3 ξ [ρp(ξ)]Xp(ξ). (9)

باشد، ت΋انه یِ اندازه فقط ِ تاب΄ X اگر و

⟨X⟩ =
∫

dλ [ρα(λ)]Xα(λ). (10)
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دما و انرژی، ذرات، ِ تعداد 1

ای رˇزنه ظرف است. V ِ حجم به ی ظرف در که می΋نم ͳبررس را (ͳناکوانتم) Έکلاسی ِ کامل ِ یΈگاز

همیشه میشود که است Έکوچ چنان رˇزنه اما میرود، بیرون آن از گاز که دارد، A ِ مساحت به Έکوچ

را ِ-ظرف درون- ِ گاز ِ ذرات ِ تعداد گرفت. T یِ دما در تعادل در ی گاز ِ مثل را ظرف ِ درون ِ گاز

u و T و N البته است. میدهم. نشان u با را ظرف ِ درون ِ گاز یِ انرژی-بر-ذره (ِ (میانΎین و ،N با

است. چنین N ِ تحول یِ معادله شده. ͳبررس [1] جمله) (از در T و u و N ِ تحول َند. زمان ِ تاب΄

dN

d t
= −A

V

⟨v⟩
4

N. (11)

میئاید. دست به اینجا از هم u ِ تحول یِ معادله است. سرعت v و است زمان t که

d (N u)

d t
=

dN

d t
uo. (12)

میشود نتیجه (12) از میرود. بیرون دارد که ست ی گاز یِ برا X ِ کمیت ان هم Xo که

du

d t
=

1

N

dN

d t
(uo − u). (13)

،(11) از استفاده با و،

du

d t
= −A

V

⟨v⟩
4

(uo − u). (14)

دماست: ِ تحول یِ برا معادله Έی (14) پس یˆند. دما ِ تاب΄ ⟨v⟩ و uo و u

du

dT

dT

d t
= −A

V

⟨v⟩
4

(uo − u). (15)

نوشت: x ِ حسب بر را این میشود البته

x = c2 mβ. (16)

که،

β =
1

kB T
. (17)
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میشود. چنین x یِ برا تحول یِ معادله و

ẋ = −A

V

⟨v⟩
4

uo − u

u′ . (18)

است. x به نسبته X ِ مشتق X′ و زمان، به نسبت X ِ مشتق Ẋ که

می΋نم. تعریف چنین را w و γ و σ ِ بͳ-بˇعد یِ کمیتها و τ ست. ͳجداشدن (18) یِ معادله

τ =
4V

cA
. (19)

σ =
t

τ
. (20)

γ =
u

c2 m
. (21)

w =
⟨v⟩
c
. (22)

مینویسم. چنین را (18) یِ معادله و

dσ = − γ′ dx

(γo − γ)w
. (23)

میشود معادله این ِ جواب

σ = F (x)− F (x0). (24)

و است؛ ،(t = 0) ابتدا، در X ِ مقدار X0 که

F ′ = − γ′

(γo − γ)w
. (25)

زمان ِ حسب بر x آن، ِ وارون-کردن با میدهد. x ِ حسب بر را بͳ-بˇعد-شده) ِ ) زمان (24) یِ معادله

میئاید: دست به

x = F−1[F (x0) + σ]. (26)

میشود. چنین هم (11) یِ معادله

dN

N
= −w dσ. (27)
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،(23) از استفاده با یا،

dN

N
=

γ′ dx

γo − γ
. (28)

میدهد نتیجه که

ln
N

N0
= G(x)−G(x0). (29)

که،

G′ =
γ′

γo − γ
. (30)

ترتیب، این به اند. x ِ تاب΄ هم w و γ میدهند. x ِ حسب بر را N و σ ترتیب، به ،(29) و (24) ِ روابط

و σ یِ متغیرها از دˇ-تا هر یِ رابطه (x ِ حذف با (احتمالَن و َند، معلوم x ِ حسب بر w و γ و N و σ

میئاید. دست به هم با w و γ و x و N

سرعت انرژی-بر-ذره، 2

پس، است. (بͳ-ساختار) ͳاتم-Έت گاز میدهم. نشان h با را ذره یِ انرژی

h = c2 m coshα. (31)

ظرف، ِ درون ِ گاز یِ برا

ρα(λ) = Nα (coshλ) (sinh2 λ) exp(−x coshλ). (32)

میشود چنین γ و است. بهنجارش ِ ثابت Έی Nα که

γ = −Z ′
α

Zα
. (33)

که،

Zα =

∫ ∞

0

dλ (coshλ) (sinh2 λ) exp(−x coshλ). (34)
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که است، متناسب v با گاز ِ خروج ِ Ίآهن

v = c tanhα. (35)

میرود، بیرون دارد که ی گاز یِ برا پس

ρα o(λ) ∝ (c tanhλ) ρα(λ). (36)

،ͳیعن که

ρα o(λ) = Nα o (sinh
3 λ) exp(−x coshλ). (37)

میشود چنین γo و است. بهنجارش ِ ثابت Έی Nα o که

γo = −Z ′
α o

Zα o
. (38)

که،

Zα o =

∫ ∞

0

dλ (sinh3 λ) exp(−x coshλ). (39)

میشود نتیجه ،(39) و (34) یِ تعریفها با همراه ،(35) و (32) از سرانجام،

w =
Zα o

Zα
. (40)

تعریف چنین Sn که نوشت، ش َ مشتق و Sn ِ حسب بر میشود را Zα o و Zα آمده، [2] در که چنان

میشود.

Sn(x) =

∫ ∞

0

dλ (sinhn λ) exp(−x coshλ). (41)

میشود دیده ،[3] از استفاده با مثلَن و،

Sn(x) =
1√
π

(
2

x

)n/2

Γ

(
n+ 1

2

)
Kn/2(x). (42)
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ترتیب، این به است. ν یِ مرتبه از دوم ِ نُ΄ ِ دگرگون ِ [4] بِس̃ل ِ تاب΄ Kν که

Zα = x−2 K1(x)− x−1 K′
1(x). (43)

γ =
(x2 + 3)K1(x)− 3xK′

1(x)

xK1(x)− x2 K ′
1(x)

. (44)

Zα o =

√
8

π
x−3/2 K3/2(x). (45)

،ͳیعن که

Zα o = 2 (x−2 + x−3) exp(−x). (46)

همچنین،

γo =
x2 + 3x+ 3

x2 + x
. (47)

w =
2 (x+ 1) exp(−x)

xK1(x)− x2 K′
1(x)

. (48)

(ͳفرانسیبیت) دما-یِ-زیاد ِ حد (x ≪ 1) ِ حد و ،(ͳنانسبیت) دما-یِ-کم ِ حد (x ≫ 1) ِ حد

میشود. نتیجه چنین ،x ِ Έکوچ و بزرگ یِ مقدارها یِ برا [Kν(x)] ِ رفتار از استفاده با است.

:ͳنانسبیت ِ حد

γ = 1 +
3

2x
+ · · · , x ≫ 1. (49)

γo = 1 +
2

x
+ · · · , x ≫ 1. (50)

w =

√
8

π x
+

√
49

8π x3
+ · · · , x ≫ 1. (51)

:ͳفرانسبیت ِ حد

γ =
3

x
+

x

2
+ · · · , x ≪ 1. (52)

γo =
3

x
+ x+ · · · , x ≪ 1. (53)

w = 1− x2

4
+ · · · , x ≪ 1. (54)
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ترتیب، این به

:ͳنانسبیت ِ حد

F ′ =

√
9π

8x
+ · · · , x ≫ 1. (55)

F =

√
9π x

2
+ · · · , x ≫ 1. (56)

G′ = − 3

x
+ · · · , x ≫ 1. (57)

G = −3 lnx+ · · · , x ≫ 1. (58)

σ =

√
9π x

2
−
√

9π x0

2
+ · · · , x ≫ 1. (59)

x

x0
=

(
1 +

√
2

9π x0
σ

)2

+ · · · , x ≫ 1. (60)

N

N0
=

(
x

x0

)−3

+ · · · , x ≫ 1. (61)

N

N0
=

(
1 +

√
2

9π x0
σ

)−6

+ · · · , x ≫ 1. (62)

:ͳفرانسبیت ِ حد

F ′ =
6

x3
+ · · · , x ≪ 1. (63)

F = − 3

x2
+ · · · , x ≪ 1. (64)

G′ = − 6

x3
+ · · · , x ≪ 1. (65)

G =
3

x2
+ · · · , x ≪ 1. (66)

σ = − 3

x2
+

3

x2
0

+ · · · , x ≪ 1. (67)

x

x0
=

(
1− x2

0 σ

3

)−1/2

+ · · · , x ≪ 1. (68)

N

N0
= exp

(
3

x2
− 3

x2
0

)
+ · · · , x ≪ 1. (69)

N

N0
= exp(−σ) + · · · , x ≪ 1. (70)
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است. x−1 و x ترتیب، به ، ِ حسب بر F ِ نمودار 2 و 1 یِ ش΋لها

F (x)− F (1)

x

5

−100

x ِ حسب بر [F (x)− F (1)] :1 ِ ش΋ل

F (x)− F (1)

x−1

5

−100

x−1 ِ حسب بر [F (x)− F (1)] :2 ِ ش΋ل
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است. x−1 و x ترتیب، به ، ِ حسب بر G ِ نمودار 4 و 3 یِ ش΋لها

G(x)−G(1)

x

5

100

x ِ حسب بر [G(x)−G(1)] :3 ِ ش΋ل

G(x)−G(1)

x−1

5

100

x−1 ِ حسب بر [G(x)−G(1)] :4 ِ ش΋ل



١١ � X1-162 (2022/02/19) ͳخرم محمد

پانوشتها 3

X1-033 (2005/09/03) ریز» یِ رˇزنه Έی از گاز ِ «نفوذ خرمͳ؛ محمد [1]

X1-160 (2021/11/26) «I ͳنسبیت ِ کامل یِ گازها ِ Έسینتی» خرمͳ؛ محمد [2]

[3] I. S. Gradsgteyn & I. M. Ryzhik; “Table of integrals, series, and products”

7th edition (Academic Press, 2007) section 3.387

[4] Bessel


