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میئاید. دست به بیشین-متقارن یِ فضاها ِ متری

بیشین-متقارن یِ فضاها یِ تقارنها 1

یِ برداری ِ میدان ویند می یرم. می نظر در را [1] لوی-چیویتا ِ هموستار Mبا یِ ِ-ریمان شبه- یِ خمینه

ِ شارش ِ تحت (g) متری اگر است)، [2] کیلین ِ میدان (ی است متری ِ تقارن ی ِ مولد ξ

ند: ن تغییر میدان این

{∂α[fl(t ξ)]µ} {∂β [fl(t ξ)]ν} {gµ ν ◦ [fl(t ξ)]} = gαβ . (1)

ویژِگیها این با خمینه به خمینه از ی تاب است، t یِ اندازه به ξ یِ برداری ِ میدان ِ شارش fl(t ξ)

D{[fl(� ξ)](x)} = {ξ ◦ [fl(� ξ)]}(x). (2)

[fl(0 ξ)](x) = x. (3)
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میشود (1) یِ برقراری ِ شرط ست. یری مشتق D

ξµ ∂µgαβ + gµβ ∂αξ
µ + gαµ ∂βξ

µ = 0, (4)

�� یا

∂αξβ + ∂βξα − 2Γµ
αβ ξµ = 0, (5)

�� میشود اَش بسته که

(∇ξ)αβ + (∇ξ)β α = 0. (6)

است. وابسته متری به طریق این از که است، [1] لوی-چیویتا ِ هموستار Γ و ست هموردا ِ مشتق ∇

Γµ
αβ =

1

2
gν µ (∂αgν β + ∂βgν α − ∂νgαβ). (7)

شده. انجام مختصات یِ پایه ی در محاسبات و میروند، ُ-بالا پایین- متری با شاخصها

ژىدزی هر جمله از ، متری ِ تقارن ی ویند. می هم فضا ِ تقارن یا ایزمتری متری ِ تقارن به

ند. می تبدیل ژىدزی ی به را

نم: می جابِجا دری را شاخصها و یرم می مشتق (6) از

(∇∇ξ)γ αβ + (∇∇ξ)γ β α = 0. (8)

(∇∇ξ)αβ γ + (∇∇ξ)αγ β = 0. (9)

(∇∇ξ)β γ α + (∇∇ξ)β α γ = 0. (10)

نم: می کم سوم و دوم یِ برابریها ِ مجموع از را اول یِ برابری

2 (∇∇ξ)αβ γ = [(∇∇ξ)γ αβ − (∇∇ξ)αγ β ] + [(∇∇ξ)γ β α − (∇∇ξ)β γ α]

+ [(∇∇ξ)αβ γ − (∇∇ξ)β α γ ]. (11)

در که ست ی مختصات از استفاده راست، ِ طرف یِ کروشها از ی هر یِ محاسبه یِ ساده ِ راه ی
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نقطه، آن در و مختصات این با نند. می صفر را [1] لوی-چیویتا ِ هموستار یِ مئلفها نقطه ی

[(∇∇ξ)αβ γ − (∇∇ξ)β α γ ] = ∂α∂βξγ − (∂αΓ
µ
β γ) ξµ − ∂β∂αξγ + (∂βΓ

µ
αγ) ξµ,

= (∂βΓ
µ
αγ − ∂αΓ

µ
β γ) ξµ. (12)

ضمنَن نقطه، آن در و مختصات این با

∂βΓ
µ
αγ − ∂αΓ

µ
β γ = Rµ

γ β α, (13)

نقطه، آن در و مختصات این با ترتیب، این به است. [3] ریمان ِ تانسر R که

[(∇∇ξ)αβ γ − (∇∇ξ)β α γ ] = Rµ
γ β α ξµ. (14)

برابری، این پس اند. شده نوشته پایه از مستقل ی تانسرها یِ مئلفها ِ حسب بر برابری این ِ د-طرف

و این از استفاده با است. درست (پایه) مختصات از مستقل آمد دست به خاص ی مختصات با چند هر

میشود نتیجه (11)

2 (∇∇ξ)αβ γ = (Rµ
β αγ +Rµ

αβ γ +Rµ
γ β α) ξµ, (15)

[4] بیان ِ اول ِ اتحاد با که

Rµ
β αγ +Rµ

γ β α = Rµ
αβ γ , (16)

میدهد نتیجه

(∇∇ξ)αβ γ = Rµ
αβ γ ξµ. (17)

ِ اول ِ مشتق و ξ ِ معلوم-بودن با است. ξ یِ برا د یِ مرتبه ِ دیفرانسیل ِ معادلات ِ اه دست ی این

به و میشوند مشخص نقطه آن در ξ یِ بعدی یِ مشتقها یِ همه اولیه)، ِ شرط یِ (مانسته نقطه ی در آن

ای ِ-اولیه شرط- هر یِ برا اه دست این که نیست چنین البته میشود. مشخص ξ �الاصول عل ترتیب، این

فقط ِ-اولیه، شرط- در اول ِ مشتق از پس، براورد. را (6) باید ِ-اولیه شرط- جمله از باشد. داشته جواب
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ند نمی تضمین هم براورد را (6) اولیه ِ شرط که این البته مشخصشود. باید که است پادمتقارن ِ بخش

ِ تعداد یِ اندازه به (17) یِ جوابها ِ مستقل یِ پارامترها ِ تعداد باشد. داشته جواب (17) ِ اه دست

ِ-بالا دست- تعداد این دارد. جواب (17) یِشان ازا به که ست ی ِ-اولیِها شرط- ِ مستقل یِ پارامترها

است. ξ ِ مشتق ِ پادمتقارن ِ بخش ِ مستقل یِ مئلفها ِ تعداد یِ اضافه به ξ یِ مئلفها ِ تعداد یِ اندازه به

یِ پارامترها ِ تعداد پس ست. فضا ِ بعد D که است، D (D − 1)/2 با برابر دوم و D با برابر اول

ِ تعداد ست. خط ضمنَن (17) ِ اه دست Dاست. (D+1)/2 ِ-بالا دست- (17) یِ جوابها ِ مستقل

ِ بعد ست. ِ-اولیِها شرط- یِ فضا ِ بعد یا جوابها، یِ فضا ِ بعد ان هم جوابها ِ مستقل یِ پارامترها

فضا یِ تقارنها ِ گروه ِ بعد ترتیب این به ست. فضا یِ تقارنها ِ گروه ِ بعد (17) یِ جوابها یِ فضا

فضا یِ تقارنها ِ گروه ِ بعد اگر است، بیشین-متقارن فضا ویند می Dاست. (D+1)/2 ِ-بالا دست-

باشد. D (D + 1)/2 با برابر

یافت. [5] از 13 و 6 و 3 یِ فصلها مثلَن در میشود را اینها

همطول ِ مختصات 2

خمینه که این در جمله از تغییر ی اندک با نم، می رار ت را [6] در همطول ِ مختصات ِ تعریف ان هم

باشد. معین-مثبت متری نیست لازم یعن باشد، ریمان نیست لازم ست، ِ-ریمان شبه-

از که های ژىدزی یرم. می نظر در را [1] لوی-چیویتا ِ هموستار با M یِ ِ-ریمان شبه- یِ خمینه

َش) پارامتر به نسبت ژىدزی ِ (مشتق ژىدزی بر مماس ِ بردار با ذرند می خمینه این در O یِ نقطه

نم. می تعریف چنین را آفین ِ پارامتر با γy ِ ژىدزی میشوند. مشخص O در

γy(0) = O. (18)

(Dγy)(0) = y. (19)

نم. می تعریف چنین را ϕ ِ مختصات

ϕ[γy(1)] = y. (20)
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میدهم: نشان y ِ خُد با را ϕ سادِتر،

y[γy(1)] = y. (21)

پس میمانَد. ثابت ژِىدزی ِ مشتق ِ مجذور آفین، ِ پارامتر با

[(Dγy)(λ)] · [(Dγy)(λ)] = y · y. (22)

است، γy(λ) در ی بردارها یِ برا چپ ِ طرف در ، درون ِ ِ-ضرب حاصل- که شود توجه نیست بد البته

γy(0) در ی بردارها یِ برا راست ِ طرف در که ی حال در میشود؛ تعریف نقطه این در متری با و

(22) ِ مفصلتر میدهم. نشان η با را O در متری میشود. تعریف O در متری با و است، O در یعن

میشود

{gαβ [γy(λ)]} [(Dγy)α(λ)] [(Dγy)β(λ)] = ηαβ y
α yβ . (23)

میشود دیده γy ِ تعریف از

γy(λ) = γλ y(1). (24)

ترتیب، این به

(Dγy)
α(λ) = yα. (25)

میشود (23) ترتیب این به

{gαβ [γλ y(1)]} yα yβ = ηαβ y
α yβ , (26)

یا،

{gαβ [ϕ
−1(y)]} yα yβ = ηαβ y

α yβ . (27)

شود. گذاشته ی λ یِ جا به (26) در که میئاید دست به چنین اخیر یِ رابطه
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بیشین-متقارن یِ فضاها در کیلین یِ میدانها 3

که میدهم، نشان Ξω با را اینها میشوند. صفر O در که هستند [2] کیلین یِ میدانها از دسته ی

ωαβ = [∂β(Ξω)α](O), (28)

از البته و

Ξω(O) = 0, (29)

میشود نتیجه (5) و

ωαβ =
1

2
[∂β(Ξω)α − ∂α(Ξω)β ](O). (30)

نوشت چنین میشود را (28) یِ رابطه

(Ξω)
α[ϕ−1(y)] = ωα

β y
β + o(y), (31)

η با ω و y یِ شاخصها و است. پادمتقارن پایین) هر-د-شاخص یا بالا هر-د-شاخص (با ω که

میروند: ُ-بالا پایین-

yα = ηαµ y
µ. (32)

ωαβ = ηαµ ω
µ
β . (33)

که یرم می ی خم را ζ

ζ(0) = O. (34)

میشود دیده

{[fl(tΞω)][ζ(λ)]}α = λ {(Dζα)(0) + t ωα
β (Dζ

β)(0)}+ o(t, λ). (35)

ترتیب، این )]به
{D[fl(tΞω)]}(O)

)
[(Dζ)(0)]

]α
= [(Dζ)(0)]α + t ωα

β [(Dζ)(0)]
β + o(t), (36)
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یا

{D[fl(tΞω)]}(O) = 1 + t ω + o(t), (37)

میدهد نتیجه که

{D[fl(tΞω)]}(O) = exp(t ω). (38)

است. [7] لُرِنتس ِ تبدیل ی O در مماس یِ فضا یِ بردارها بر Ξω ِ شارش ِ مشتق ِ اثر ترتیب این به

و ند، می تبدیل ر دی ِ ژىدزی ی به را γy ِ ژىدزی Ξω ِ شارش

(
{D[fl(tΞω)]}(O)

)
[(Dγy)(0)] =

(
{D[fl(tΞω)]}(O)

)
y,

= [exp(t ω)] y. (39)

ترتیب، این به

[fl(tΞω)][ϕ
−1(y)] = ϕ−1{[exp(t ω)] y}. (40)

است. [7] لُرِنتس ِ تبدیل ِ مثل Ξω ِ شارش

است. صفر O در ِشان مشتق ِ پادمتقارن ِ بخش که هستند هم کیلین یِ میدانها از دسته ی

که میدهم، نشان Υy با را اینها

y = Υy(O), (41)

میشود نتیجه (6) از البته و

(∇Υy)(O) = 0. (42)

پس ست. خط y به نسبت Υy میشود دیده

Υy = yµ Υµ, (43)
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(y ِ مختصات با متناظر و O (در مماس یِ فضا یِ پایه ی e و است، Υeu ِ مختصرتر ِ نماد Υµ که

است.

نم. می تعریف چنین را v یِ برداری ِ میدان

fl(� v) = [fl(tΞω)] ◦ [fl(�Υy)] ◦ [fl(−tΞω)]. (44)

میشود نتیجه (36) از است. [2] کیلین ِ میدان ی v پس ست، ایزمتری ی v ِ شارش

v(O) = [exp(t ω)] Υy(O),

= [exp(t ω)] y. (45)

میشود نتیجه است، [2] کیلین ِ میدان ی Ξω که این از

(∇v){[fl(tΞω)](x)} =
[(

{D[fl(tΞω)]}∗
)−1

⊗ {D[fl(tΞω)]}
]

[(∇Υy)(x)]. (46)

پس،

(∇v)(O) = 0. (47)

ترتیب، این به

v = Υ[exp(t ω)] y. (48)

که این نتیجه

fl{�Υ[exp(t ω)] y} = [fl(tΞω)] ◦ [fl(�Υy)] ◦ [fl(−tΞω)]. (49)

نوشت. چنین میشود را این

(
fl{�Υ[exp(t ω)] y}

)
◦ [fl(tΞω)] = [fl(tΞω)] ◦ [fl(�Υy)], (50)
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میدهد نتیجه که

Υ[exp(t ω)] y ◦ [fl(tΞω)] = {D[fl(tΞω)]}Υy. (51)

، مئلفئ

[exp(t ω)]βν (Υβ)
α ◦ [fl(tΞω)] = [exp(t ω)]αµ (Υν)

µ, (52)

یا،

(Υβ)
α ◦ [fl(tΞω)] = [exp(t ω)]αµ (Υν)

µ [exp(−t ω)]νβ . (53)

همطول ِ مختصات در کیلین یِ میدانها و متری 4

میشود دیده (40) از میدهم. انجام همطول ِ مختصات در را محاسبات

∂α[fl(tΞω)]
µ = [exp(t ω)]µα. (54)

پس، است. [7] لُرِِنتس ِ تبدیل ی [exp(t ω)]

ηµ ν [exp(t ω)]
µ
α [exp(t ω)]νβ = ηαβ . (55)

نم می تعریف

hα
β = ηµα gµβ . (56)

میشود (1) ترتیب این به

hα
β ◦ [fl(tΞω)] = [exp(t ω)]αµ h

µ
ν [exp(−t ω)]νβ , (57)

بستتر، یا

h ◦ [fl(tΞω)] = [exp(t ω)]h [exp(t ω)]−1. (58)
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است. مشابه هم (Υ و h یِ (برا اینها یِ حلها پس است. (53) یِ رابطه ِ شبیه کاملَن (57) یِ رابطه

،y هر و Λ ِ [7] ِ-لُرِنتس تبدیل- هر یِ ازا به که است این (58) یِ رابطه

(h ◦ ϕ−1)(Λ y) = Λ [(h ◦ ϕ−1)(y)] Λ−1. (59)

[7] لُرِنتس یِ تبدیلها آن یِ برا یعن آمد، دست به [7] لُرِنتس یِ سره یِ تبدیلها یِ برا رابطه این واق در

یرند. نمی بر در را اسها انع تبدیلها این یند. همان به پیوسته که

و y میدهم. نشان Ly با را ست ناوردا آنها ِ تحت y که [7] لُرِنتس یِ سره یِ تبدیلها آن یِ مجموعه

میشود دیده اند. L یِ ناوردا یِ زیرفضاها (y بر عمود یِ (فضا y⊥

(h ◦ ϕ−1)(y) = Λ [(h ◦ ϕ−1)(y)] Λ−1, Λ ∈ Ly. (60)

ی ِ ویژه-مقدار با Ly یِ اعضا یِ همه ِ تنها-ویژه-بردار y صورت این در است. 2 از Dبزرگتر گیرم

است: [(h ◦ ϕ−1)(y)] ِ ویژه-بردار y میشود دیده (60) از صورت این در است.

[(h ◦ ϕ−1)(y)] y = p y. (61)

باشد، y⊥ در v اگر همچنین،

y · {[(h ◦ ϕ−1)(y)] v} = {[(h ◦ ϕ−1)(y)] y} · v,

= p (y · v),

= 0, (62)

[(h◦ϕ−1)(y)] یِ ناوردا یِ زیرفضا ی y⊥ یعن است، y⊥ در هم {[(h◦ϕ−1)(y)] y} میدهد نشان که

([9] (مثلَن [8] شور ِ لم به توجه با پس است. ناپذیر کاهش y⊥ به Ly ِ اثر ِ تحدید سرانجام، است.

ست. همان با متناسب y⊥ به [(h ◦ ϕ−1)(y)] ِ تحدید میشود نتیجه (60) از

این به است. y یِ پهنه و y⊥ ِ مستقیم ِ ِ-جم حاصل- O بر مماس یِ فضا نباشد، نورگونه y اگر

نباشد، نورگونه y و باشد 2 از بزرگتر D اگر ترتیب،

[(h ◦ ϕ−1)(y)]αβ = q δαβ +
p− q

y · y
yα yβ , (63)

َند. الر اس ی تابعها q و p که

در نمیشود. نتیجه [7] لُرِنتس یِ سره یِ تبدیلها فقط ِ تحت تقارن از (63) باشد، 2 با برابر D اگر

و ست ناوردا آن ِ تحت y که ی تبدیل َند. تقارن هم [7] لُرِنتس یِ ناسره یِ تبدیلها گیرم حالت این
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ِ ویژه-مقدار با متناظر ویژه-بردار ی و دارد، ی ِ ویژه-مقدار با متناظر ویژه-بردار ی نیست، همان

با تبدیل این است. y بر عمود دوم ِ ویژه-بردار و است y ِ خُد اول ِ ویژه-بردار . منها-یِ-ی

(63) یِ رابطه بود، 2 از Dبزرگتر که ی حالت با مشابه ی استدلال با و میشود جابِجا [(h ◦ϕ−1)(y)]

اسها انع 2 ِ بعد در که ی شرط (به است درست بعدها یِ همه یِ برا (63) ترتیب این به میئاید. دست به

این h یِ پیوست ِ فرض نباشد. نورگونه y که است برقرار ی وقت یِ برا همچنان اما باشند)، تقارن هم

است. برقرار ها y یِ همه و بعدها یِ همه یِ برا (63) فرضها، این با ند. می حذف هم را شرط

نتیجه ذارم. می (59) در را ،(63) یِ رابطه آمد، دست به [(h ◦ ϕ−1)(y)] یِ برا که ی عبارت

ِ تعریف با اند. (y · y) فقط ِ تاب q و p میشود

Q =
p− q

y · y
, (64)

میشود (63) یِ رابطه

[(h ◦ ϕ−1)(y)]αβ = (p−Qy · y) δαβ +Qyα yβ , (65)

اند. (y · y) فقط ِ تاب Q و p که

میشود نتیجه (65) و (56) از

gαβ [ϕ
−1(y)] = (p−Qy · y) ηαβ +Qyα yβ . (66)

میدهد نتیجه ،(27) با همراه این،

p = 1. (67)

ترتیب، این به

gαβ [ϕ
−1(y)] = (1−Qy · y) ηαβ +Qyα yβ . (68)

میشود نتیجه هم Υ یِ برا ،(65) با مشابه

[(Υβ ◦ ϕ−1)(y)]α = (a−B y · y) δαβ +B yα yβ , (69)
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میدهد نتیجه است، [2] کیلین ِ میدان Υβ که این اند. (y · y) فقط ِ تاب B و a که

0 = (Υβ)
α ∂αgµ ν + [∂µ(Υβ)

α] gαν + [∂ν(Υβ)
α] gµα. (70)

میشود نتیجه (69) و (68) از

yµ gµα = yα. (71)

yβ (Υβ)
α = a yα. (72)

میشود نتیجه نم. می ضرب (yβ yµ yν) در را (70) یِ رابطه

0 = yµ yν (y · ∂)gµ ν + 2 yβ yα (y · ∂)(Υβ)
α,

= (y · ∂ − 2)(gµ ν y
µ yν) + 2 yα (y · ∂ − 1)[yβ (Υβ)

α],

= (y · ∂ − 2)(y · y) + 2 yα (y · ∂ − 1)(a yα),

= 0 + 2 (y · y) (y · ∂)a,

= 4 (y · y)2 da

d(y · y)
. (73)

که رفته کار به این آخر از پیش یِ برابری در

(y · ∂)yα = yα. (74)

(41) از است. ثابت a میشود نتیجه (73) از است. (y · y) فقط ِ تاب a که این هم آخر یِ برابری در

میشود نتیجه هم (43) و

(Υβ)
α(O) = δαβ . (75)

ترتیب این به

a = 1, (76)
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اینجا از و

[(Υβ ◦ ϕ−1)(y)]α = (1−B y · y) δαβ +B yα yβ , (77)

،(77) و (68) از استفاده با

(Υβ)
α ∂αgµ ν = (1−B y · y)Q (ηµβ yν + ην β yµ − 2 ηµ ν yβ)

+ 2

[
BQ+

dQ

d(y · y)

]
(yµ yν − ηµ ν) yβ . (78)

gµα ∂ν(Υβ)
α + gαν ∂µ(Υβ)

α =

[
−B + 2QB y · y − 2 (1−Qy · y) dB

d(y · y)
y · y

]
(ηµβ yν + ην β yµ − 2 ηµ ν yβ)

+ 2

[
2 (1−Qy · y) dB

d(y · y)
−QB

]
(yµ yν − ηµ ν) yβ . (79)

ذارم: می (70) در را اینها

Q− (1−Qy · y)B − 2 (1−Qy · y) dB

d(y · y)
y · y = 0. (80)

dQ

d(y · y)
+ 2 (1−Qy · y) dB

d(y · y)
= 0. (81)

میشود نتیجه اول یِ معادله از

1

1−Qy · y
= 1 +

[
B + 2

dB

d(y · y)
y · y

]
y · y. (82)

نم می تعریف

ρ =
√
|y · y|. (83)

q = 1−Qy · y. (84)

f =
1−B y · y

ρ
. (85)

میشود (82) اینها با است. رفته کار به (67) آن در که است، (64) ان هم واق در (84) یِ رابطه

1

q
= −ρ2

df

dρ
. (86)
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ذارم: می (81) در را اینها

0 =
d

dρ

(
1− q

ρ2

)
+ 2 q

d

dρ

(
1− ρ f

ρ2

)
,

= − 2

ρ3
+

2 q

ρ3
− 1

ρ2
dq

dρ
− 4 q

ρ3
− 2 q

ρ

df

dρ
+

2 q f

ρ2
,

=
q

ρ2

(
−2

ρ
− 1

q

dq

dρ
+ 2 f

)
,

=
q

ρ2

[(
df

dρ

)−1
d2f

dρ2
+ 2 f

]
. (87)

ترتیب، این به

d2f

dρ2
+ 2 f

df

dρ
= 0, (88)

میدهد نتیجه که

df

dρ
+ f2 = −ℓ2. (89)

میشود نتیجه (89) از باشد. مثبت نیست لازم ول است، ثابت ℓ2

f =
1

ℓ
cot

ρ− ρ0
ℓ

. (90)

اینجا از ند. می رفتار (1/ρ) ِ مثل (ρ → 0) ِ حد در f میشود دیده (85) از است. ثابت ی ρ0

ترتیب، این به است. صفر ρ0 میشود معلوم

f =
1

ℓ
cot

ρ

ℓ
. (91)

q =

(
ℓ

ρ

)2

sin2
ρ

ℓ
. (92)

نم. می تعریف چنین را K ِ پارامتر

K y · y =
(ρ
ℓ

)2

. (93)

ترتیب، این به

gαβ dy
α dyβ =

sin2
√
K y · y

K y · y
(dy · dy) +

(
1− sin2

√
K y · y

K y · y

)
(y · dy)2

y · y
. (94)
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میمانَد. حقیق بالا یِ رابطه ِ راست ِ طرف اما باشد. صفر) (یا منف یا مثبت است ن مم (K y · y)

است، کوچ (K y · y) ی وقت میشود دیده جمله از

gαβ = ηαβ +
K

3
(yα yβ − ηαβ y · y) + o(K y · y). (95)

ترتیب، این به

Rαµβ ν(O) = −1

2
(∂µ∂νgαβ − ∂µ∂βgαν − ∂α∂νgµβ + ∂α∂βgµ ν)(O),

= K (ηαβ ηµ ν − ηαν ηµβ), (96)

میدهد نتیجه که

Rcαβ(O) = (D − 1)K ηαβ . (97)

R(O) = D (D − 1)K. (98)

این به هست. هم خمش ِ تقارن متری ِ تقارن است. الر اس ِ خمش R و ،[10] ریچ ِ تانسر Rc

ترتیب،

Rαµβ ν = K (gαβ gµ ν − gαν gµβ). (99)

Rcαβ = (D − 1)K gαβ . (100)

R = D (D − 1)K. (101)
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