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میشود. بررس خمش با کره ی ِ مساحت و گوی ی ِ حجم یِ رابطه

همطول ِ مختصات 1

در O یِ نقطه از که های ژىدزی یرم. می نظر در را [1] لوی-چیویتا ِ هموستار Mبا یِ ریمان یِ خمینه

مشخص O در َش) پارامتر به نسبت ژىدزی ِ (مشتق ژىدزی بر مماس ِ بردار با ذرند می خمینه این

میشوند:

(D γu)[(γu)
−1(O)] = u, (1)

را ژىدزی ِ پارامتر ست. یری مشتق D است. u ِ برابر O در َش مشتق که ست ی ژىدزی γu که

باشد: صفر O در پارامتر این ِ مقدار که چنان یرم، می آفین ِ پارامتر

γu(0) = O. (2)
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میشود (1) ترتیب این به

(D γu)(0) = u. (�1′)

ترتیب، این به است. ثابت ژىدزی ِ مشتق ِ طول میشود نتیجه است آفین ِ پارامتر t که این از

s(t) = t
√
u · u, (3)

چنین را O یِ همسایِ ی در y ِ همطول ِ مختصات است. γu(t) تا O از زىدزی ِ طول s(t) که

نم: می تعریف

y[γu(t)] = t u. (4)

میشود دیده

s(t) =
√
y · y,

=: |y|, (5)

شده. تعریف O در مماس یِ فضا در درون ِ ضرب ان هم با y یِ برا درون ِ ضرب که

تخت یِ فضا ی در است. تخت یِ فضاها در دِکَرت ِ مختصات ِ تعمیم ی همطول ِ مختصات

یِ معادله مینامم. y را مختصات این شوند. ثابت متری یِ مئلفها که گرفت چنان را مختصات میشود

میشود مختصات این در آفین، ِ پارامتر با ژىدزی

D2yi = 0, (6)

میشود َش جواب که

yi = ai + t ui. (7)

ِ (انتخاب شوند انتخاب صفر ها ai که ی شرط به است، (4) ان هم (7) َند. ثابت ها ui و ها ai

.(y یِ برا مبدئ
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ژىدزی یِ معادله 2

میشود x ِ دلبخاه ِ مختصات ِ حسب بر ژىدزی یِ معادله

D2xi + Γi
j k (Dx

j) (Dxk) = 0, (8)

O یِ نقطه در که برگزید چنان را x ِ مختصات میشود O یِ نقطه هر با متناظر است. هموستار Γ که

شوند. صفر O در ها xi که این با همراه نم، می اعمال x ِ مختصات بر را شرط این شود. صفر هموستار

صورت، این در

Γi
j k = [(∂l Γ

i
j k)(O)]xl + o(x), (9)

میشود ذرد می O از که ی ژىدزی یِ معادله و اند) x به نسبت پارِئ یِ مشتقها (که

D2xi + [(∂l Γ
i
j k)(O)]xl uj uk + o(t) = 0, (10)

که

ui = (Dxi)(0), (11)

که است چنان t ِ ِ-آفین پارامتر- و

xi(0) = 0, (12)

میشود نتیجه (10) از ذرد. می O یِ نقطه از (t = 0) در خم یعن

xi(t) = ui t+ o(t), (13)

آنجا، از و

D2xi + [(∂l Γ
i
j k)(O)]ul uj uk t+ o(t) = 0, (14)

میدهد نتیجه که

xi(t) = ui t− 1

6
[(∂l Γ

i
j k)(O)]ul uj uk t3 + o(t). (15)

شده تعریف (4) با که y ِ همطول ِ مختصات ِ حسب بر

xi = yi − 1

6
[(∂l Γ

i
j k)(O)] yl yj yk + o(y). (16)

شدند. تعریف اینجا که یند ی ینها هم y و x ِ مختصات کار، یِ ادامه در
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متری 3

ها g̃i j با را y ِ مختصات در g ِ متری یِ مئلفها و ها، gi j با را x ِ مختصات در g ِ متری یِ مئلفها

میدهم. نشان

متری این با شد، تعریف همطول ِ مختصات ِ خُد یِ برا درون ِ ضرب آن با که ی متری توجه:

شده. تعریف g(O) با یعن O یِ نقطه در متری با همطول ِ مختصات یِ برا درون ِ ضرب دارد. فرق

.([2] از 3 ِ فصل (مثلَن هست رابطه این متری و هموستار ِ بین

∂pgi j = Γi p j + Γj p i. (17)

همچنین،

g̃i j = gk l
∂xk

∂yi
∂xl

∂yj
,

= gk l

{
δki − 1

6
[(∂iΓ

k
mn)(O) + 2 (∂mΓk

i n)(O)] ym yn
}

{
δlj −

1

6
[(∂jΓ

l
p q)(O) + 2 (∂pΓ

l
j q)(O)] yp yq

}
+ · · · ,

= gi j −
1

6
[(∂iΓj mn)(O) + 2 (∂mΓj i n)(O)

+ (∂jΓimn)(O) + 2 (∂mΓi j n)(O)] ym yn + · · · . (18)

است، صفر O در متری یِ مئلفها ِ مشتق نتیجه در و هموستار چون

gi j = gi j(O) +
1

2
[(∂m∂ngi j)(O)]xm xn + · · · ,

= gi j(O) +
1

2
[(∂mΓi n j)(O) + (∂mΓj n i)(O)] ym yn + · · · . (19)

ترتیب، این به

g̃i j = gi j(O)− 1

6
[(∂iΓj mn)(O)− (∂mΓj i n)(O)

+ (∂jΓi nm)(O)− (∂nΓi j m)(O)] ym yn + · · · . (20)
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m یِ شاخصها به نسبت کروشه ِ ضریب ِ تقارن ِ نیز و َش، سوم و دوم یِ شاخصها به نسبت Γ ِ تقارن

است، صفر O در Γ چون رفته. کار به n و

Rj n im(O) = (∂iΓj mn)(O)− (∂mΓj i n)(O), (21)

ترتیب، این به .([2] از 6 ِ فصل (مثلَن است [3] ریمان ِ تانسر R که

g̃i j = gi j(O)− 1

6
[(Rj n im +Rim j n)(O)] ym yn + · · · , (22)

میدهد نتیجه ([2] از 6 ِ فصل (مثلَن [3] ریمان ِ تانسر یِ تقارنها از استفاده با که

g̃i j = gi j(O)− 1

3
[Rim j n(O)] ym yn + · · · . (23)

حجم ِ عنصر 4

است. چنین است سازگار متری با که dV ِ ِ-حجم عنصر-

dV =
√
det(g δx) d

Dx, (24)

x یِ مختصات یِ پایه در که است متقارن ِ تانسر ی δx که

(δx)
j k = δj k. (25)

میشود نتیجه (23) از نوشت. y ِ مختصات یِ برا میشود را (24) یِ مانسته

g̃i j (δy)
j k = {δpi − 1

3
[Rim

p
n(O)] ym yn + · · · } [gp j(O)] δj k, (26)

آنجا، از و

det(g̃ δy) = [det(M)]
(
det{[g(O)] δ}

)
, (27)
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که

Mp
i = δpi − 1

3
[Rim

p
n(O)] ym yn + · · · ,

=: δpi +Np
i . (28)

از استفاده با

det(1 +N) = 1 + tr(N) + · · · , (29)

میشود دیده

det(M) = 1− 1

3
[Rim

i
n(O)] ym yn + · · · ,

= 1− 1

3
[Rcmn(O)] ymyn + · · · , (30)

ترتیب، این به است. [4] ریچ ِ تانسر Rc که

dV =

{
1− 1

6
[Rcmn(O)] ym yn + · · ·

} (
det{[g(O)] δ}

)
dDy, (31)

=:

{
1− 1

6
[Rcmn(O)] ym yn + · · ·

}
dV0, (32)

است. تخت یِ فضا در حجم ِ عنصر dV0 که

گوی ِ حجم 5

O از ( ژىدزی یِ (رو یِشان فاصله که ست ی نقاط یِ همه یِ مجموعه O ِ مرکز به r ِ شعاع به ِ گوی

ترتیب، این به میدهم. نشان BO(r) با را O ِ مرکز به r ِ شعاع به ِ گوی است. r با برابر یا از تر کوچ

میشود دیده (5) از استفاده با

BO(r) = {ξ ∈ M | |y(ξ)| ≤ r}. (33)

ترتیب، این به میدهم. نشان vol(A) با را A یِ مجموعه ِ حجم

vol[BO(r)] =

∫
|y|≤r

{
1− 1

6
[Rcmn(O)] ym yn + · · ·

}
dV0. (34)
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میشود چنین کروی ِ مختصات ِ حسب بر dV0

dV0 = |y|D−1 d|y| dΩ, (35)

میشود دیده دروان ِ تحت تقارن از ست. D)-بعدی − 1) یِ فضای یِ زاویه ِ عنصر dΩ که

∫
dΩ

ym

|y|
yn

|y|
= a gmn(O). (36)

میئاید. دست به چنین هم a ِ مقدار

aD = gmn(O)

∫
dΩ

ym

|y|
yn

|y|
,

=

∫
dΩ, (37)

=: ΩD−1, (38)

ترتیب، این به ست. بعدی (D − 1) یِ فضای یِ زاویه ΩD−1 که

∫
dΩ

ym

|y|
yn

|y|
=

gmn(O)

D
ΩD−1. (39)

میشود نتیجه (35) و (34) و این از

vol[BO(r)] = ΩD−1

∫ r

0

d|y| |y|D−1

[
1− |y|2

6D
(gmn Rcmn)(O) + · · ·

]
,

=

[
1− r2

6 (D + 2)
R(O) + · · ·

]
ΩD−1 r

D

D
, (40)

=:

[
1− r2

6 (D + 2)
R(O) + · · ·

]
vol0[BO(r)], (41)

ترتیب، این به است. الر اس ِ خمش R و تخت، یِ فضا در حجم vol0 که

vol[BO(r)]

vol0[BO(r)]
= 1− r2

6 (D + 2)
R(O) + · · · . (42)
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کره ِ مساحت 6

O از ( ژىدزی یِ (رو یِشان فاصله که ست ی نقاط یِ همه یِ مجموعه O ِ مرکز به r ِ شعاع به یِ کره

از استفاده با ترتیب، این به میدهم. نشان SO(r) با را O ِ مرکز به r ِ شعاع به یِ کره است. r با برابر

میشود دیده (5)

SO(r) = {ξ ∈ M | |y(ξ)| = r}. (43)

ترتیب، این به میدهم. نشان ar(A) با را A یِ مجموعه ِ مساحت

ar[SO(r)] =
d

dr
{vol[BO(r)]}. (44)

میشود نتیجه (40) و این از

ar[SO(r)] =
[
1− r2

6D
R(O) + · · ·

]
ΩD−1 r

D−1, (45)

=:

[
1− r2

6D
R(O) + · · ·

]
ar0[SO(r)], (46)

ترتیب، این به است. تخت یِ فضا در مساحت ar0 که

ar[SO(r)]
ar0[SO(r)]

= 1− r2

6D
R(O) + · · · . (47)
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