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میشود. ͳبررس دˆو̵ران یِ ویژه�بردارها ِ حسب بر سمتͳ-متقارن ِ تواب΄ ِ بسط دلبخاه، ُ بˇعد در

دˆو̵ران 1

یِ زاویه با دˆو̵ران است. ͳحقیق یِ عددها یِ مجموعه R که میΎیریم، Rn ِ ی΋ه�متعامد یِ پایه Έی را e

م΋ان) ِ (بردار r بر ی دˆو̵ران چنین ِ اثر میدهیم. نشان U(i, j;α) با را ej و ei ِ شامل یِ صفحه در α

است. چنین

{[U(i, j;α)] r}k =



ri cosα− rj sinα, k = i

ri sinα+ rj cosα, k = j

rk, i ̸= k ̸= j

. (1)

داریم میدهیم. نشان Ũ با را تواب΄ یِ فضا در U ِ نمایش

{[Ũ(i, j;α)] f}(r) = f{[U−1(i, j;α)] r},

= f{[U(i, j;−α)] r}. (2)
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میشود نتیجه اینجا از

{[Ũ(i, j;α)] f}(r) = f(r) + α [rj (∂if)(r)− ri (∂jf)(r)] + o(α). (3)

میشود (j و i یِ صفحه در دˆو̵ران ِ (مولد Li j ترتیب این به

Li j = −(Ri ∂j −Rj ∂i), (4)

که

(Rj f)(r) := rj f(r). (5)

میروند: بالاوپایین δ با شاخصها

Ξi = δi j Ξ
j , (6)

اند. ی΋ه-متعامد ها ei ͳیعن که

مستقل یِ ها Li j ِ تعداد گروه این ِ بˇعد میدهیم. نمایش SO(n) با را بˇعدی n یِ دˆو̵رانها ِ گروه

میشود نتیجه اینجا از است. پادمتقارن L میشود دیده است.

dim[SO(n)] =

(
n

2

)
,

=
n (n− 2)

2
. (7)

میشود دیده ͳساده�گ به

[Li j , Lk l] = δi k Lj l − δj k Li l + δi l Lk j − δj l Lk i. (8)

ِ تعریف با جمله از

(L)2 :=
1

2
Li j L

i j , (9)

میشود نتیجه

[Li j , (L)
2] = 0. (10)

en که ͳی دˆو̵رانها یِ همه ِ نمایش اگر دارد)، ͳسمت ِ (تقارن است سمتͳ-متقارن A ِ تاب΄ میΎوییم
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می΋نیم تعریف باشد. ͳهمان f بر ِشان اثر میدارند نΎه ثابت را

r :=

[
n∑

i=1

(ri)2

]1/2

. (11)

ρ :=

[
n−1∑
i=1

(ri)2

]1/2

. (12)

θ := cos−1 rn

r
. (13)

اگر تنها و اگر آن، با هم�ارز یا باشد، rn و ρ ِ تاب΄ اگر تنها و اگر است، سمتͳ-متقارن A میشود دیده

باشد، سمتͳ-متقارن A اگر باشد. θ و r ِ تاب΄

∂A =
∂A

∂r
∂r +

∂A

∂θ
∂θ. (14)

میشود دیده

∂r = r̂,

∂θ =
1

r sin θ
[−en + (cos θ) r̂], (15)

آنجا، از و

(∂r) · (∂A) = ∂A

∂r
,

(∂θ) · (∂A) = 1

(r)2
∂A

∂θ
. (16)

یا [0, 2π) گستره این 2 ِ بˇعد در است. [0, π] یِ مجموعه θ یِ گستره ،2 از بیش یِ بˇعدها در

میشود. تعریف ش΋ل این به θ ضمنَن 2 ِ بˇعد در است. ی مقدار هر به مجموعه این یِ انتقال-یافته

sin θ =
r1

r
,

cos θ =
r2

r
. (17)

است. ͳقطب ِ مختصات در زاویه�ای یِ مختصه ِ متمم زاویه این میشود دیده
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دˆو̵ران یِ ویژه�بردارها و ͳلَپلَس 2

میشود دیده (4) از

1

2
Li j L

i j = Li j R
j ∂i,

= −Ri R
j ∂j ∂

i − nRi ∂
i +Rj R

j ∂i ∂
i +Rj ∂

j , (18)

داریم

RRj ∂j = Rj ∂j R−R,

= RRj ∂j R̂+Rj Rj

R
R̂−R,

= (R)2 (R̂ · ∂) R̂, (19)

آنجا، از و
1

2
Li j L

i j = −(R2) (R̂ · ∂)2 − (n− 1)R (R̂ · ∂) + (R)2 (∂ · ∂), (20)

یا،

∂ · ∂ = (R̂ · ∂)2 + n− 1

R
(R̂ · ∂) + 1

(R)2
(L)2. (21)

است. صفر (جهت) زاویه بر (r̂ · ∂) ِ اثر است. زاویه�ای و ͳشعاع یِ بخشها به ͳلَپلَس یِ تجزیه این

واق΄ در

(R̂ · ∂)f =
∂f

∂r
, (22)

است. صفر (شعاع) r بر هم Li j ِ اثر شده. انجام ثابت ِ r̂ در مشتقΎیری راست ِ طرف در که

این ِ آوردن دست به یِ برا میدهد. (L)2 یِ ویژه�مقدارها تعیین یِ برا راه Έی (21) یِ معادله

باشد: (L)2 ِ ویژه�بردار که میΎیریم چنان را f ویژه�مقدارها،

(L)2 f = λ f, (23)

باشد: همساز مبدئ از ͳهمسایه�گ Έی در و

(∂ · ∂)f = 0. (24)



۵ � X1-085 (2012/07/31) ͳخرم محمد

میشود دیده
∂2f

∂r2
+

n− 1

r

∂f

∂r
+

λ

(r)2
f = 0, (25)

یˆش برا را s یِ نما با ͳتوان ی جواب دارد. ͳتوان ِ خاص یِ جوابها که است، [1] اُیل̃ر یِ معادله Έی این

میΎیریم: نظر در

s (s− 1) + (n− 1) s+ λ = 0. (26)

اینجا از باشد. ͳنامنف و ΀صحی s اگر تنها و اگر است همساز هم مبدئ در جواب، این با متناظر ِ f

که چنان اند، متناظر (l) ͳنامنف ِ ΀صحی یِ عددها با (L)2 یِ ویژه�مقدارها میشود معلوم

λl = −l (l + n− 2). (27)

شرط̃�مرزی یِ مسئله این که می΋نیم توجه این ِ دیدن یِ برا اند. (L)2 یِ ویژه�مقدارها یِ همه ضمنَن اینها

باشد، g یِ داده�شده ِ تاب΄ گوی آن ِ مرز بر َش مقدار و باشد، همساز R ِ شعاع به یΈگوی ِ درون f که

ِ ویژه�بردار g اگر جمله از است. ی΋تا جواب این و دارد جواب ی هموار ͳکاف ِ حد به یِ g هر یِ برا

است. چنین هم f باشد، λ ِ ویژه�مقدار با (L)2

مبدئ یِ ͳهمسایه�گ Έی در و باشد، λl ِ ویژه�مقدار با متناظر (L)2 ِ ویژه�بردار f اگر ترتیب، این به

باشد، همساز

f(r) = rl g(r̂), (28)

که

(L)2 g = −l (l + n− 2) g, (29)

یا،

(R · ∂)f = l f, (30)

(L)2 f = −l (l + n− 2) f. (31)

از نوشت. میشود هم ͳدِکَرت ِ مختصات ِ حسب بر را f

(R · ∂)ri = ri, (32)

دارد: l یِ درجه از یِ جمله�ها فقط که است، ͳدِکَرت ِ مختصات از یِ چندجمله�ای Έی f میشود نتیجه

f(r) = Fi1···il r
i1 · · · ril , (33)
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که است هم�ارز این با است، همساز f که این است. l یِ رتبه از ِ متقارن ِ تانسˇر Έی F که

δj k Fi1···il−2 j k = 0. (34)

با (L)2 ِ ویژه��بردار و اند همساز که م�ͳآید دست به (Rn یِ دامنه (با ͳی تابعها یِ فضا ِ بˇعد اینجا از

داریم میدهیم. نشان dimn l با را بˇعد این اند. λl ِ ویژه�مقدار

dimn l = dim[(Rn)⊗l
S ]− dim[(Rn)

⊗(l−2)
S ], (35)

از است. V یِ ͳخط یِ فضا بر بناشده p یِ رتبه ِ متقارن یِ تانسرها یِ فضا V⊗p
S که

dim[(Rn)⊗l
S ] =

(
n+ l − 1

l

)
, (36)

میشود نتیجه

dimn l =
(n+ l − 3)! (n+ 2 l − 2)

(n− 2)! l!
(37)

جمله، از

dim2 l = 2, (38)

dim3 l = 2 l + 1. (39)

دˆو̵ران ِ سمتͳ-متقارن یِ ویژه�بردارها 3

داریم است. θ و r ِ تاب΄ A صورت این در میΎیریم. سمتͳ-متقارن ِ تاب΄ Έی را A

(∂ · ∂)A = (∂r) · ∂
(
∂A

∂r

)
+ [(∂ · ∂)r] ∂A

∂r
+ (∂θ) · ∂

(
∂A

∂θ

)
+ [(∂ · ∂)θ] ∂A

∂θ
,

=
∂2A

∂r2
+

n− 1

r

∂A

∂r
+

1

(r)2
∂2A

∂θ2
+

(n− 2) cot θ

(r)2
∂A

∂θ
. (40)

میشود نتیجه (21) با این یِ مقایسه از

(L)2 A =
∂2A

∂θ2
+ (n− 2) (cot θ)

∂A

∂θ
. (41)

ِ تعریف با

x := cos θ, (42)
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نوشت. چنین را (41) میشود

(L)2 A = [1− (x)2]
∂2A

∂x2
+ (1− n)x

∂A

∂x
. (43)

باشد، λl ِ ویژه�مقدار با متناظر (L)2 ِ سمتͳ-متقارن ِ ویژه�بردار A اگر ترتیب، این به

[1− (x)2]
∂2A

∂x2
+ (1− n)x

∂A

∂x
+ l (l + n− 2)A = 0, (44)

یِ تعریفها با

(X A)(x) := xA(x),

(DA)(x) :=
∂A

∂x
, (45)

نوشت چنین میشود را (44) یِ معادله

{[1− (X)2]D2 + (1− n)XD + l (l + n− 2)}A = 0. (46)

4 ِ بˇعد در و ،[3] لُژاندر یِ معادله 3 ِ بˇعد در اول، ِ نُ΄ از [2] چِبیش̃ف یِ معادله 2 ِ بˇعد در معادله این

است: دوم ِ نُ΄ از [2] چِبیش̃ف یِ معادله

{[1− (X)2]D2 − XD + (l)2}A = 0, n = 2. (47)

{[1− (X)2]D2 − 2XD + l (l + 1)}A = 0, n = 3. (48)

{[1− (X)2]D2 − 3XD + l (l + 2)}A = 0, n = 4. (49)

است. [3] لُژاندر یِ معادله از ی تعمیم (46) ،ͳکل ِ حالت در

لُژاندر یِ تعمیم-یافته یِ چندجمله�ایها 4

ِ ش΋ل به ی جواب معادله این یِ برا است. (46) ِ جواب که بΎیرید نظر در را P یِ یΈ-متغیره ِ تاب΄

P (x) =
∞∑
j=0

aj(x)
j+s (50)

میشود نتیجه است. ناصفر a0 که میΎیریم،

(s+ j +2) (s+ j +1) aj+2 + [l (l+ n− 2)− (s+ j) (s+ j +n− 2)] aj = 0. (51)
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میدهد نتیجه (j = −2) یِ ازا به این

s = 0 ∨ s = 1. (52)

نشوند صفر بعد به ͳی جا از ها aj اگر میشود نتیجه ضمنَن (51) از

lim
j→∞

aj+2

aj
= 1, (53)

(x = ±1) در P پس یΈاست. (50) ِ راست ِ طرف یِ سری یِ ͳرایΎهم ِ شعاع میدهد نتیجه این که

صفر a1 و ،ͳنامنف و ΀صحی (l− s) اگر میشود، چندجمله�ای P باشد. جمله�ای چند مΎر نیست، ͳتحلیل

یِ رابطه از استفاده با است. l یِ درجه از یِ چندجمله�ای Έی P صورت این در که میشود دیده باشد.

ِ جبر ِ اساس بر ی روش اینجا کرد. حساب را چندجمله�ای این ِ ضرایب میشود (50) یِ ͳبازگشت

میبریم. کار به عملΎرها

نوشت. چنین میشود را (46) یِ معادله

[L1−n + l (l + n− 2)]P = 0. (54)

که

Lα := [1− (X)2] (D)2 + αX D. (55)

که این از

[D,X] = 1, (56)

ِ تعریف با و

Y := 1− (X)2, (57)

میشود نتیجه

Lα (Y )β = [1− (X)2]β+1 (D)2 − 4β X [1− (X)2]β D

− 2β [1− (X)2]β + 4β (β − 1) (X)2 [1− (X)2]β−1

+ αX [1− (X)2]β D − 2αβ (X)2 [1− (X)2]β−1, (58)

Lα (D)γ = (D)γ [1− (X)2] (D)2 + 2 γ (D)γ XD − γ (γ + 1) (D)γ

+ α (D)γ XD − αγ (D)γ , (59)
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یا

Lα (Y )β = (Y )β [Lα−4 β − 2β + (2β) (2β − α− 2) (Y )−1], (60)

Lα (D)γ = (D)γ [Lα+2 γ − γ (γ + α+ 1)]. (61)

جمله، از

Lα (Y )(α+2)/2 = (Y )(α+2)/2 [L−α−4 − α− 2]. (62)

ترتیب، این به

Lα (Y )(α+2)/2 (D)γ (Y )(2 γ−α−2)/2 = (Y )(α+2)/2 (D)γ (Y )(2 γ−α−2)/2

× [Lα−2 γ − γ (γ − α− 1)]. (63)

ِ تعریف با اینجا از

ν :=
n− 3

2
, (64)

میشود نتیجه

[L1−n + l (l + n− 2)] (Y )−ν (D)l (Y )l+ν = (Y )−ν (D)l (Y )l+ν L1−n−2 l. (65)

یِ نهاده با مینهد. پیش (54) یِ برا ی جواب این

P = (Y )−ν (D)l (Y )l+ν Q, (66)

اگر میشود دیده

L1−n−2 l Q = 0, (67)

ثابت با برابر Q جواب Έی دارد. خطͳ-مستقل ِ جواب دˇ (67) است. (54) ِ جواب Έی P آنΎاه

میرسیم: (54) یِ برا Pn l ِ جواب به ترتیب این به است.

Pν l(x) = [1− (x)2]−ν

(
d

dx

)l

[1− (x)2]l+ν . (68)

واق΄، در است. l یِ درجه از یِ چندجمله�ای Έی این

Pν l(x) =

l∑
m=0

(
l

m

)
(−1)m [(l + ν)!]2

(l + ν −m)! (ν +m)!
(1− x)l−m (1 + x)m. (69)
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جمله، از

P0 l = (−2)l l! Pl, (70)

.([4] (مثلَن است l یِ مرتبه از ِ [3] لُژاندر یِ چندجمله�ای Pl که

بهنجارش و تعامد 5

میشود دیده Lα ِ تعریف از

L1−n = (Y )−ν D (Y )ν+1 D. (71)

در g1 یِ ͳداخل ِ حاصل̥�ضرب اند. شده تعریف [−1, 1] بر که میΎیریم یΈ-متغیره ِ تاب΄ دˇ را g2 و g1

می΋نیم. تعریف چنین را آن و میدهیم نشان ⟨g1, g2⟩ با را g2

⟨g1, g2⟩ :=
∫ 1

−1

dx [1− (x)2]ν g1(x) g2(x), (72)

یِ برا مناسب یِ مرزی ِ شرایط (با را L1−n تعریف این میشود دیده است. Ξ ِ مختلط ِ مزدوج Ξ که

می΋نیم تعریف و میΎیریم، ΀صحی ِ عدد دˇ را l2 و l1 می΋ند. ͳرمیتˡا تابعها)

l := max(l1, l2),

l′ := min(l1, l2). (73)

داریم

⟨Pν l1 ,Pν l2⟩ =
∫ 1

−1

dx [1− (x)2]ν Pν l1(x) Pν l2(x),

=

∫ 1

−1

dx Pν l′(x)

(
d

dx

)l

[1− (x)2]l+ν ,

= (−1)l
∫ 1

−1

dx

{(
d

dx

)l

[Pν l′(x)]

}
[1− (x)2]l+ν . (74)

صفر (74) ِ راست ِ طرف پس است. l از نابزرگتر l′ و است، l′ یِ درجه از چندجمله�ای Έی Pν l′

ترتیب، این به باشند. برابر l2 و l1 ͳیعن باشند، برابر l′ و l مΎر است،

⟨Pν l1 ,Pν l2⟩ ∝ δl1,l2 . (75)
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می΋نیم: ͳبررس را بزرگ یِ متغیرها یِ برا Pν l ِ رفتار ،Pν l در (x)l ِ ضریب ِ آوردن دست به یِ برا

Pν l(x) = (−1)l (x)−2 ν [1 + o(1)]

(
d

dx

)l

{(x)2 l+2 ν [1 + o(1)]},

= (−1)l
(2 l + 2 ν)!

(l + 2 ν)!
(x)l [1 + o(1)]. (76)

اینجا، )از
d

dx

)l

[Pν l(x)] = (−1)l
l! (2 l + 2 ν)!

(l + 2 ν)!
. (77)

∫همچنین، 1

−1

dx [1− (x)2]l+ν =
(−1/2)! (l + ν)!

[l + ν + (1/2)]!
. (78)

پس،

⟨Pν l,Pν l⟩ =
(−1/2)! l! (l + ν)!(2 l + 2 ν)!

[l + ν + (1/2)]! (l + 2 ν)!
. (79)

ترتیب، این به

⟨Pν l1 ,Pν l2⟩ =
(−1/2)! l! (l + ν)!(2 l + 2 ν)!

[l + ν + (1/2)]! (l + 2 ν)!
δl1,l2 . (80)

میشود دیده (69) از همچنین،

Pν l(1) = (−2)l
(l + ν)!

ν!
. (81)
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