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بعد� دو در آلفن فان هاس�ــ� دِ یِ پدیده

mamwad@mailaps.org � خرم محمد

و میشود بررس صفر یِ دما در بعد، دو به مقید ِ نش بی�برهم یِ فرمیون ِ گاز ی ِ دیامغناطیس

�آید. م دست به آن یِ پذیرفتاری در نوسان ِ رفتار ی

مغناطیس یِ دوقطبی 1

یِ ذره�ها که یرید، ب نظر در را B ِ نواخت ی یِ مغناطیس ِ میدان ِ حضور در نش بی�برهم ِ گاز ی

سیستم) این یِ تکذره�ای یِ H(همیلتن اند. مقید حجم ی به U یِ مقیدکننده ِ انرژی�یِ�پتانسیل با آن

ِ ل ش به

H :=
1

2µ
(p− qA) · (p− qA) + U(r) (1)

است: برداری ِ پتانسیل A و ذره، ِ بار q ذره، ِ جرم µ است. تکانه p و ان م r که است،

A =
1

2
B× r. (2)
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ذره ی یِ برا مغناطیس یِ دوقطبی ِ ر عمل

m =
q

2
r× ṙ (3)

تکانه و ان م ِ بین معمول یِ جابه�جاگرها از است. (t) زمان به نسبت X ِ مشتق Ẋ . که است،

[rj , rk] = 0,

[rj , pk] = i ~ δjk,

[pj , pk] = 0, (4)

نیست: وابسته زمان به صریحن که X ِ ر عمل ِ تحول یِ برا [1] هیزِنبِرگ یِ معادله با همراه

i ~ Ẋ = [X,H], (5)

میشود نتیجه

ṙ =
1

µ
(p− qA), (6)

آنجا از و

m =
q

2µ
r× (p− qA), (7)

نوشت. ل ش این به را آن میشود که

m = −∇BH. (8)

است. B به نسبت مشتقگیری ∇B

نیم. می تعریف چنین را B و یریم می B یِ راستا در ه ی ِ بردار ی را u

B =: B u. (9)

است، S ِ مساحت�ِمقط و D ِ ارتفاع به استوانه ی مقیدکننده ِ حجم که نیم می بررس را ی حالت

صورت، این در است. موازی u با استوانه این ِ محور که چنان

H = Hc +Hf , (10)
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ترتیب به V ِ تصویر یعن V∥ ⊥Vو است. p∥ و r∥ فقط ِ تابع Hf و ،p⊥ و r⊥ فقط ِ تابع Hc که

�شود م دیده آن. با موازی و u بر عمود

[Hc,Hf ] = 0, (11)

واق در کرد. قطری همزمان را Hf و Hc میشود میدهد نتیجه که

H = Hc ⊗Hf , (12)

بر عمود یِ آزادی یِ درجه�ها با متناظر ِ [2] هیلبِرت یِ فضا Hc تکذره�ای، ِ [2] هیلبِرت یِ فضا H که

است. u با موازی یِ آزادی یِ درجه�ها با متناظر ِ [2] هیلبِرت یِ فضا Hf و ،u

بر عمود ترتیب به یِ آزادی یِ درجه�ها فقط ِ تابع ر عمل دو Yf و Xc اگر �شود م دیده ساده�گ به

و باشند، u با موازی و u

|ψ⟩ = |αc⟩ ⊗ |βf⟩, (13)

|αc⟩ ∈ Hc,

|βf⟩ ∈ Hf ,

آنگاه،

⟨ψ|Xc Yf |ψ⟩ = ⟨ψ|Xc|ψ⟩ ⟨ψ|Yf |ψ⟩. (14)

،X ِ دلبخواه ِ عمل�گر یِ ازا به باشد، H ِ ویژه�بردار ی |ψ⟩ اگر میشود نتیجه (5) از همچنین

⟨ψ|Ẋ|ψ⟩ = 0., (15)

اند. Hf و Hc ترتیب به یِ ویژه�بردارها |βf⟩ و |αc⟩ که یرم، می (13) ِ ل ش به را |ψ⟩ ِ بردار

داریم

r× ṙ = r∥ × ṙ⊥ + r⊥ × ṙ∥ + r⊥ × ṙ⊥. (16)
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است. صفر (16) ِ راست ِ طرف ِ اول یِ دوجمله یِ چشمداشت ِ مقدار میشود نتیجه (15) و (14) از

پس،

⟨ψ|m|ψ⟩ = q

2
⟨ψ|r⊥ × ṙ⊥|ψ⟩. (17)

پس، است. موازی u با ⟨m⟩ یعن این

⟨ψ|m|ψ⟩ = mu, (18)

که

m = −
⟨
ψ

∣∣∣∣∂H∂B
∣∣∣∣ψ⟩ (19)

از استفاده با

Hc :=
1

2µ
(p⊥ − qA) · (p⊥ − qA) + Uc(r⊥),

Hf :=
1

2µ
p∥ · p∥ + Uf(r∥), (20)

پس، ندارد. بسته�گ B به Hf میشود معلوم

m = −
⟨
ψ

∣∣∣∣∂Hc

∂B

∣∣∣∣ψ⟩ (21)

محصورگر یِ همیلتن ِ طیف 2

میشود نتیجه (2) و (20) از

Hc =
1

2µ
p⊥ · p⊥ +

q2B2

8µ
r⊥ · r⊥ − q

2µ
B · r⊥ × p⊥,

=
1

2µ
p⊥ · p⊥ +

µ

2

(ω
2

)2

r⊥ · r⊥ − ω

2
L, (22)
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که

L := u · L, (23)

میشود دیده است. زاویه�ای یِ تکانه L و

Hc = Hh − ω

2
L, (24)

که

ω :=
q B

m
, (25)

که است، Ω یِ زاویه�ای ِ بسامد با دوبعدی ِ همسانگرد ِ هماهنگ ِ نوسانگر ی یِ همیلتن Hh و

Ω :=
∣∣∣ω
2

∣∣∣ . (26)

ضمنَن،

[Hh, L] = 0. (27)

یِ رها عمل باشد. راستگرد ِ ه�متعامد ی ِ کن ی (e1, e2,u) که یریم می چنان را e2 و e1 یِ بردارها

نیم: می تعریف e2 و e1 یِ بردارها با متناظر معمول، ِ ل ش به را b و a ِ پایینبر

a :=

√
µΩ

2 ~
e1 · r+

i√
2 ~µΩ

e1 · p,

b :=

√
µΩ

2 ~
e2 · r+

i√
2 ~µΩ

e2 · p. (28)

میشود نتیجه

Hh = ~Ω(a† a+ b† b+ 1),

L = i ~ (b† a− a† b). (29)

یِ تعریفها با

α :=
1√
2
(a+ i b),

β :=
1√
2
(a− i b), (30)



بعد دو در آلفن فان هاس�ــ� دِ یِ پدیده ۶

میشوند (29) یِ رابطه�ها

Hh = ~Ω(α† α+ β† β + 1),

L = ~ (β† β − α† α). (31)

β† و ،β ،α† ،α ِ بین نابدیه یِ جابه�جایی یِ تنهارابطه�ها

[α, α†] = 1,

[β, β†] = 1 (32)

میشود معلوم این�جا از اند.

Eh = ~Ω (nα + nβ + 1),

λ = ~ (nβ − nα), (33)

ِ مشترک ِ ویژه�بردار هر اند. نامنف ِ صحیح یِ عددها nβ و nα و ،L Hhو یِ ویژه�مقدارها λ و Eh که

میشود نتیجه (33) از میشود. مشخص (nα, nβ) ِ زوج�ِمرتب ی با تا ی ِ طور به L و Hh

Ec = ~ωc

(
n+

1

2

)
, (34)

با ωc است، nβ و nα یِ کوانتم یِ عددها با متناظر Hc ِ ویژه�مقدار Ec که

ωc := |ω| (35)

و است، لُترن سی یِ زاویه�ای ِ بسامد

n :=


nα, ω > 0

nβ , ω < 0

. (36)

نیم می تعریف

ñ :=


nβ , ω > 0

nα, ω < 0

. (37)
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ñ نمیشود. ظاهر ñ و میشود ظاهر nعبارت این در میشود دیده اما میدهد، را Hc یِ ویژه�مقدارها (34)

یِ ویژه�بردارها یِ چندگانه�گ پس نمیشود. عوض انرژی و یرد ب یی نامنف ِ صحیح ِ مقدار هر میتواند

است. بیپایان Hc

در دوبعد) (در است مقید ذره کنید فرض ند. می فرق وض باشد جعبه ی در سیستم این اگر اما

کنیم. حساب را بزرگ یِ ها R در چندگانه�گ معین، ِ n یِ برا میخواهیم باشد. R ِ شعاع به ی قرص

باپایان را چندگانه�گ که است همین و �آید م دست به قید ی ñ ِ ن مم یِ مقدارها یِ برا حالت این در

Hh با متناظر ِ مئثر ِ پتانسیل یِ (انرژی Ueff یِ کمینه از باید Eh که �آید م آن�جا از قید این ند. می

داریم باشد. بیشتر قرص ِ درون زاویه�ای) یِ مختصه ِ جداکردن از پس

Ueff =
L2

2µρ2
+
µΩ2 ρ2

2
, (38)

نتیجه (38) از میدهیم. نشان M با را ρ < R در Ueff یِ کمینه است. قرص ِ مرکز از فاصله ρ که

میشود

M =


|L|Ω, |L| < µΩR2

L2

2µR2
+
µΩR2

2
, |L| < µΩR2

. (39)

داریم (24) از

Ec = Eh − ΩL′, (40)

که

L′ := sgn(ω)L. (41)

میشود (39) یِ رابطه ،L′ ِ حسب بر

M =


|L′|Ω, |L′| < µΩR2

L′2

2µR2
+
µΩR2

2
, |L′| < µΩR2

. (42)

میشود هم L′ بر قید

Ec +ΩL′ −M > 0, (43)



بعد دو در آلفن فان هاس�ــ� دِ یِ پدیده ٨

یا

o(R2) < L′ < µΩR2 + o(R2). (44)

رابطه این ِ دقیق ِ ل ش البته

− Ec

2Ω
< L′ < µΩR2 + o(R2) +

√
2µEcR (45)

میشود نتیجه آن از است. کاف (44) بزرگ، یِ ها R در چندگانه�گ یِ محاسبه یِ برا اما است.

0 <
L′

µΩR2
< 1, R→ ∞, (46)

یا

0 <
~

µΩR2
ñ < 1, R→ ∞. (47)

این به آمده. دست به R → ∞ و ثابت) ِ n نتیجه در (و ثابت یِ Ec یِ برا نتیجه این که داریم توجه

میشود (N ) چندگانه�گ ترتیب،

N =
µΩR2

~
, (48)

نوشت را آن میشود که

N =
S

h2
(2π)µ (~ωc). (49)

ِ مساحت به دوبعدی ای ناحیه در حرکت به مقید آزاد یِ ذره ی یِ انرژی یِ ترازها ِ تعداد همان این

است: ~ωc (n+ 1) و ~ωc n ِ بین یِ انرژیها با ،S

N =
S

h2

∫ E⊥=~ωc (n+1)

E⊥=~ωc n

d2p⊥, (50)

که

E⊥ :=
p⊥ · p⊥

2µ
. (51)



٩ � X1-061 (2009/07/30) خرم محمد

یِشان انرژی ~ωc (n+1) و ~ωc n ِ بین یِ انرژی با یِ ترازها یِ همه ، مغناطیس ِ میدان ِ اعمال با انگار

نوشت. میشود هم ل ش این به را (49) نشده. عوض ِشان تعداد اما شده، سان ی

N =
S |q B|
h

. (52)

بعد دو در پذیرفتاری و مغناطیده�گ 3

یِ برانگیخته ِ حالت اولین یِ انرژی ِ اختلاف که چنان است، کوچ بسیار استوانه ِ ارتفاع فرضکنید

Hf یِ پایه ِ حالت در ذره صورت این در است. ~ωc از بزرگتر بسیار آن یِ پایه ِ حالت یِ انرژی با Hf

ای چنین�مسئله گذاشت. کنار را آن میشود که ند، می رفتار انرژی در ثابت ِ مقدار ی ِ Hfمثل و میمانَد

یِ ترازها ِ تعداد نند. می اشغال بالا به پایه ِ تراز از را ترازها فرمینها صفر یِ دما در است. دوبعدی عملَن

داریم میدهیم. نمایش Y با را اشغال�شده

Y =
N

N
, (53)

[Y ]) داریم پر کاملَن ِ تراز [Y ] یعن این نیست. صحیح کل ِ حالت در Y است. ذرات ِ تعداد N که

یِ انرژی پر. جزىن ِ تراز ی (Y > [Y ] (اگر احتمالَن و است) Y از نابزرگتر ِ صحیح ِ عدد بزرگترین

میشود پایه ِ حالت در سیستم

Ec(N) = N
[Y ]−1∑
n=0

~ωc

(
n+

1

2

)
+N (Y − [Y ]) ~ωc

(
[Y ] +

1

2

)
, (54)

میشود نتیجه (54) از است. پایه ِ حالت در ذره�ای N ِ سیستم یِ انرژی Ec(N) که

Ec(N) = N ~ωc

(
2 [Y ] + 1

2
Y − [Y ]2 + [Y ]

2

)
. (55)

این ،(21) از استفاده با میدهیم. نمایش m(N) با را ذره�ای N ِ سیستم یِ مغناطیس یِ دوقطبی

باشد، H ِ ویژه�بردار |ψ⟩ اگر ⟩که
ψ

∣∣∣∣∂H∂B
∣∣∣∣ψ⟩ =

∂⟨ψ|H|ψ⟩
∂B

, (56)
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و

∂Y

∂B
= −Y

B
, (57)

میشود نتیجه

m(N) = −S q2

π µ
B

(
2 [Y ] + 1

4
Y − [Y ]2 + [Y ]

2

)
. (58)

نیم. می تعریف چنین را سیستم) یِ (پذیرفتاری χ دارد. پرش Y ِ صحیح یِ مقدارها یِ ازا m(N)به

χ :=
1

S

∂m(N)

∂B
. (59)

میشود نتیجه

χ =
q2

2π µ

{
[Y ]2 + [Y ]−

∞∑
k=0

k2 δ(Y − k)

}
. (60)

هموار ِ بخش ی آن از رفتار، این ِ دیدن یِ برا دارد. نوسان ِ رفتار ی دلتاها بر علاو پذیرفتاری این

با χ0 میشود دیده اما نیست. تا ی کار این نیم. می جدا

χ0 :=
q2

2π µ
Y 2, (61)

که دارد را ویژه�گ این

∫
n<Y <n+1

dB χ0 =

∫
n<Y <n+1

dB χ. (62)

تعریف دلتاها) (جز χ از χ0 ِ تفاضل را پذیرفتاری) یِ نوسان ِ (بخش χosc و هموار، ِ بخش را χ0

ترتیب، این به نیم. می

χosc =
q2

2π µ
([Y ]2 + [Y ]− Y 2). (63)

ویند. می [3] آلفن فان هاس�– دِ یِ پدیده پذیرفتاری یِ نوسان ِ رفتار این به
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پانوشتها 4

[1] Heisenberg

[2] Hilbert

[3] de Haas-van Alphen


