
X1-056 (2008/11/28)

������� �	 � 
���

mamwad@mailaps.org ���� ����

�� ������ 	
 �� � 	��������� �� ����� � ������ � ����� ��� � ��� ��� ��

� � �� � � � !"	� � �� � ��� � � �� ���# � � ���� � � � �� ��� �� � � � !"	� �

$�%&� �'��� �( � ��)*+
 � ������� )%

������� �	 � 
��� 1

�� �� ����	
 ��� �� � m � ��� �� � ��� �� �� ���������� ��a� �� ���!" �� �#��$�
%�&�'� (��) V � ������*�� �+�� � (,- �$�! .�

[
(−i �)2

2m
d2

dx2
+ V (x)

]
ψ(x) = E ψ(x), /10

� �1" �� W � 2��- � 3��$- �� 4(5 67�2� ��- ψ 8 9�+�� E 9��1� x ��

ψ =: exp
(
−W

i �

)
, /20

�7"'� /10 �� �#��$�

− i �
2m

d2W

dx2
+

1
2m

(
dW
dx

)2

+ V = E. /30



.�5:��� ;" � <���- =

�� 9�>�? �� �@A� .� �� /�1� ��B C�0 (5 �b� ';�!�� DD&��@�AEB �� �#��$� �#��$� &�
�� �#��$� � 
7� � ���F�� �� �� � �� �#��$� &� 4(5 GH � >�I � #8 �� �@A�
%J���'� K��A� Wn �� � � � <�) �� W � F�� �� �

n �<��? 4���'� � � <�) �� /10

W =
∞∑

n=0

(i �)nWn. /40

%(5 �b� ';�!�� DD&��@�AEB �� �#��$� � 
7� �JE W �� �� �LM�� �;-�� � 
7�

W±
0 (x) =

∫ x

dx′ p±(x′), /50

��

p±(x) := ±
√

2m [E − V (x)]. /60

9&�&HJE

dW0

dx
dW1

dx
=

1
2

d2W0

dx2
, /70

���'� �N��� ��

W±
1 = c+

1
2

ln
(

dW±
0

dx

)
,

= c+
1
2

ln p±, /80

ψsc �� � � �� (;�� .� �� �;-�� �- W � <���- �� �O� �� � 67�2� ��- 4(5 (��P .� c ��
J��� 4J���'� K��A�

ψ±
sc(x) =

1√
p±(x)

exp
[
−c− 1

i �

∫ x

dx′ p±(x′)
]
, /90

&�JE �� 4�Q�� � 
7R � <���- � � .H7� �� �E���� �� �� 
7� &� �8�'� �����
(5 &� JE � � ��7�.H7� � ���$� 4J��7	'� .�5:��� ;" � <���- <���- &� �� �I�R
GH � >�I � �8� �� �@A� � �-.H7� � ��R GH � >�I � #8 �� �@A� /30 �� ��

' $� &� 4�Q��



S X1-056 (2008/11/28) '��R �A,�

�

∣∣∣∣dpdx

∣∣∣∣ � |p|2. /100

4(T�� �2� ��B C� �� �7"'� � �E&�

������ �� ����� 2

� >�I �E�U�� &� �� �7H 9(��� ��V�� /100 9(W	��� �� �E�U�� �� �� (5 &"8�

� 
7� JE .�5:��� ;" � 
7� �E�U�� &� � >�I �� X* 4�7"'� �LM /100 � (5�
��� �� � ���� � <���- 9x1 ��B C� (W	�� � �� �U�� .� � >�I �� 4(��� � 
7R
%J�&�'� <���- �FRY��(� 5� � 2��- .� �� � ������* �� �+�� ��)�� &� �� 4J���'�

V (x) ≈ V (x1) + a1 (x− x1), /110

��

a1 :=
dV
dx

(x1). /120

J���

V (x1) = E. /130

�7"'� /10 <�-�- &� ��

− �
2

2m
d2ψ(x)

dx2
+ a1 (x− x1)ψ(x) = 0. /140

� ��Z������Z- ��

u :=
(
−2ma1

�2

)1/3

(x− x1), /150

�7"'� /140

d2ψ

d2u
+ uψ = 0. /160

�� � � )� � � � ( 5 � O�  � � ' L  � �� u 4/�3� ��B C �0 ( 5 �c� �� �� �� �#�� $ � & �
� /160 � 
7� �[ X* 4�7" .H7� ���� 67�2� ��- ��)�� &� �� 8 9��N��� �\�.�5:�

%�7"'�� ]�^� 'L � �� �E u �� �� J���	'�



.�5:��� ;" � <���- _

ψ = c′ Ai(−u), /170

4(5 (��P .� c′ ��

������ � ����
� 3

9( 5 �( T�Q7 R � � � �� � * �� �+� � 8 �� $ �!. � ��  �� 1 � * �� � ` T � ( V8
�I�R &�JE �� 9��(��� &	�;- ���� �� �Ea#�) �� �O� �� �&�@�AE �� �E�����b�8

� 67�2� ��- 4/�4� ��B C�0 (T�	 �c��) � �Ea#�) &� �� �O� �� �� �E67�2� ��- �7"'�
&� �� ��7E7� � �d ^� �� �c��) � �d ^�0 (R�5 /90 �� �E
7� � �7"'� � �c��)
� �8� �� ��)�� �� �� 
7� &� �� J�e�'� <�-�- &� �� 4/(5 
7� JE �E
7�

4��N��.�5:� �� ��)�� �� 8 (W	��� �� �U��

ψsc(x) =
c1√
p+(x)

cos
[
φ1 +

1
�

∫ x

x1

dx′ p+(x′)
]
, /180

4�� �7R
#� '� �E(��P φ1 8 c1 ��
J��� �3� � 4J�&�'� �e��� ]�^� �� �E u �� � �� � /170

Ai(−u) ≈ 1√
π
u−1/4 cos

(
2
3
u3/2 − π

4

)
, u� 1. /190

9X*

ψ =
c′√
π
u−1/4 cos

(
2
3
u3/2 − π

4

)
, u� 1. /200

8 9(5 ��V�� /110 JE 9(5 ��V�� /100 JE �[ �� �� J���	
 ��� �� � � ��)�� #�)
�7"'� /100 4(5 ]�^� u JE

�m |dV/dx|
{m [E − V (x)]}3/2

� 1. /210

�7"'� /210 9(5 ��V�� /100 �� &� � f�T ��

�√−ma1 (x− x1)3
� 1. /220

' $� &� ��



g X1-056 (2008/11/28) '��R �A,�

u−3/2 � 1. /230

&� �� ' $� �� /110 4�� � �JE u � ��7�]�^� 8 /100 �� ���V�� 9/110 � h�" �� X*
Y�� �� �8� � c�W� � ���" �� �E�@A� � �7"'� ������* �� �+�� � F�� �� � �� (5
� x1 �- x �� ��M�T �� (5 &� �Q�� 
7R <���- &� �� &� � h�" 4��Q7* JWH
� ��$� � (W	����� �U�� 4�Q�� �-.H7� ����� x1 �- ��$� � (W	����� �U�� �� ��M�T

�7"'� /110 <�-�- &� �� 4J���'� ��W� x2 ��

|x− x1| � |x2 − x1|. /240

�� (5 &� 9� /240 JE 8 ��B8[ �� � /220 JE �� �Q�� � x �� &� � h�"

m |a1| |x2 − x1|3
�2

� 1. /250

���� /200 8 /180 � (5� �� �E>�I a�7M &� �� 4(5 ��V�� h�" &� J�&� f�T
�� � ������* �� �+�� �� �FRY��(� 5� � <���- �7"'� JE p+ �� �;5�,� �� �� 8 ��

�7"'� �N��� 4��� ���

p+(x) = |2 �ma1|1/3 u1/2. /260

��&� �

ψsc(x) = c′′ u−1/4 cos
[
φ1 − 2

3
sgn(a1)u3/2

]
, /270

� � �F�� &� � (5� � >�I �� ���� � � 4(5 (�� P .� c′′ 8 (�:i � 2 �� - sgn ��
�7"'� �N��� /200 � (5� � >�I

φ1 = n1 π +
π

4
sgn(a1), /280

4(5 j�,M ��i .� n1 ��
.� [x1, x2] �� 9J���'� ��� �� x2 8 x1 � (W	��� �� �U�� 8� �� �� � /280 �� �F��
������* �� �+�� � �-]�^� �+�� ��)�� &� �� �7H 4(5 ��N��.�5:� �� ��)��

9X* 4(5 (;C� x2 �� 8 'L � x1 �� ������* �� �+�� � c�W� 9(5



.�5:��� ;" � <���- k

φ1 =n1 π − π

4
,

φ2 =n2 π +
π

4
. /290

(W	��� �� �E�U�� � �8� �7"'� �7@$� 9����N� /180 �� �� � #Y��5 �JE �� �&B A?
9��N��.�5:� �� ��)�� �� 8

ψsc(x) =
c2√
p+(x)

cos
[
φ2 +

1
�

∫ x

x2

dx′ p+(x′)
]
, /300

�7"'� /180 �� &� �� ���	��5 � h�"
[
φ2 +

1
�

∫ x

x2

dx′ p+(x′)
]
−

[
φ1 +

1
�

∫ x

x1

dx′ p+(x′)
]

= k π, /310

�7"'� �N��� ��&� � 4(5 j�,M � ��i k ��
∫ x2

x1

dx p+(x) =
(
n+

1
2

)
π �, /320

4��X�7�'� JE &�&H � /320 4(5 j�,M � ��i .� n ��
∮

dx p(x) =
(
n+

1
2

)
h. /330

9E %(5 E � 2��- �F�� � GH � >�I 4(5 �d� �@T�����! DD��! � Q(�7� � h�" �JE &�
� E � ���� /330 9<�-�- &� �� 4(W	�� � �� �E�U�� �� JE 8 �7"'� �E�O p �� JE

4���'� (5� �� n �� �J��7� � ��i � <�) ��
�� �FRY��(� 5� � <���- � ���L�5 �� 4("7� n � <�) �� �7"'� JE � /250 � h�"

�� (5 &� �N��� 4�� &�Al- �7"'� � /320 � GH � >�I 9V
∫ x2

x1

dx p+(x) ∼
√
m |a| (x2 − x1)3. /340

�� �7"'� ��JE /250 <�-�- &� ��

n� 1. /350

4(5 �;�$� ]�^� �� �J��7� �� �E��i �� �� .�5:��� ;" � <���- ' $�



m X1-056 (2008/11/28) '��R �A,�

��!��" 4

[1] Herbert Goldstein, Charles Poole, & John Safko; “Classical mechanics”,

3rd edition (Addison Wesley, 2002) chapter 10

[2] Jun John Sakurai; “Modern quantum mechanics”, (Addison Wesley, 1995)

chapter 2

[3] Milton Abramowitz & Irene A. Stegun; “Handbook of mathematical func-

tions”, (Dover, 1970) section 10.4

[4] Ramamurti Shankar; “Principles of quantum mechanics”, 2nd edition

(Plenum, 1994) chapter 5

#�$ �� ��%�� 5

[a] Schrödinger

[b] Hamilton-Jacobi

[c] Airy

[d] Bohr-Sommerfeld


