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��� MG �� �P� �� �$a% &�'�(� �� �)* �� ����QN3���#�
��� ��� �R? ����QN3���#� 2� �'�� ����QN3���#� �� ��@��
#5 � ���C� 2� E�*
	� �� �=����� � 
��� �� � ���� 
���� M�#� 9 
 ��� S9�@ +�CC� �� ��T��F

���@�� !"#� 
��� MG �� �P� �� �$a% &�'�(� �� �)* �� ������ � �7;=U

 ��� V��,. ���� �R? � �@�4� 	� O � � E�*

Re(O) :=
1
2

(O† + O),

Im(O) :=
i

2
(O† − O). +1�

9 ��� ������ Im(O) 9 Re(O) 2� ��� :@9�

O = Re(O) + i Im(O). +2�

�
 ��� V��,. ;�@ :�� 2� �� O �� ��@��
#5 � ���C�

〈O〉 := 〈Re(O)〉 + i 〈Im(O)〉. +3�

3�7MG �� @�� �R? � �@�4� 9� O2 9 O1 �7� �V��,. :�� �� ��@�� 3��� �73���2�

〈O1 + O2〉 = 〈O1〉 + 〈O2〉, +4�

3�7MG ��@�� W(�"� � ��U 	� α 9 �R? � �@�4� 	� O �7� 9

〈α O〉 = α 〈O〉. +5�

V��, . ���� $a% &�'� ( � �� �)* � ��L ����� �� 2�� N 	� {ei | i} � � E�*

 ���
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ρk j := 〈ej e†k〉, +6�

�� �� ρ �� �R? � �@�4� �>MG �� 9

ρ := ρj k ej † ek +7�

Y��� {ei | i} � M�79� �� 2��N {ei | i} 2� �
 ��� V��,.

ek ej = δk
j . +8�

�� O �� �R? � �@�4� �� ����.�� �� ���< U

O =: Oj k ej e†k +9�

��@�� 2L�� +6� 9 2R��� :�� �� ����@�� V��,.

〈O〉 = Oj k ρk j . +10�


���� ���

tr(O ρ)= Oj k ρl m tr(ej e†k el † em),

= Oj k ρk j . +11�

��@�� Z�(,� +10� �� 2R��� :�� �� 2���C� ��

〈O〉 = tr(O ρ). +12�

�� ���� !"#� � ��QN3���#� �� �� ��@��
#5 � ���C� �ρ � M���!"#� �� 6N
	� �� �=����� � 
��� �� � ���� �T.�. :�� 2� ���G�� ��� 2� +12� �� +10� �� [0�9
:�� 2� ���@�� !"#� 
��� MG �� �P� �� �$a% &�'�(� �� �)* �� �R? � �@�4�
	� ��� 
��� 9� � ���� 2� ��� :@9� +12� �� �� ��7�� ���45 � 6��.�� �@�4�
2� �\� M�#�� ����QN3���#� �� ��@��
#5 � ���C�� ��� M��	� +$a% &�'�(� �� �)*

��@�� M��	� 
���9� :�� �� �P� �� �� ���456� ��.�� �7� �] . 9 �7� �+��� ����� �\�
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�>:�� �� ���� �CC� +��QN3���#� 	�� ������ � �@�4� 	� �� ��@��
#5 � ���C�
��@�� 2L�� +3� �� 9

〈O†〉 = 〈O〉, +13�

�+6� �� 3��_��� �� 9

ρk j = ρj k, +14�

���� ������ ���45 � 6��.�� ����� M�#� 2�

� ;�@ 2� �� ����QN3���#� � ,�� ��9QL� �� ����QN3���#� �� ��@��
#5 � ���C�
&�'�(� �� �)* �� �_K�� � ����� 	� v �7� ���� �_ ��� +��� ��QN���#� 	� O 2� �O2

� V��,. �� Prv � �@�4� ��@��

Prv :=
1

〈v, v〉 v v† +15�

2� ��@�� 3��� �73���2� [0�9 �� ���� S�� :�� ��

Prv Prv = Prv, +16�

9 ���� ` �*� Prv � ,�

Pr†v = Prv. +17�

���� ��9QL� � ��QN3���#� Prv M�5

tr(Prv ρ) ≥ 0. +18�


���� ���

tr(Prv ρ) =
〈v, ρ v〉
〈v, v〉 . +19�

�v � ����� �� �� ��� 2� ��@�� 2L�� �>:�� ��

〈v, ρ v〉 ≥ 0. +20�

���� :,�2� '@ � �'D� ���45 � 6��.�� � ,�
�6N ���� 	� ���=� � �@�4� �� ��@��
#5 � ���C� �Z�L����
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tr(ρ) = 1. +21�

2� :�� � E�* �� �
 � 2Kb?

�+�CC� �� ��T��F ��� ��� �R? ����QN3���#� 2� �'�� ��@��
#5 � ���C� 1

���� �CC� ����QN3���#� �� ��@��
#5 � ���C� 2

���� �_ ��� ��9QL� �� ����QN3���#� �� ��@��
#5 � ���C� 3

���� 	� ���=� �� ��@��
#5 � ���C� 4

� 6��.�� 9 c��@�� !"#� ���45 � 6��.�� 	� �� 
��� �� � ���� ��@�� 2L��
���� 	� � �� �� :,�2� '@ � �'D� �� ������ � �@�4� 	� ���45

�
��� �� ������ � ���� �� ������ 2

:�� �� �����C�3d�9 ����� ;��� � V1 6N ���� ������ � �@�4� ���45 � 6��.��
���45 � 6��.�� 2� :�� �� �
���� M�#� Di �� �� λi �� �72��7� 5 9 ��� λi �� �� �@�4�

��@�� 2L�� ���� 	� MG � �� 9 :,�2� '@ � �'D�

∀ i : 0 ≤ λi ≤ 1,

∑
i

Di λi = 1. +22�

�� �P� �� �� ���456� ��.�� �� �����C�3d�9 �7� ���� !��? 
��� 	� � ���� 
��7��
�� 2� ��@�� 3��� �73���2� ��@�� 2��4� 	� � ���C�3d�9 9 �� @�� �_K 9 	� ���� MG

���� :��

ρ = Prv, +23�
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+23� �7� 2� ��� :@9� �6�U �� ���� 	� � ���C�3d�9 �� �P� �� ρ � �����3d�9 v 2�
�P� �� � �����3d�9 9 ���� 	� �� �72��7� 5 �� 	� ρ � �_K�� � ���C�3d�9�] . ��@�� ���0��

��� MG � ���� 
��7�� ��@�'� !��? 
��� 	� � ���� �7� ���� v 
� MG ��
�� 2>�� �� �=� � ��,� �H�("� 9 !��? � ���� � V��,. :�� 2�'�� ���� H�("�

�����=� Hb�?�
�� f�7 �� 2U�=L���� 	� g�h 2 ��� 2� ���4� �\� �� �� f � ���C��CC� � [�� .
2�@� �� �� ��� 2� �7� ���� 9�� [��. :�� 
��7�� ���� �CC� �� �R? �� �)* 	�
9 i��=�� �� xi 2� xi �� 2�@� �� 9 �	� � S�=L� �� αi �� �_ ��� 9 �CC� �� ����U

���� f �� 2 ��� � �)U

f

(∑
i

αi xi

)
≥
∑

i

αi f(xi). +24�

MG +24� �� �9��. �� ����0�� �� ��� �*�� 9 Z�j � H�@ �7� ���� 9�� �B��� f 
��7��
�� @�� �_K 2C� 9 �@�� 	� �� αi �� � 	� 2� �@��

2� ���� [0, 1] �� 2 ��� �� 9���B��� � [��. 	� f � � E�*

f(0) = 0. +25�

2� ��� :@9� &��K :�� ��

(0 ≤ λ ≤ 1) ⇒ f(λ) ≥ λ f(1), +26�

��@�� 	� �� �_K λ 2� ��� ���0�� � �09 �] . 9 � �09 �9��. 9
9 ���� MG +� i��=��� �� �����C�3d�9 �� λi ���� ���45 � 6��.�� 	� ρ � � E�*


���� ���� λi �� �72��7� 5 Di

tr[f(ρ)] =
∑

i

Di f(λi),

≥
∑

i

Di λi f(1),

= f(1), +27�
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� � 	� ρ � � _K� � � ��� C �3d �9 � ]  . 2 � ��� ��� 0� � � �09 � ]  . 9 � �09 �9�� . 9

� V��,. �� �: 5
� ��@�� 	� �� �72��7� 5

D :=
∑

i

Di, +28�


���� +��� $a% &�'�(� �� �)* � �,�- D�

1
D

tr[f(ρ)] =
∑

i

Di

D
f(λi),

≤ f

(∑
i

Di

D
λi

)
,

= f

(
1
D

)
, +29�

2�� �@�� 2�@�� ���C�3d�9 	� WC* ρ 2� ��� ���0�� � M��� WC* 9 � M��� �9��. 9
�+��� D−1 �� �����

ρ 9 ���h9G�� � � �� +25� 2 � �@� � [0, 1] �� 2  ��� � � 9� ��B�  �� � [ �� . 	� f � 7� 6N
��@�� 
��� 	� �� �P� �� �� ���45 � 6��.��

tr[f(ρ)] ≥ f(1), +30�

�: 5
� ��@�� !��? 
��� � ���� 2� ��� ���0�� � �09 WC* 9 � �09 �9��. 9

tr[f(ρ)] ≤ D f

(
1
D

)
, +31�

��@�� 	� �� T�� �� ���45 � 6��.�� 2� ��� ���0�� � �09 WC* 9 � �09 �9��. 9
Y��� V��,. +sf� Hb�?� �� 2>�� 	� ��@�� j�� �� ���73d�9 �� f �� �� �P� ��

sf := tr[f(ρ)] − f(1). +32�

MG ���� :��.H�("� ���� �.H�("� 
��� � ���� ��@�� �.l�i� ��U :�� 25 ��
�] . 9 �7� ��� !��? 
��� � ���� ��@�� 	� �� T�� �� ���45 � 6��.�� 2� ���
9 ���� :��.H�("� ��� ����� �72��� f 2� ��,� :�� 2� ��� :@9� ��@�� �_K sf �7�

��(� � ��12� ������� �72��� f 2� !��? �� ������
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0 ≤ sf ≤ D f

(
1
D

)
− f(1), +33�

A�=,� � ��"��� 	� ����� :��.H�("� 9 !��? �� ������ �� ��� �P� �� ��9� 2�
Y��� +S� �N���� � [��. f �� ���

S(x) := −x ln x. +34�


���� 9 ���� �_K S(1) 9 S(0)

0 ≤ sS ≤ D ln D. +35�

���� ���0�� v � �_K�� � ����� 	� �� ��� 2� +23� ��@�� !��? � 
��� � ���� �7�
�O � ��QN3���#� �� �� ��� 2� ��@�� 2L�� 6N

〈O〉 =
〈v, O v〉
〈v, v〉 . +36�

� � �� � [ 0�9 �� ��� � ! "#� 
 � v � ���� � � � �� @�� �� 
 � �  � � � �� � �  , � : ��
!"#� $a% &�'�(� �� �)* �� ��,�-	� �� �R? �� �)*��� 	� �� � 
���: 5

���@��

���� ��@�� H�("� 
��� � ���� �7�

ρ =
∑

i

λi
vi v†i
〈v, v〉 , +37�

� � λi 9 �+ρ� 
 � �  � �� � �� 4 5 � 6 �� .� � +� � �� , � �� �� � ����� �3d �9 � � vi 2 �
�T.�. :�� 2� ���� �P� �� �� �����C�3d�9

〈O〉 =
∑

i

λi
〈vi, O vi〉
〈vi, vi〉 . +38�

�� ;�#�� ��� � 
��� �� ��@��
#5 �� �����C� � 2'@ ��@��
#5 �� �����C� :��
�� λi � ��� 9 ��� vi � ����� �� �P� �� � !��? � ���� �� Z -i � �n i> 2� ��n i> :�� 5

������ ;�#. �� 
���
�� Z -i � �n i > 2 � � @� � 3� @ 2 � ?� � �n i > : ��  5 �� � 
 � �  � � 7� �6 � U � �

� ���C� 3�7MG ������ �� 
��� �� λi � ��� 9 �@�� vi � ����� �� �P� �� � !��? � ����



o X1-030 (2005/04/12) ���? �=J�


��� �� ���45 � 6��.�� 6N ���G�� ��� 2� +38� �� O � ��QN3���#� �� ��@��
#5
:=� �� @�� ���,�� �� vi ��� Z�j ���� :�� �� 2� 
���� 2>�. ���� +37� � ;�@ 2�
2� ��� �*�� �@�� 	� M�@� S�=L� 9 � @�� 	� �� �.l�i��� 9 ��_ ��� ��CC� �� λi 2�
�� @�'� ���,�� �� vi �7� 2�'�� ��@�� 2�@�� �� ���45 � 6��.�� �� ���73d�9 +37� �� ρ

�� +37� � ;�@ 2� ρ � V��,. �� ��� ρ �� �����C�3d�9 �� λi 9 �������3d�9 �� vi �4��
�� `�h �i>� 2� �*�7 
��� 	� �� ���45 � 6��.�� � V��,. � S9�@ �� 2RC� �@��
�.	� +37� � ;�@ 2� ρ � :�@�� �� @�'� ���,�� �� vi �7� �B =F ���� !��? �� ������

����

�
 ! 3

�� � � vi � �� +37� �� 2 � ��� : �� 3�� 	 � �
 � �  � � � �� � � A�J . �� ���� � �� �� �

� ���� � �� @� � ! �� ? � 
 � �  � � � �� � � 7� 2 � 
   � 2 >� . 9 S9� @ +3�� " �A�
Y������ A�J. $b% �4�  ���-@p �� 2���,� �� MG � ���� �� 3�  �!"#�

v(t0) → v(t) = U(t, t0) v(t0), +39�

�. t0 � M��� �� A�J. �� ����� � �7;=U U(t, t0) 9 t � M��� �� 
��� � ���� v(t) 2�
Y�@�� �(����_�� � ;�@ 2� ��@�� �� j�� �� 2R��� ���� t � M���

i �
dv(t)
dt

= H(t) v(t), +40�

Y��� 
��� �� � �(=� H 2�

i �
∂U(t, t0)

∂t
= H(t)U(t, t0). +41�

��@�� 2L�� +39� 9 +37� ��

ρ(t) = U(t, t0) ρ(t0)U †(t, t0), +42�

��(����_�� � ;�@ 2� ��



���45 � 6��.�� qr

i �
dρ(t)
dt

= [H(t), ρ(t)]. +43�

� ;��� �� ��� �� � /�#� �	�b� � 	���� �� 2� ��� S9�@ �>:�� �� 
� ��@��
MG 	����
����� �� &��'U :�� �� 2=>�. ���� �_K ��* �� �)* �� ������ �� ���45

Y��� ���s $c% l���Mi��h � ���<. �� ���45 � 6��.�� 2� ���

ρH(t) = ρH(t0). +44�


���� ���

ρH(t) := U †(t, t0) ρ(t)U(t, t0). +45�

���@�� 2L�� +42� �� 2R��� +45� 9 +44� � T��. ��
Y� ��=� E�U �� Hb�?� �� 2>�� 
��� � A�J. ��@�� 3��� �73��� 2�

tr{f [ρ(t)]}=tr{f [U(t, t0) ρ(t0)U †(t, t0)]},
=tr{U(t, t0) f [ρ(t0)] U †(t, t0)},
=tr{f [ρ(t0]}. +46�

"#$� 4

� `L  � �� �
   �� � S9�@ ρ �� �� � +3�� " �A� �� � � vi � �� +37� � ; �@ �� 
 � �� �

� A�=��� �� ��@�� !"#� vi � ����� �� 2� 
��� �� � `"� �O � ��QN3���#�

Pa i :=
〈vi, Pra vi〉
〈vi, vi〉 +47�

� ���� 2�

va i := Pra vi +48�

�>:�� �� ��9���
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O =
∑

a

oa Pra, +49�

� � �P�  � � O �� �)*3d �9 � � ` �*� Pra 9 �� �� O � i �� = � � �� �����C �3d �9 � � oa 2�

���� ���� oa � ���C�3d�9

Pr†a = Pra,

Pra Prb = δa b Pra,∑
a

Pra = 1. +50�

���� va i � ���� �� 
��� �� Pa i λi � ��� �`L � �� 6N ��@�� Z�(,� T.�. :�� 2�
��@�� 2L�� �
���� M�#� ρ′ �� �� `L � �� 6N ���45 � 6��.��

ρ′ =
∑
a i

Pa i λi
va i v†a i

〈va,i, va i〉 ,

=
∑
a,i

λi
Pra vi v†i Pra

〈vi, vi〉 , +51�

��

ρ′ =
∑

a

Pra ρ Pra. +52�

� � λj �   � E� * �
   �� � � ��� � �� 
 � �  � � Hb � ?� �� 2 >�� � � ` L  � � � s�
Dj � ����� λj � ���C�3d�9 �� �P� �� ρ �� �)*3d�9 � �,�- 9 ���� ρ � i��=�� �� �����C�3d�9


���� ����

tr[f(ρ)] =
∑

j

Dj f(λj). +53�

2� ��� :@9�

ρ =
∑

j

λj Prj , +54�

: �� � �` �*� : �� ���� λj � ��� C �3d �9 � � �P�  � � ρ �� �)*3d �9 � � ` �*� Prj 2�
������ �� ���73d�9



���45 � 6��.�� qO

Pr†j = Prj ,

Prj Prk = δj k Prj ,

tr(Prj)= Dj∑
j

Prj = 1. +55�

E�* ���� ρ′ � �����3d�9 MG �� �)U� 2� 
��7�� ��L ����� �� 2��N 	� �� {e′k | k}

���� ���� 3�@ V��,. [0, 1] �� 2� ��� 9���B��� � [��. 	� f � �

tr[f(ρ′)] =
∑

k

f (〈e′k, ρ′ e′k〉) ,

=
∑

k

f

⎛
⎝∑

a,j

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉λj

⎞
⎠ ,

≥
∑
k,a,j

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 f(λj),

=
∑
a,j

tr(Pra Prj Pra) f(λj),

=
∑

j

Dj f(λj), +56�

��>MG �� 9

tr[f(ρ′)] ≥ tr[f(ρ)]. +57�

2� 3�@ 3��_��� :�� �� +56� ��

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉= 〈Prj Pra e′k, Prj Pra e′k〉,
≥ 0, +58�

9
∑
a,j

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 1. +59�
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�7� �] . 9 �7� ��� ���0�� �9��. �+57� �� 2R��� ��

∀ (j, k) :
∑

a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 0 ∨ 1. +60�


����

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉=
∑

a

〈Prj Pra e′k, Prj Pra e′k〉,

≤
∑

a

〈Pra e′k, Pra e′k〉,

=
∑

a

〈e′k, Pra e′k〉,

= 〈e′k, e′k〉,
=1, +61�

2� ��� ���0�� � M��� WC* 9 � M��� �9��. 9

∀ a : Prj Pra e′k = Pra e′k. +62�

��4�� �� �� ��
∑

a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 ≥ 0, +63�

2� ��� ���0�� � M��� WC* 9 � M��� �9��. 9

∀ a : Prj Pra e′k = 0. +64�

� ,� :��

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 1 ⇔ (∀ a : Prj Pra e′k = Pra e′k),

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 0 ⇔ (∀ a : Prj Pra e′k = 0). +65�



���45 � 6��.�� q^

�a �� 9� ���� � t�1 �� ��&��'U M��[=> ��

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 1 ⇒ Prj e′k = e′k,

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 0 ⇒ Prj e′k = 0. +66�

��@�� 2L�� +66� 9 +65� ��

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 0 ∨ 1 ⇒ (∀ a : Prj Pra e′k = Pra Prj e′k). +67�

�6N

(
∀ k :

∑
a

〈e′k, Pra Prj Pra e′k〉 = 0 ∨ 1

)
⇒ (∀ a : Prj Pra = Pra Prj).

+68�
�7� ��� ���0�� �9��. +57� �� �T.�. :�� 2�

∀ (a, j) : Prj Pra = Pra Prj . +69�

�B =F ���� ���0�� �9��. +57� �� 9 ��� ����� ρ 9 ρ′ ��@�� ���� +69� �7� 2� ��� :@9�
�>2��> 
� �� ρ 9 O �7� �6�U �� 9 ���@�� �>2��> 
� �� ρ 9 O ��@�� ���� +69� �7�
f �7� 2� :�� 2L�� �+��� ρ � [��. Prj 9 O � [��. Pra M�5� ��� ���� +69� ����@

3�7MG �3�@ V��,. [0, 1] �� 2� �@�� 9���B��� � [��. 	�

tr[f(ρ′)] = tr[f(ρ)] ⇔ ρ′ = ρ ⇔ [O, ρ] = 0. +70�

��%&'� 5
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