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∑
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pijQj. 915:
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1
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�& � 
�.��3 � 4��!
� /��!
�����"#� � $�%�
�& v

= −
∫

V

d3r α∇2Φ +
∑

i

αi

(∫
Si

dS
∂Φ
∂n

−Qi

)

+
1
2

∫
V

d3r ∇α · ∇α. 919:

� �-+ � �=@A 
!: ���W �� �� 918: � 917: � 
��-��� ��
� Φ �5	�� �b��� 
A)�� '�
�� *�� )	�� /���� � 5� '� �9�5	 �01 U � ���C!

U(φ+ α) − U(φ) =
1
2

∫
V

d3r ∇α · ∇α. 920:

α O�51)�� �� ��	
� �01 α � a�7� �� �W ��� /*�� *�^� O�
�E )�� � *��� � j�B
�*�� �01 
A �@� /�5	�� �01 *�
2��� �� �5N � /*�� *�
M

�

� � �
 ! �W � /L� � ��� e�� ! L� �� �� � � �
 ! �� � � � 
�� �,H � �� �
`*�� ��!
�����"#� � w���

W (φ) :=
1
2

∫
V

d3r ∇φ · ∇φ,

=
1
2

∑
i

Qiφ
i,

=
1
2

∑
i,j

pijQiQj . 921:

�*�� ��
T�� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� �9 �� ����

'� 1 � $d� /*�� �8���
A�� � ��,H '�  x
+ � *#
\ _H�� �� ��,H )�� ��	
��

L���5+�� �L��� ���C! �� 
�
�
�� � �
� ���� ��� /�W � L�T�%� � O
�M� � ��� �I3J � _A��
L���� �L���W *�� �� �� 
��
�����C! )�� �� *�%� W � a�7�

δW =
∫

V

d3r ∇φ · ∇(δφ),

=
∑

i

∮
Si

φ
∂(δφ)
∂n

,

=
∑

i

φiδQi,

=
∑
i,j

pijQjδQj . 922:

���� � 5� '�
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δW =
1
2

∑
i,j

(pij + pji)QjδQi. 923:

4& ���� *��� G�5[�Z� 
� δQi � 
� Qi � �'� �� �-����� )��

pij + pji = 2pij , 924:


�

pij = pji, 925:

�*�� ��,H � L"\ �
@� ��
�

�*�� )� � � *�^� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� �10 �� ����

φ � a�7� �� ���� �5A� �� 
A G
8�W /�	
� �01���z 
� Qi '�  �� L�*� �� �8� ��	
��

W 4& �9*�� Qi � ����� Si � �� a�7� � �5@E � �0=F� � Z������ �5N: *%�� �01
�*�� *�^�

�

���� *�^� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� � �-H � 
��d�E �11 �� ����

/��� �
��� 
�
�
�� � �@� �� �: Qi = Qδj
i L����� $�H � ��,H �� *�� ��
� ��	
��

�W '� � /pjjQ2 > 0 �5	�� �b��� �9j � 
�
�� >A

pjj > 0. 926:

�

� ��T� � /�	
� Q �= 0 � ����� 9j � 
�
��: 
�
�
�� '�  �� � �
� �8� �12 �� ����

�*�� �0��
� V �� Qφ /��	
� �
��� 
�
�
��
L���� ��	
��

Qi = Qδj
i . 927:

�L����� e�� ! )��N �� φ̃ � _�
! /φ � �"���"#� � $�%�
�& 
� �;
���

φ̃ := φ H(Qφ), 928:



*���; � 4��!
� � /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� /��!
�����"#� � $�%�
�& {|

�� � �� φ̃ � ���T� �� *�� )	�� �*�� 9�\�� � �=&: IdJ ��
�5�� � _�
! H �W �� ��
�5	�� �b��� 
A)�� '� �pjj > 0 /11 � ��,H � l
�� �� �*�� *�
M 
�
��

Qφj = Q2pjj > 0, 929:

�5	�� ]5= � �W '� �

φ̃j = φj . 930:

L���� ������� ��� �� �� 927: � 
� Qi 
� /916: � �-��� �� U � � �
!

U(φ) − U(φ̃) =
1
2

∫
V

d3r (∇φ · ∇φ−∇φ̃ · ∇φ̃). 931:

�5	�� �b��� �*�� ����� φ̃ 
� φ �W �� �� *�� V � �E5@b���' �W V ′ ���� ���

U(φ) − U(φ̃) =
1
2

∫
V −V ′

d3r ∇φ · ∇φ. 932:

� j�B 
�� �φ̃ = φ �� �W ��� /*�� �0�� c
� � O�
�E � pN � j�B ��58�� 8 � ��,H
� ��	
� �01 ��
� c
� � �-��� � j�B�� 4& �*�� �0��
� *���

φ̃(r) = φ(r), r ∈ V. 933:

�� � )��

Qφ(r) ≥ 0, r ∈ V, 934:

�*�� ��,H � L"\ ��
�

���� *�^� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� � 
��0=F� � �@� �13 �� ����

� 
��d�E /11 � ��,H � l
�� �� �L���8�� 9Q �= 0 
�: 927: � $^� �� Qi ��	
��

)�� �� �*�� �0��
� V � ��\
� �� Qφ L������ 12 � ��,H '� ���� *�^� p � �-H
�� Qφ �5N �k �= j �� /Qφk = 0 ���� ��� �*�� �0��
� L� Qφi �5	�� ]5= � .�!�!

L���� /*�� �0��
� V

Q
∂φ

∂n

∣∣∣
Sk

≤ 0. 935:
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��
� 9*�� *�^�
� ��: G�Z������ 4& �*�� �01 �� /QQk �5	�� pN � j�B � Z������
`�	
� �01

∂φ

∂n

∣∣∣
Sk

= 0. 936:

 �
� V ∪ Vk � ��\
� �� )����
�� �*%��  �
� 9�W � '�� �: Vk � ��\
� �� �� � )��
� �-T� �� � �� Qφ 4& �*�� �0��
� ��\
� )�� �� Qφ /12 � ��,H �� 
�� ������ �5A�
7 � ��,H '� � /�5	�� � 35� � ���@� 9*�� V ∪ Vk � ����� � �-T� �� ��: Sk

� $�%�
�& 
�� �*�� 9�01: *�
M V ∪ Vk � $� �� �"���"#� � $�%�
�& �5	�� �b���

� l
�� �� �� /pjjQ 
� *�� ����� 9*�� V ∪ Vk � ' �� '�  R[� ��: Sj � �� �"���"#�
)�� �� �*�� G�5� *���
� /*�� �01 φk �� ��� )�� 4& �*�� �01�� �z 11 � ��,H

/.�!�!

Qφk > 0, 937:

�5	�� �b��� 
A)�� '� �

pkj > 0, 938:

�*�� ��,H � L"\ �
@� ��
�

� ��T� � /�	
� Q �= 0 � ����� 9j � 
�
��: 
�
�
�� '�  �� � �
� �8� �14 �� ����

�*�� �0��
� V �� Q(φj − φ) /��	
� �
��� 
�
�
��

� $"	 �� �
� )�� �� φ̃ ��	
��

φ̃ := φ H(Qφj −Qφ) + φj H(Qφ−Qφj) 939:

�*�� 12 � ��,H � O
�M� 
� ��
7� nD �
� O
�M� � ��T� �L����� e�� !
�

� �0=F� '� /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� � �-H�� �z � �0=F� �� �15 �� ����

�*�� �!�N5� 4��!
� � �5�� �
@� � �-H
�� Q(φj − φ) L������ 14 � ��,H '� �L���8�� 9Q �= 0 
�: 927: � $^� �� Qi ��	
��



*���; � 4��!
� � /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� /��!
�����"#� � $�%�
�& {S

��� �*�� �0��
� L� Q(φj − φi) �5	�� ]5= � .�!�!)�� �� �*�� �0��
� V � ��\
�
L���� /*�� �0��
� V �� Q(φj − φ) �5N �k �= j �� /Q(φj − φk) = 0 ����

Q
∂φ

∂n

∣∣∣
Sk

≥ 0. 940:

�*�� 13 � ��,H � O
�M� 
� ��
7� nD �
� O
�M� � ��T�
�

#�$�% �  ��!�� 3

�*�� ��6&����� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� �16 �� ����

)�� �*�� )� � � *�^� $�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� ��58�� 10 � ��,H ��	
��

$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� 4& /��� *�^� �W � 
����T�GQ�� � �@� ����� �b���
�*�� ��6&����� )����
�� � /����� �01 � ���T�GQ��

�

`���58�� *���; � 4��!
� /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� � ����� ��

Qi = Cijφ
j . 941:

�*�� )� � � *�^� � ��
T�� *���; � 4��!
� �17 �� ����

�*�� 10 � 9 � 
���,H � L�T�%� � �b��� ��,H )�� ��	
��

�

���� *�^� *���; � 4��!
� � �-H � 
��d�E �18 �� ����

/.�!� !)�� �� �*�� )� � � *�^� *���; � 4��!
� /17 � ��,H � l
�� �� ��	
��

�*�� 11 � ��,H � O
�M� 
� ��
7� nD �
� ��,H )�� � O
�M�
�

���� �0�� *���; � 4��!
� � �-H���z � 
��d�E �19 �� ����

�� �"���"#� � $�%�
�& /7 � ��,H � l
�� �� �Φ �= 0 �� /φi = Φδi
j L���8�� ��	
��


� ���7�� �b��� �� �: � 35� � ���@� 
� ���7�� 
�
�
�� � ����� � 
,� '� � �-T� ���
� ���@� /����8�� �01 �� *�
2��� �� �"���"#� � $�%�
�& �5N ������ 9a=-� � ���@�
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� )�� � 
,� �� � �-T� �� �� �b��� �� ������ }� 
�
�
�� � �� �W � a=-� � ���7��
�5	�� �b��� 
A)�� '� �*�� Φ � 0 � )�� �"���"#� � $�%�
�& /
�
�
��

Φ
∂φ

∂n

∣∣∣
Sk

≤ 0, k �= j, 942:

/�W '� �

ΦQk ≤ 0, k �= j. 943:

�b��� 942: '� �� ���� �A5! /�
� )�� � ��� �*�� ���� c
� � �
%�
� L����� *�
M
Sk � �� �"���"#� � $�%�
�& � �5@E � a�7� �8� 
2�! � �8� *�� �01 Qk �5	��
�"���"#� � $�%�
�& � *%��  �
� V ∪ Vk � ��\
� � $� �� O�51 )�� �� 
�� ��	
� �01
���& 9�01: a=-� � ���7�� 
� ���@� 9Vk '� �-T� ��: ��\
� )�� � ���� '� �-T� �� ��
/*�� *�
M V ∪ Vk � $� �� �"���"#� � $�%�
�& /7 � ��,H � l
�� �� /4& �*�� G���
/.�!�!)�� �� �*�� �
8'
�
� Sj � �� �"���"#� � $�%�
�& � ��5��01
� � ��� 
� )�� ��

φQk < 0, k �= j, 944:

�5	�� �b��� 
A)�� '� �

Ckj < 0, k �= j, 945:

�*�� ��,H � L"\ �
@� ��
�

� 
��d�E � a=-����H ������� ��� �� �� L��� ���� � ��
��� � 
�
�� �� �20 �� ����

�W � �-H � 
��d�E '� �� �� '� /L�%�� )�� � *���; � 4�� !
� � �-H�� �z
�*�� �!�N5�

/11 /9 � 
���,H �� 
�� �L���8�� p �� L�%�� )�� � $�%�
�&� 
�.��3 � 4��!
� ��	
��

/15 � /13

0 < p12 = p21 < p11, p22. 946:

4& �*�� p � ����� 9C: L�%�� )�� *� ���; 4� ��!
�

C11 = p22/Δ,



*���; � 4��!
� � /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� /��!
�����"#� � $�%�
�& {m

C12 = C21 = −p12/Δ = −p21/Δ,

C22 = p11/Δ, 947:

�W �� ��

Δ := p11p22 − p12p21 > 0. 948:

4&

0 < −C12 = −C21 < C11, C22, 949:

�*�� ��,H � L"\ �
@� ��
�

�*%�� ���� � ���� ]��� ��� �� /������ ��� �� ��
��� � 
�
�� N �21 �� ����

��� �� 
�
�� �� � $^� �� 
�
�� M )�� ���� $�%�
�&L� 
�
�
�� )�� '� 
! M ���� ���
�� L�%�� )�� � *���; � 4��!
� �*�� 
�
�� M � 
��
� � h5@b� �W � �
� �� /L���8��

�
�� M )�� 
� �;
��� � 
��5�� /��#�� � *���;4� ��!
� �� �� ��W�� *�� �� .�!�! )��

�L��� _@A L� 
� L� �� 
�
�� M )�� 
� �;
��� � 
��-� � /L� 
� ��
$�% �
 � &L� � 
 �
�� M ��� ��� �5	�� /� = F%� � *�=� '� )��
� � ��� � ��	
 ��

L���� ���� 9N 
! N −M + 1 '�: �+W � 
�
�
��

Qi =
N−M∑
j=1

Cijφ
j +

⎛
⎝ N∑

j=N−M+1

Cij

⎞
⎠φ0, 1 ≤ i ≤ N −M,

Q0 =
N−M∑
j=1

(
N∑

i=N−M+1

Cij

)
φj +

⎛
⎝N−M∑

j=1

N−M∑
i=1

Cij

⎞
⎠φ0, 950:

)�� � 
��
� � h5@b� Q0 � /$�%�
�&L� � 
�
�� M '� �� �� � $�%�
�& φ0 �W �� ��

� e�� ! 
� �� *�� )	�� �*�� 
�
�
��

C̃ij = Cij , 1 ≤ i, j ≤ N −M

C̃i0 =
N∑

j=N−M+1

Cij , 1 ≤ i ≤ N −M

C̃0j =
N∑

i=N−M+1

Cij , 1 ≤ j ≤ N −M
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C̃00 =
N∑

i=N−M+1

N∑
j=N−M+1

Cij 951:

*	�� L���5+

Qi =
N−M∑
j=0

C̃ijφ
j , 0 ≤ i ≤ N −M. 952:

C̃ �W � *���;4� ��!
� �� /*�� 
�
�� N −M + 1 '� � �E5@b� � $^� L�%�� )�� 4&
�*�� ��,H � L"\ �
@� )�� �*��

�

�*�� *�^� *���; � 4��!
� � �5�� �� � 
��d�E � h5@b� �22 �� ����

���� $�%�
� &L� j � 
�
�� >A 
�
 �
�� � �@� �� ������ ��� �� ��  *#
\ ��	
��

�� /����� $@E 
�
�� �� 
 � � L�%�� �� � $^� L�%�� )�� /21 � ��,H � l
�� ��
�� /*�� C̃ �W � *���;4� ��!
�

C̃jj = Cjj ,

C̃j0 = C̃0j =
∑
i�=j

Cij . 953:

�b��� 
A)�� '� �*�� *�^� C̃ � �5�� �� � 
��d�E � h5@b� /20 � ��,H � l
�� ��
�5	��

∑
i

Cij > 0, 954:

�*�� ��,H � L"\ �
@� ��
�

�01���z � $�%�
�& �� �� �� 
�
�
�� '�  �� �8� �� *�� �W ��,H )�� � �b��� ��
'� Z�� � 
 �
 �� � �� G�	
 T #� � �
 � � a =- ���� H G
 8�W /L � � � $1� )� �' � � �� � � T � �

� a=-����H � h5@b� 
� �����: ���� � 
�
�
�� � �� G�	
T#� � 
��
� � $� � a=-����H
�*�� �!R�� 9���� � 
�
�
�� '� �� �� � �� G�	
T#� � 
��
�



*���; � 4��!
� � /$�%�
�& � 
�.��3 � 4��!
� /��!
�����"#� � $�%�
�& {s

3 �� ���� � &�'(� )#�"�� 4

��	
� ��0� /I4J )���� � ?
�� � $^� �3
��>� �#
�W � ?
�� �� �� h5A� 
A)�� �� ��
	

� $�%�
�& �8� ��	
��  �
� V � ���L� � '
� � �E5@b� �� ���� ��� �3 �� ����

V � $� �� $�%�
�& G
8�W /�	
� *�
M V '� �2!
� � '
� � �E5@b���' �� �� �"���"#�
�*�� *�
M

��� �� �� 
��E5@b� )�� �L����� �
7� Φ 
 � �� ��,H � O�51 � *�
M����T� ��	
��

�������

V1 = {r ∈ V |φ(r) = Φ},
V ′

1 := int(V1),

V2 := {r ∈ V |φ(r) �= Φ},
V ′

2 := V − clos(V ′
1). 955:

� Z5\ �8��
�L� �� �� �� 
��-T� � �E5@b� `�E5@b� � ���� �� � int(·) 
A)�� ��
� �E5@b� `�E5@b� � �
 �%� �� � clos(·) �*�� �E5@b� �� 
D �
@ ! �� *%� 
��W
����� �5A� �E5@b� '� �-T � �� L�*� �� 
��W '� �8� �
�L� �� �� �� �� 
��-T �
� V `*�� '
 � � �E5@b� �� � ~���	� V ′

2 �5N /*�� '
 � V ′
2 �5	�� G��� �8G�
���

�W � ��5��=�=P! � �b��� ��: V �� $�%�
�& � �8�����& '� 
D�@3 �clos(V ′
1) � L@��

R − {Φ} � �E5@b� � ������� �5d! V2 _H�� �� �*�� '
� L� V2 �5	�� �b��� 9*��
�5	�� �b��� �8G�
��� /.�!�!)�� �� �*��

V2 ∩ clos(V ′
1 ) = ∅, 956:


A)�� '� �

V2 ⊆ V ′
2 . 957:

)�� � O
�M� � ��� �*�� �2! L� V ′
1 
� clos(V ′

2 ) � ~���	� �� *�� )�� � � � ��"�
V ′

2 '� �-T� �� L�*� �� r '� �8��
�L� �� O�51 )�� �� �r ∈ clos(V ′
2 ) ���� ��� ��"�

� �8��
�L� �� �� � �*%�� L� V ′
1 �� 4& /*%�� clos(V ′

1) �� �-T� �W ����� �� �� ��
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V ′
1 �� r �5	�� �b��� 
A)�� '� �*�� '
� V ′

1 
�� �*%�� V ′
1 �� �� ���� �5A� � �-T� /r

4& �*%��

clos(V ′
2 ) ∩ V ′

1 = ∅. 958:

� �E5@b� �� � h
@�A� ���5!�@� 4& /*�� ���L� V ��	
�� �2! V ′
2 ���� ��� c
\

`�	
� ~���	��� ��� � �2!
� � '
�

V �= V ′
1 ∪ V ′

2 . 959:

r /∈ V ′
2 ��)�� '� �V ′

2 �� �� � *�� V ′
1 �� �� �� ���� �5A� r ∈ V � $^� � �-T� �� � )��

�5	�� �b���

r ∈ clos(V ′
1 ). 960:

�� φ � $ � % �
 � & �5 N ����� �5 A� V ′
1 �� � �- T � r � �8� �
 �L � � � �� � �  � ) ��

� 
�a�7� � �@� �E5@b� )�� � 
��-T� � �@� �� /*�� *�
M V ′
1 � '
� � �E5@b�

�� �� L���� ������� ��� �� �� $�%�
�& � 
�a�7� '�  �� c
\ ���� �01 $�%�
�&
r �� $�%�
�& �*�� �01 $�%�
�& � a�7� )�� �� ���� �5A� � �-T� r � �8��
�L�

� a�7� )�� �5	�� �b��� 
A)�� '� �*�� �����& �W � a�7� )�� 4& /*�� �=�=P!
Φ � ����� r �� �W � ���T� 4& /*�� �����& L� $�%�
�& � �5+ �*�� �01 r �� $�%�
�&

� ��5��=�=P! '� ���� �01 $�%�
�& � 
�a�7� � �@� � /Φ � ����� $�%�
�& r �� 4& �*��
�*�� *�
M �-T� )�� � �8��
�L� �� �� $�%�
�& �5	�� �b��� �-T� )�� �� $�%�
�&
*���
� V ′

2 � ��5��2!
� � ��� 4& �*�� �H
�! �� /*�� V ′
1 � 5,E r �� � )��

�*�� *�
M V �� $�%�
�& 4& �*�� �2! V2 �b��� �� � V ′
2 �5	�� �b��� 
A)�� '� �*��
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