
X1-004 (2001/08/01)

������ � �	�


mamwad@mailaps.org ���� ����

farinazz@yahoo.com ��	
� �����

shariati@mailaps.org �����	 ����

ahfatol@gmail.com �������� ��������

���� � � ���	
 � �� � � �� � ��� � �	 
 � �� � � � ��� � � 
�� �� � ����

�� � ������ � ��� �� � ���!"#� � $%!� &' � (�) �� �* +!,"�* !� -	���

-	��� �#�.�

����� 0

����� 56 � ��	
 23 ��� ��� �� ���� � ����� ��� �� ���� � ���� � ��� ����
��� � !" �# �
�� $	%
& �� ��'��� �( �
� � ��� )* +,���-. � �� �/ �
�

� �� � 366.24 �(0 ��� �� ���� � ��1�� 23 ��'��� � ��� ���� +�
� ,4	%' 	 �/

� �(0 ��� � "	� �# 5� �� 2�3��� �( $	�� +,���'��� � 4	
 6�/ �
� ���-.
7�� ��� �# +��'�� ���-. � �� � �� ��# � 2( �8��9� � )* �� � ��# � 7�� �8	�9.�
��  :2 ( � 6� 4	
 6� �� ���'��� �� 	3��� � ���; : +� � �� 1�� ���'��� � �� �
�
� :�# +�
� ���'��� � �� � 365.24 4	
 3 ���#	�# +�
� ���-. �� 	3��� � ���;:



�#	9<& � ��	
 =

ê2
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ê2

ê3
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���(W< PU a� +�'�� � C�� � H�� 	3>X< � b�:: 5�(�� ]< 2���� PU ;< �( � H��

� ���� � !��.� � 5��#�� �@;< � ����� �� :��# � >�� ���� � ���� � H(���I��
	: ���� �� �@A	< 7��A $& �� +:2( � >�� ���� � ���� # ��%� �� ���� �� ����
�� 	3�(2�. � $	9E#	: �( �
� $& !0 ��� �� ��;� � 5�(�� ���;: �� >X< ��'���

+�'�� $	��23 �#�� � �8	%'

���� � 	
� �� � ���� �� �� 1

�� �.	9E#	: � �P�.� �� ��'��� �# ���� � >A�� � B� � �) �� �� ê1 �� �?� � ���#
�# ���� �� ����� �� ��JA # ��%� � �) �� �� ê3 �� �?� � ���# � 5�8	%' �� �(2�.

	U�%c +2��1�� 4	%' � !"

ê2 := ê3 × ê1. ,1/

+2�3��� $	O. ŝ 	# �� ��'��� �# ���� � >A�� � B� � 5n̂ 	# �� ���� �� ���� � ����
�# ���� � >A�� � B� 	# ŝ �� ����� � 5θ 	# �� ê3 � ���# 	# ���� �� ���� � ���� �� �����

2���� +2�3��� $	O. φ 	# �� ��	)# � 4��9�� �� ��'���

n̂ = sin θ ê1 + cos θ ê3, ,2/

�

ŝ = sin φ ê1 − cosφ ê2. ,3/

d��&�� �
� �# ,ŝ 	# n̂ �� �����/ α 	-��� ��

cosα = sin θ sin φ. ,4/

�# ��E. ŝ � �) 4�� 5���� � M�
 �� �� ��'��� � ��X: � $���&�
��# �� �#
+2��(�� e�;: � �#	Y�����#��E. � 7	X9\� �	( ��� �� �# +2��(�� �	E0 �� ����
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5]' � �) �� ���� # g	%� �� x � ���� +2��1�� ���� �� ���� � ���� �� z � ����
�( 2��1�� $	�� �� y � ���� �

ŷ = ẑ × x̂. ,5/

� ��� ��;�/ t = 0 �� ��'��� � �) 7��A ��� �� +2��1�� )* �� $	�� � �h ���
��'�� ,�
� $	%
& �� �#�� ii�8	%' �� 	9
�� �� ��'���

ŝ(0) = −ŷ sin α + ẑ cosα. ,6/

� ���� � 4�0 −ω �� ������� � ��
 	# $���� $	%
& �� ��'��� �� �3	* � �(0
��'�� $���� ��� � K�:	� +�
� ,z � ����/ ����

R(t) =

⎡
⎣

cosωt sin ωt 0
− sin ωt cosωt 0

0 0 1

⎤
⎦ . ,7/

d��&�� �
� �# t � $	�� �� ��'��� � �) � ���# 	 ��� ��

ŝ(t) = R(t)ŝ(0), ,8/

	�

ŝ(t) = −x̂ sin α sin ωt − ŷ sin α cosωt + ẑ cosα. ,9/

ω 	U �.	Y +2�� ���'�F 2O� ����.	�' 6� � �" α � ��L: �� TU �� +�E�. �# �9?. �� � (j
2π 	# �
� #�# ��
 ��� +�
� ���� �� ��� �� ���'��� �� ������� � ��


� �" ω � ��L: �� +�E�. �#	Y ���'��� � �� � ��� 2�3��� 	�� +���'��� � �� � # 2�E�:
+2�� ���'�F 2O� 23 ����.	�' 6�

���� # λ �� ��	�<�L � W� �# �� ���. �� �( ���C# k. �� �� �� ��JA T	0
5�
� ���. $& �� ��	;' �� �?� � ���# ��JA ��� # ��%� �� �?� � ���# +�'	# g	%�

d2�3��� $	O. r̂ 	# �� $& �(

r̂ = −ŷ cosλ + ẑ sin λ. ,10/

��'�� ��JA ��� ��� �0�� �� �@�� 6� �� ��	
 � ���#

S(t) = − 1
r̂ · ŝ(t) [ŝ(t) − r̂ r̂ · ŝ(t)]. ,11/



�#	9<& � ��	
 l

2����

cos ξ := r̂ · ŝ(t) = cosλ sin α cosωt + sin λ cosα, ,12/

	 $& �� +�
� ���� � M�
 # ��%� � ���# 	# ��'��� � �) �� ����� ξ $& �� �(

S(t) = (cosλ sin α cosωt + sin λ cosα)−1[x̂ sinα sinωt

+ŷ sin λ(sin λ sin α cosωt − cosλ cosα)

+ẑ cosλ(sin λ sin α cosωt − cosλ cos α)]. ,13/

���� � M�
 # $& �� �?��� 	3���# �� 	: �� �( 2��(�� e�;: ��� � �	1�
� 6� T	0

� M�
 # g	%� �� �?� � ���# �� Ŷ � ���# +2��1�� x̂ $	%3 �� X̂ � ���# +�.� g	%�
d2��1�� T	# � !" �# ���� � M�
 # ��%� 23 �� Ẑ +2��1�� 4	%' � !" �# ����

Ŷ = ŷ sinλ + ẑ cosλ,

Ẑ = −ŷ cosλ + ẑ sin λ = r̂. ,14/

d��&�� �
� �# ���� � M�
 �� �� ��	
 � 7	X9\� 	 ��� ��

X =
sin α sin ωt

cosλ sin α cosωt + sinλ cos α
,

Y =
sin λ sin α cosωt − cosλ cos α

cosλ sin α cosωt + sinλ cos α
. ,15/

5��^ � m�@" �� +�
� ��'��� � ��^ � m�@" � $	�� 5��#�� ��� � n�	9. �� � 6�
2���� KF +cos ξ = 0 ��;� 5��'�� ��	).�# ��	
 � 4�"

ωt0 = ± cos−1(− tanλ cotα). ,16/

��;� 5±π/2 ��'�� T	# � 7�	�� � �
�� � !" ,��9
�/ JA �� ��	�<�L � W� ��
5�8	%' �� �(2�. �� +����. �1�9E# >X< �# � 5�
� ����.	�' � 4�" � eX. ��� � 4�"

� eX. �� ��# �� � � 4�" ��;� 5��'�� π/2 �� ��# ωt0 �� ����.� �	1$& 5α < π/2 1�
�� �(2�. � $	9E#	: � �	)#/ 4	
 � 4�� �� �%�. �# �
� S�#� ��� +��'�� ����.	�' � 4�"
����.	�' � 4�" � eX. �� :2( ��� � 4�" � 5α > π/2 4	
 � C�� �� �%�. �� +,�8	%'
,(π/2) − θ/ ���%( α �( �
� � ��� ,�8	%' �� �(2�. ��/ ��� � 4�" ��:��# +�
�
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λ = (π/2) − θ �8	%' �� ���� � ���� +,�8	%' �� �(2�. �� �.	9E#	: � �P�.�/ �
�
� ��� +�
� �8	%' �� ���� �� ����� ,λ > (π/2) − θ/ ���� ��� � 4	%' +�
�
� ( �
� 4	
 �� � $	 �� � # S� # � � �� +� .	 ��� �� a � ����23 cos ξ � ��� � � 5α < λ

����23 cos ξ �	1$& 5α > π − λ 1� +��(�%. ��^ ��	�<�L W� � $& �� ��'���
��	�<�L W� � $& �� �%p�� � b' � $	�� ��� +�
� q<� � �� ��'��� ��;� 5�
� �J��

+�3��� r� �#�� �� �(2�. �� 5�@A	< �	� �' 	# 	3��%3 � �#	O� +�
�
�� ����� �# 5�� � 6� � �" ���� �# ��'��� � �#	: � ����� ��:��# 52���� �( $	��
�� ����� � ����� ��:2( +���� �1�9E# �� � � 4�" � 5���� � M�
 # ��%� 	# ��'���

5�8	0 ��� �� � �
� )* � 
 ,,12/ �� ��#��/ ���� � M�
 	# ��'��� � �#	:

cos ξ = sin(λ + α). ,17/

�� ��� � ��# �� ��0	. �# +�
� λ = −θ ��-8�g�h� � ���� � 5λ = θ $	"E8�g�h� � ����
� $	�� ��;� +��' JA ξ �
� �?%� 	 ��� �� +����1�� ��	0 �� ��0	. ,|λ| < θ/ ����
,�.	9E�� 	�/ �.	9E#	: � �P�.� �� 	U��H8� $	�� ��� +�#	:�� ���%� ��'��� �( ���� �� �

�( �
� � ��� $	�� ��� ��'�� ���� T	# �� ��#�� �� V��� �� +�E�.

α =
π

2
− λ. ,18/

�� / �.	9E#	: � �P�.� �� 4	
 � �� � ��:�.T�" +�E�. 4	
 � �� � ��:�.T�" ��� 	��
� � � . �� � �� ��- 8�g�h� � $	 " E 8�g�h� �� 	 3��� � �� +�
� ,	 3� (2 � . �� 6 �  3

� W� � �3	( 	# +�.�'�� �?� ,��'��� �� ���%� � �#	: � 4	
 � �� � ��:�.T�"/
��'��� � �#	: � $��#���%� � Y� KF 5��'�� 2( ��� � 4�" � 7���L: 	U�%c 5��	�<�L 
as� >�	� ��%3 B�< ��9
� �� +��'�� :��# ��(�� �<	��� ���� �( � �#	: � ����� #

+�
� ��8��9�� �� ��9
� �� �#	: � ����� ��:��# KF +�
�
α �( �
� � $	�� $& � ����� ��:2( � ��'�%. JA H13 ξ $	"E8�g�h� � 4	%' ��
��:��# � �� � �( ��� �-�9. +��'�� λ − θ � #�# ξ �� ���%( �8	0 ��� �� +��' ���%(

� !" �# $	"E8�g�h� �� +�
� �.	9E#	: � �P�.� � �� � $	"E8�g�h� � 4	%' �� 5�#	:

� 4��9�� �
�� ��9
� �� 	: �� ��� ��	)# � 4��9�� � !" �# n���:�# �� � ��� 5��� 
�H��	F � 4��9�� � ��	)# � 4��9�� �� ��'��� � �#	: � ����� 5��9
� �� 	�� +��'�� ��	)#
�# �H��	F � 4��9�� �� �#	: ��:��# � �� � 52��# �( ��� � !"�# +�
� $	
6�



�#	9<& � ��	
 tu

�.	 9E�� � �P�.� 	U � � �� �� � ��� ��-8�g�h� �� 	 : 5�� ��� �.	 9E�� � �P�.� � !"

� �P�.� � �� � �O�%3 �#	 :�� :�� # � �� � 5��-8�g�h� � ���� � ��� �� +��'��
+,�.� �8	%' �� �(2�. �� �# 	34��9�� � 	3�P�.�/ +�
� �.	9E��

����� �� ������� �� ���� � ��� �� ���� 2

�
� �# 2� �9
� �� 	 ��� �� +��3��� $	O. �� ���� �� �� ��	
 �� 	 ,15/ �� 	3��#��
�� 	32� ��;�/ �#	Y��	
 � 	32� � ,�#	Y φ �� 	32� ��;�/ �#	Y�� � �� 	32� d��&��
5,15/ �� 	3��#�� �� α � !v0 	# +�
� ��	
 �#	Y��	
 �� 	32� � >?' +,�#	Y ,ωt/

��'�� �-�9.

Y = − cotλ +
cotωt

sin λ
X. ,19/

�
��# 	# +�.�v1�� (0,− cotλ) �� ���. �� �%3 �( 5�.� �
�� � B� �9
� 6� 	3���
� w�� 23 x1y ��/ +�( �	E0 �� >�� �� ��	�<�L � W� ��'�� ���. ��� � $���&
��	
 � ��	
 6� � �9�	
 B�< !�3 1� ,+��' �<;� ��	�<�L � W� � ���;: �� �#

+�3��� $	O. �� �	( � w�� 5 � >?' +�
� $	
& �	�E# �	( 5�'	# ,2���: � $��#/
,λ = 0/ �� 9 
� �� +� .� '� �  :��	 
 2 3 � �� �� z	� � � 8	 0 �� �� 	 3B� � ��

d�.�'�� ���%� �� 	3B� �#	Y��	
 �� 	3B�

X = tan ωt. ,20/

$	O �� ��� ���� �� �@A	< �( � .� ��	;' �� 	3B� �#	 Y��	
 �� 	3B� 5	3b�� ��
	 ��� �( �
� ��� 7�	J:	)�: +�8�%;� � ��	
 �� 	3B� � >a� �
�� 5�
� ����.6�
�[\O� � ��� � 4	%' 	3b�� �� 	U�%c +��	
 12 �. �
� ��	
 24 >�	( �� ����
�� +K?�# ��� � b�� �� � �
� ��� 	3�) �� �%3 4	%' � b�� �� +����. �� �
��%3 �# +��(�%. ��L: �� � �� �" ��	
 � 4�" $�� 5�E�. e�;:w�� 23 )* 	 ���

� 4�0/ �#	Y��	
 �� 	3B� �� ������ � $�	�: � �
� ��	�9�� ��	
 � �h ��� �@�
+�
� �	1�	
 ��� 	# 23 ,�@��
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O′

λ

ωt

A′ B′
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B
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5 � >?'
"#$�� � ��%& ���� � '�(� � O � �)*� #� �� +*��, -.�/)�� �� OO′ �� ���01 22�3�4� � 5� "#$�� �� �1& O �� #6�� 	�

A �� #6�� �, �� +*��, 5�.�� ��� -.�/)�� OO′ #� 78�� "����9�*:1 � ;* & λ �� #���	 �� �� OB � 5�.�� -.�/)��

� <�4� -7=� sin λ � * ��* � OO′ � 5� 	� A �� #$>�9 -. �/)�� �� AA′ �� ��� 01 2 2� 3�4� � 5� A 	� -� 0)�� ?6@

� 5� B �� #6�� 	� -�0)�� ?6@ B �� #6�� �, �� OB � 5�.�� <�4� ��� -.�/)�� �� +*��, *� BB′ �� ���01 22�3�4�

*A �� �*� �1��� �� -7=� cot λ � *��*� OO′ � ��% -�0)�� ?6@ O′ �, �� OO′ 5� ��� -.�/)�� �� BO′ �� ��*B 22�@*�

"-7=� *!C #� 78�� D��	 t& -.�/)�� O′O #� 78�� ωt �� #���	 �� �� O′b � 5� O′ �� #6�� 	� -7=� D�=E� � 7 �=

� .� -�0)�� ?6@ a �, �� AA′ 5� ��� -.�/)�� �� ba �� ��*B 22�@*� � 5� b 	� -�0)�� ?6@ b �, �� BB′ 5� ���

-7=� O′a � 5� 	� � FG� t � 7 �=

�J1 ��'�� �@( � ��" �# �( � H�� +�
� :���{�F ��� �� �#	Y�� � �� 	32� � >?'
��	
 �� �	 �� �1�9E# $�� +�.�'�%. W�� φ → π − φ � >���: 	# 	3��� �( �
� ���
4��9�� � 2� � >?' +���� �1�9E# sin φ �# B�< 23 $& �( 5�
� α � q�" �� 	)�: φ �#

5α � ����� ��� �� ��� �# +�
� ��	
 23 ,α = π/2/



�#	9<& � ��	
 t=

X =
tan ωt

cosλ
,

Y = tan λ. ,21/

5��9
�/ e@9\� �� ��0	. n�F �� ��	
 � ����%. T	0 +�
� ��<� � B� 6� �� �8�	;� ���
�
� # �� ,4	%' � b�� � ��� � 5�8	%' �� ���� 5�8	%' � 4�9;� 5�8	%' �� ��	0

+2��(��

����� 2.1

�.�'�� ,15/ �� 	3�8�	;� 	 ��� ��

X = tan ωt,

Y =
− cotα

cosωt
. ,22/

d�.� �8�8v3 �#	Y�� � �� 	32�

Y = − cotα
√

1 + X2. ,23/

��^ � m�@" ��� 3 ��'��� �3��� $	O. �( 5�E�. �9E# 	32� ��� �� 6� |�3

� >?' +���1�� ,	3�8�8v3 � b.	-�/ ��	).�# �# ��	
 5��^ � m�@" � ��� +��(��

� )* �� +��� � 4	%' �# ��E. 23 � 5�
� $�	�9� �^ � ]' �# ��E. 23 5	32�
5	3�P�.� �� +��'�� JA ��	
 � 4�" � �#	:�� ���%� PU �	( ��'��� 54��9�� �� 	3���

+��'�� ���O�# 23 ��	
 � 4�" � ���O�# ���%� � �8	0 �# ��E. ��'��� � !��.�
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6 � >?'
5=� � 5� -��� �,�4 �� �A5� 7��H7 �= �� �A.� -7=� I�� #� � � ��4� � 7!1 -���=� �, 7��H7 �= � 7��H	� � �� �A.�

�*B �, *!C 	� F�� #��= -*!C	��(� � J0� �� K8> � 7LA �0(� M"*!C #� 78��& 5 �� -5 �� �A7 �= *N�, �� �A5� � 7=� *!C

.A 	� 7��H	� � �� �A.� �� ����	 �� #$>�9 -7=� ���� � � 5� ��9� � 5� -,���� "7=��& O*� #� *!C 	� P� � 7=� "QR&

������	 � ����� #� S��*� .� ��*��3�4� � M"�3�4� �� +*).�� �� & �������� � ����� #� S��*� .� ��*����01 -7=� +�� E�

-7=� +*��, � �)*� �, .A #$�� � ,�� -7=� "#$�� � ��%& ���� ��R5� �� +*��, � '�(� -7=�

����	 
� ��� 
� ����� 2.2

+��(�� ��^ � m�@" ��� 3 ��'��� ��;� 5�.� �	# �#	Y�� � �� 	32� �� �%3 23 ���3
	3��� ��� �� +�#	:�� ���%� ��'��� �( �
� ��� �� � )*

α =
π

2
− λ, ,24/

,4/ �� �

sin φ =
sin λ

sin θ
. ,25/
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7 � >?'
*!C � 5� 5=� �� �,�4 � 5� -7=� I�� #� � � ��4� � 7!1 -�3�4� �� +��� �� #���� �, 7��H7 �= � 7��H	� � �� �A.�

�*B �, *!C 	� F�� #��= -*!C	��(� � J0� �� K8> � 7LA �0(� M"*!C #� 78��& 5 �� -5 �� �A7 �= *N�, �� �A5� � 7=�

	� 7��H	� � �� �A.� �� ����	 �� #$>�9 -7=� ���� � � 5� ��9� � 5� -,���� "7=��& O*� #� *!C 	� P� � 7=� "QR&

� ����� #� S��*� .� ��*��3�4� � M"�3�4� �� +*).�� �� & �������� � ����� #� S��*� .� ��*����01 -7=� +�� E� .A

� ;* �� �*� TU� ��� -7=� +*��, � �)*� �, .A #$�� � ,�� -7=� "#$�� � ��%& ���� ��R5� �+*��, � '�(� -7=� ������	

-+�� +��/) 15◦ �� ����9�*:1

� ��# +,φ > π/2/ $	9E#	 : �� � 6� � ,φ < π/2/ �
� �	)# �� 	3��� ��� �� � 6�
� �
� $	%
& � 4	%' �� ��'��� 	3)* ,�.	 9E#	 : � �P�.� �� �@% ��/ �� ��� ���
:2( 23 �� �� ��� ��� �� �@A	< 52��# 4	%' � !" �# �� 3 +�9<��� ��� �� w�} ��	


� $�	�: +��9<��� �.	9E#	: � �P�.� �� �� � 23 �� �� ����� $	"E8�g�h� �� 	: 5��'��
�8	%' �� 	32� +����. �� � 	 ��� 5�'�� ���� ��9
� �� 	32� �� �( � ��� ii4	%'

+�.� :�	:�( 	32� ��� 	# *	�9� �� 	3��� ��� 3 5�.� :_�H# ,$	9E�� � H��	F/

����	 � ����� 
� ����� 2.3

��^ � m�@" ��� 3 ��'��� ��; � 5� .� �	 # �#	 Y�� � �� 	32� �� �%3 23 	 ��� ��

� �P�.� �� 5���%� � B� �� ��'��� � !��.� +�#	:�%. ���%� H13 ��'��� +��(��
+��'�� ���%( �.	9E#	:
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8 � >?'
� 5� 5=� �� �,�4 � 5� -7=� I�� #� � � ��4� � 7!1 -�3�4� � ���(� �� #���� �, 7��H7 �= � 7��H	� � �� �A.�

�, *!C 	� F�� #��= -*!C	��(� � F� �� K8> � F� �0(� M"*!C #� 78��& 6 �� -6 �� �A7 �= *N�, �� �A5� � 7=� *!C

�� �A.� �� ����	 �� #$>�9 -7=� ���� � � 5� �0$� �� ��9� � 5� -,���� "7=��& O*� #� *!C 	� P� � 7=� "QR& �*B

#� S��*� .� ��*��3�4� � M"�3�4� �� +*).�� �� & �������� � ����� #� S��*� .� ��*����01 -7=� +�� E� .A 	� 7��H	� �

�� �*� TU� ��� -7=� +*��, � �)*� �, .A #$�� � ,�� -7=� "#$�� � ��%& ���� ��R5� �� +*��, � '�(� -7=� ������	 � �����

-+�� +��/) 30◦ �� ����9�*:1 � ;* 

����	 
� ���� 
� ����� 2.4

��^ � m�@" ��'��� ��;� 5�.� �9E# �#	Y�� � �� 	32� 4	
 �� � �\# �� 	 ��� ��
��a� ωt �� 	3����� �� �%3 �� ��� �# cos ξ �( �
� $& ������ ��� � S' +��(�%.

��;� 5�.	%#

sin λ cosα > | cosλ sin α|. ,26/

��'�� T	# � S' � λ > 0 5�8	%' �� ���� �� ��0	. �� �#

α < λ, ,27/

	�

sin φ >
cosλ

sin θ
. ,28/



�#	9<& � ��	
 t`

��� � � � �# S�#� � 2� �� �8�	;� +�
� �.	9E#	: � �P�.� �.	�� �� ��	# ��� � B
�
��'�� ,T	# �� ��#�� �� ��	E:/ S'

X =
sin ωt

cosλ(1 + cosωt)
,

Y =
sin2 λ cosωt − cos2 λ

sin λ cosλ(1 + cosωt)
. ,29/

5�
� �.	9E�� � �P�.� � 4�0 23 � �#	O� �� ����

sinφ < −cosλ

sin θ
, ,30/

+�
� �%p�� � b' ��;� 5��'�%. ��a� cos ξ $& � �" �(

9 � >?'
�� �86@ �� #���� �, 7��H7 �= � 7��H	� � �� �A.�

� 5� 24 -7=� I� � # � � � ��4� � 7!1 -� 3� 4�

�� �,�4 � 5� -��� 7��H7 �= �� �A5� � �(�

� F���9� � 7!1 � 7=� *!C � 5� �3�4� � 5=�

+�� 4 � 24 7 � = � ��& -7 =� ,* V7  � = 7  � =

"-� ���� ��� �� 	��# �� 8 � E� �0( � M� � 12 # �W ,��,

�� �A	��& # �� � �� �A.� �� #��� � ��R5� � .�

-� 0 )� � �� 1 	� � �� � A. � �� # � �� � 	� �� "� 4 X�,

�� �A.� 	� -7=� ���� � � 5� �0$� �� ��9� � 5�

+��/) � E� 5�9 ��= � Y�, �� #4�� �, 7��H	� �

	� F � � +� � E � # � S� �* � � � 3� 4 � � . � M+� �

-����� � � ���� � 	� P� +�� E� �� ���!� � ���� �

-7=� "#$ � � � ��%& ���� ��)*� �� +* ��, � '�(�

�� �*� TU� ��� -7=� +*��, � �)*� �, .A #$�� � ,��

-+�� +��/) 75◦ �� ����9�*:1 � ;* 

�� 	3B� �#	Y��	
 �� 	32� +�.�'�� :��	
 23 ��� �� 	3>?' 54	%' � b�� ��
+H(%8���9� �� 	3���� �#	Y�� � �� 	32� � �.� ��	;'
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10 � >?'
-��4� � Z6@ �, 7�� H7 �= � 7�� H	� � �� �A.�

� 7!1 -��� 7��H7 �= �� �A.� � �(� �� �A5�

*!C �1��� �, -7=� ,*V7 �= .A 7 �= � F���9�

"��R5� �� +*��, �1& �A+*��, -7��� [�*(�\��

# � � A� �� � � �* �ER� ) -� �� 7 �� H	� � �� � A. �

�� ����	 �� #$>�9 -7=� S��*� �������� � �����

� ��* � � �� +* ��, -7=� +� � E� .A 	� � A+* ��, � ��

F�� +�� E� �� M���!� � ���� � 	� P� +�� E� � ���

��R5� �� +*��, � '�(� -7=� ����� � � ���� � 	�

� �)*� �, .A #$�� � ,�� -7=� "#$�� � ��%& ����

-7=� +*��,

���� �  �!� � ��"#$ 3

�� ��� ���� � ��
 �( 2 �� �� # �	 ( � # �� W< ��� ��	
 � $�(I��� �� 	 ��� 	 :

� ���� 1� +�E�. �
�� 	U ���� W< ��� +�
� �#	Y ���� � ��� �� ���'���
�� ������� � ��
 � #�# ��
 ��� 5��#�� ��%� ����� �� ��JA # ���� � ���
+�'�� ���� �� ����� � �(0 �� ������� � ��
 �� 	)�� ���� � ��� �� ���-.
�� ��E. � 7���L: +�
� �G�# ���� � ���� $�� 5�E�. �#	Y ���� �8� �
� �#	Y �8��
�� ��� ���� � ��
 � ��� +�
� e �� � � : � �� � � �� �� ���� � �� ��� ���� � ��

5b�:: ��� �# +�
� ���� � ��� �� ������� � ��
 � #� # 0.003 � ���0 �����
��� +�
� 10−4 �� ��:� �� ���� �� ���'��� �� ������� � ��
 �� ��E. � 7���L:
��	
 � $�(I��� !�3 1� +��.	Y 5 ���:� �� �� ��.	�' � 4�" � 7���L: 	# �
� *	�9�
23 	# 	3��.	Y 5 ��� 	�� +�E�. 2)� ����.	�' 6� � �" ��.	Y 5 ��� 5�'	# ����� ���� 	#
��� �� �� �O� # +��' 	 �#	 12 � ��	
 �� )* � $	�� ��'�� ~�	# � ��'�� V% 
�( 5�
� ,4	
 �	3��� � ���;: � eX./ 200 �� �c ��.	Y 5 ��%3 �� ��:� �� ��	 �#	 
�� �� Y� ��� ��	# 5����� � ��� 	# ��	
 � $�(I��� �� �# KF +��'�� ����� 15 � ���0

� ��L: � ~�	# 23 w �}��� # ���� �� ���� � ���� � $���.��%� 5��� H +�<1 k.
+��'�� 4	
 � �" ����.	�' � 4�"
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���� � ���� ��8�	;�

s =
a(1 − e2)

1 + e cos(φ − φP)
,31/

� �h ��� +�
� ��'��� 	# ���� �� �@A	< s � 5�G�# � _�H# � ��2�. a $& �� �( 5�
�
�� ���. �� ����� φP � 5��	)# � 4��9�� ,��'��� �# ��E./ �9%
 �� ����� � �-�


+��&�� �
� �# ��#�� ��� �� ����� � �(0 �� ������� � ��
 +�
� R�G0

s2φ̇ = l, ,32/

��'�� e �# ��E. 6� �� ��:� 	: ,31/ �� �8�	;� +�
� �#	Y l $& �� �(

s = a[1 − e cos(φ − φP)]. ,33/

��'�� ,e �# ��E. 6� �� ��:� 	:/ ����� �� ������� � ��
 	 ��� ��

Ω = φ̇ =
l

a2
[1 + 2e cos(φ − φP)]. ,34/

KF +�
� ,Ω0/ B
�9� �� ������� � ��
 �'�( � b�c

Ω(T ) = Ω0[1 + 2e cos(φ − φP)],

= Ω0{1 + 2e cos[Ω0(T − TP)]}. ,35/

� $	�� 23 TP +�
� ��	)# � 4��9�� �� $	�� T +4	
 6� # 2�E�: 2π 	# �
� #�# Ω0

��'�� T 	# φ �� ��#�� +�
� R�G0

φ(T ) = Ω0T + 2e{sin[Ω0(T − TP)] + sin(Ω0TP)}. ,36/

�� ������� � ��
 5w } ����  # ���� � ��� � ���� � $��� .��%� � "	� �#

� ��
 +�E�. ������ �� �� ���-. �� ������� � ��
 �� Ω � >c	J: ���'���
W< +2��(�� e�;: �8��9� � )* �� �� �.	�� � !P9�� �� �� ���'��� �� �������
ŝ0 � �) �� � ��� # � � �� � H ( � �� +�
� ŝ0 � � '�� � � �) T � $	 �� �� � � � (

� ��
 +�
� )* ���� � M�
 	# ���# ��� � ����# � >�� �� 5$	�� ��� �� +2�O(��

� $	�� � �'v1 �� KF +2�3��� $	O. ω̃ 	 # �� ���� � ��� �� ���-. �� ��� ����
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$	�� ��� �� 	�� 5��1�� # w } ��� �� 	 � 
 ���� � ��� � Y� �� ���. ��� 52π/ω̃

�� ����� �� ������� � ��
 � $��#6��( � W< 	# +�E�. ŝ0 C�� ��'��� � �) 

� ��E. $�� 5�
� � 4��;� � W< �(/ $& � ��� �� ������� � ��
 �# ����
��'��� � ��� � �) ,�
� 0.003 	U���: �����

ŝ = ŝ0 +
2π

ω̃
Ωê3 × ŝ0 ,37/

�� KF δt � 6��( � $	�� �� +�E�. )* ���. $& �� $	�� ��� �� 5b�:: ��� �# +�
�
�� ���. �# ���� � ��� � "	� �# ŝ0 �� ��3	O� �� ���. 5���

ŝ′ = ŝ0 + δt ω̃n̂× ŝ0 ,38/

� �) B�< $�� 	�� 5�
� ���� � M�
 �� �� V��� �� ��3	O� �� ���./ +�
� �9<�
� �� ��  ) * ,+� < 1 ŝ0 � �� � �� $& �� '� � 5� 
� 2 ) � �� 3	 O � �� � � � . � ��� #
� $	�� ��;� 5��'	# ��JA6� �� n̂ � 5ŝ′ 5ŝ � ���#�
 �( �
� � �.	�� ��3	O��� ���.

��'�� �c>� A	0 ��� +��' JA ���#�
 ��� �� ��	:�
 � �c>� A	0 �(

ŝ′ · n̂× ŝ =
2πΩ
ω̃

ŝ0 · n̂ × (ê3 × ŝ0) + ω̃δt(n̂ × ŝ0) · (n̂ × ŝ0),

= −2πΩ
ω̃

n̂ · [ŝ0 × (ê3 × ŝ0)] + ω̃δt(n̂ × ŝ0) · (n̂ × ŝ0),

= −2πΩ
ω̃

n̂ · (ê3 − ŝ0 ê3 · ŝ0) + ω̃δt sin2 α,

= −2πΩ
ω̃

cos θ + ω̃δt sin2 α. ,39/

d��&�� �
� �# )* �� �# δt 	 ��� ��

δt =
2πΩ
ω̃2

cos θ

1 − sin2 θ sin2 φ
. ,40/

e�;: �8��9� � )* �� �� �@A	< # 2�E�: 2π �� ,ω/ ���'��� �� ������� � ��

5b�:: ��� �# +2��(��

ω =
2π

(2π/ω̃) + δt
,

= ω̃ − ω̃2δt

2π
,

= ω̃ − Ω cos θ

1 − sin2 θ sin2 φ
. ,41/



�#	9<& � ��	
 =u

�
�� � !" 5θ = π  1� � ��'�� ω̃ − Ω �
�� � !" 5θ = 0  1� � ( ��'�� �� ��
+2���� �	k9.� �( �
� � H�� $	%3 �( 5��'�� ω̃ + Ω

��'�� 4	
 6� �� ���'��� �� 	3��� � ���;:

N =
1
2π

∫ τ

0

ω(T )dT,

=
1
2π

[
ω̃τ −

∫ τ

0

Ω(T ) cos θ

1 − sin2 θ sin2 φ(T )
dT

]
,

= Ñ − 1
2π

∫ 2π

0

cos θ(1 + tan2 φ)
1 + cos2 θ tan2 φ

dφ,

= Ñ − 1
2π

tan−1(cos θ tan φ)
∣∣∣2π

0
,

= Ñ − sgn(cos θ). ,42/

φ = 0 �� tan−1(cos θ tan φ) +�
� ��������� T	# �� 	3��#�� �� tan−1 �( ���( � �:
6�/ ���� �� ����� � �(0 �� ���� τ +�
� � 9
� � F 23 φ � # ��E. � �
� JA

� B
�9� �� ��������� �
 	 ��� �� +�
� 4	
 �� ���-. �� 	3��� � ���;: Ñ � 5,4	

��'�� ���'���

ω0 = ω̃ − Ω0sgn(cos θ). ,43/

��	
 6� � g	
� #/ ����.	9
� � $	�� � !P9�� 5T � $	�� �� 2����# 2�3����� T	0

� g	
� #/ ���'��� � $	�� 	# ,���'��� � B
�9� � �� � � D � �	)���E�# 6� � #�#
�
� �# ���� � ��� � �	 < �� $	���� 3 +�
� ��� �� ,$	%
& �� ��'��� �� 	 

� ��
 	# � 6� � B
�9� �� ���'��� �� ������� � ��
 	# � 6� 	�� 5���&��
d���k�8 �� ���'��� �� �������

∫ T

0

ω(T ′)dT ′ =
∫ T0

0

ω0(T ′)dT ′ =
∫ T̃

0

ω̃(T ′)dT ′. ,44/

� !P9�� +�
� T �;��� � $	�� +�
� T0 ��'�� ��.��� �#	9<& � ��	
 �� �( � $	��
��'�� 6� �� ��:� 	: $	���� ���

ω0(T − T0) +
∫ T

0

[ω(T ′) − ω0]dT ′ = 0, ,45/

	�

T − T0 =
1
ω0

{tan−1[| cos θ| tan φ(T )] − Ω0T }sgn(cos θ). ,46/
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� !" ,+�'�v1 T0 	� T ��'�� �
�� � !" �� 5�
� 6��� ��:� 7�	�� ��� $��/
5��	)# � 4��9�� �� ���( W< T	0 +��'�� JA ��	)# � 4��9�� �� 7�	�� ��� � �
��
�1�9E# ������� � ��	
 �# ����� ��� +�'	# 12 � ��	
 �� �;# Δ0 �� ����.� �# )*

� $	�� 5�'	# T0 �3��� $	O. ���'��� � ��	
 �( � $	�� 1� 5b�:: ��� �# +����
��'�� ,T ′/ �������

T ′ = T0 +
1
ω0

{tan−1[| cos θ| tan φ(T )] − Ω0T }sgn(cos θ) + Δ0. ,47/

�� �# Δ0 � 7�	J: � �E�. $	
6� Δ0 5�
� �?� $	O�� �%
� � ��	
 �( ���. �� �� �#
d���� �1�9E# ���.�� ��� �� ��	�<�L 4� �" � !P9�� �# ���. �� ���

Δ′
0 − Δ0 =

(ζ′ − ζ)d0

2π
. ,48/

+�
� ,��	
 24/ B
�9� �� ���'��� � �� � d0 � 5>�� �� ��	�<�L � 4�" ζ 	 ��� ��
+�'�. ��" ��� ��'�� �� ��#�� ��� +2��1 # ,46/ �� ��#�� �#

T − T0 =
d0

2π
{tan−1[| cos θ| tan φ(T )] − φ}sgn(cos θ) +

d0

2π
(φ − Ω0T )sgn(cos θ),

=: Δ1 + Δ2. ,49/

# ���� � ��� � ���� 1� +�'�� JA D�� �� �@% 5��#�� ������ ���� � ���� 1�
�� ������� �� �@A	< �( ��� �# � �: 	# +�'�� JA 4�� �� �@% 5��#�� ��%� $& � ����
5,36/ �� ��#�� � # � � : 	 # � 5�
� π/2 � ���0 ��	) # � 4�� 9�� �� R�G0 �� ��� .

��'�� D�� �� �@% �� ���O�#

Δ2m ≈ 4e d0

2π
,

≈ 15min. ,50/

d2���v1�� JA �� φ �# ��E. $& � q9O� 4�� �� �@% �� ���O�# � $���&�
��# �� �#

| cos θ|(1 + tan2 φ)
1 + cos2 θ tan2 φ

= 1. ,51/

��'�� �-�9.

tan2 φ =
1

| cos θ| , ,52/



�#	9<& � ��	
 ==

��'�� 4�� �� �@% �� ���O�# 	 $& �� �

Δ1m =
[
tan−1

(
| cos θ|−1/2

)
− tan−1

(
| cos θ|1/2

)] d0

2π
,

≈ 0.007d0,

≈ 10min. ,53/

� ���� � $�� � .�� %� � � � �� � ��� � � $�� #�G� # �  Y� 5� � �� � ��� � �� ��'�� �� ��
+�
� ��:� 6� �� w } ���� # $& � ���

� 6��H./ �'�� �	�� w } ���� # ��%� 	# ��	�
 6� � ��� � ���� �� ����� 1�
2���� +2��1�� ���� �� ���� �1��	
 �� �# +�	9<��� � b8	 � ]	J:� ,� �� 90

lim
ε→0+

tan−1(ε tan φ) =

⎧⎨
⎩

0, 0 < φ < π/2
π, π/2 < φ < 3π/2
2π, 3π/2 < φ < 2π

. ,54/

� �P�.� 	 : ��	)# � 4��9�� �� 5�� ��	�
���� �� � # �( �
� $& 7�	�� ��� �� ��;�

� eX. �.	9E#	: � �P�.� � �� � � 4�" +�
� ���-. � �� � � #�# �� � � 4�" �.	9E#	:

� �P�.� 	 : $& �� KF +�
� ,θ < π/2 �� �#/ �� � 2�. � 6� 	� ,θ > π/2 �� �#/ �� �

� �� � ��%3 ��	#�� �.	9E�� � �P�.� �� � 5�
� ���-. � �� � � #�# �� � � 4�" �.	9E��
�� �%3 �� g�.���� � ��;c� 5�E%'�� ���k�� �� 	3��	�
 � ��# +��'�� ��?: ��	�� �^

+,θ ≈ 98◦/ �
� :6��H. ��;c� ��� �# C�� �� 	3��	�


� !��.� � ����%. � 6� +�
� D�T ����%. �� 52���: � ��	
 � q��� � 2�k�: �� �#

� ��	
 � !��.� � ����%. � C�� � 5$	�� � bE0 # �#	9<& � 2���: �� �;��� � 2���:
$& ����%. ��� �� ��;� +�3��� $	O. �� 4�� � ����%. 11 � >?' +�#	9<& � ��	
 �� �;���
$& �# �� δT � ����� ��	# 5�'	# T �#	9<& � ��	
 �� �� �� ��'��.��� � �� � 1� �( �
�

+��& �
� �# �;��� � �� � 	: ��H<�
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11 � >?'
-D��	 � Z�� *� M����9] � .���� �� �!0� �(@�� � .���� � ��,�4�

+�3��� $	O. �� ���'��� � ��	
 �� �;��� � ��	
 � !��.� � ����%. 12 � >?'
$& �# ��	# 5�3� $	O. �� t � $	�� �#	9<& � ��	
 1� �( �
� $& ����%. ��� �� ��;�
23 �� Δ0 � ����� ��	# 5��� H �# �9�8� +��& �
� �# �;��� � ��	
 	: ��H<� �� Δt � �����
	# �
� #�# V��� �� � 5�
� ������� Δ0 � ����� +��& �
� �# �%
� � ��	
 	: ��H<�

� 4��9�� � �� � �� 5)* � ������ � ��	
 �� 	)�� >�� �� �#	9<& � )* �� �%
� � $	��
+��	)#
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� �\# �� �� PU �	( �@�� �� ��	
 �( $	�� 5���( bX. ���%� � ��" �# �� �@�� 6� •
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 �� ����: �� 	32� 55 � >?' �� �
��3 � w�� �� ��	J9
�

+�
� D	%: �	( 5��3����� ,��� ��	
2�. � �0 	:/ ����: � 2���:�# � ��	
 B�< 1�
57��A ��� � �^ ��

� ����� �� α � ����vC# �� >�� �� ��	�<�L � W� λ �� 	 �# ,15/ �� ��#�� �� •
9���	F +��&�� �
� �# �#	Y�� � � 2� �� �9���	F �� �8�	;� +���C# � �#	Y

� >A�� � B� �� ����� φ $& �� �( 5��&�� �
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� ωt

����: � 2���: +θ = 23◦27′ � 5�
� ��	)# � 4��9�� �� B� ��� 	# ��'��� �# ����
	�/ π/6 � ����� �# φ � ���H<� 	# �
� #�# �	� 3 � �'v1 �( ��&�� �
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