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(
− ∂2

∂t2
+ ∇2

)
ψ = 0 
1�

�� ��	 � ���� � ���� ��� ��	 �!" ���� (t, r) ��	 �!" � #�$%�	 �&�'� �� (���
�� ����	  � � )����*� �� +,- � ./0�� 
1� �� �����	 �� +10 � 2��& ('� )��0 3'

�� +�)45��6 � 7�� k � ω �0 ���� exp(−iωt+ ik · r) � ���

ω2 − k · k = 0 
2�



81%�	 �� ��4�� �� ��	 �� �����	 � �'��9� ��� :

�;<= �� � ��	 �� �����	 (4>��?+	 �� ��
(
− ∂2

∂t2
+ ∇2

)
ψ = j 
3�

���� +,- �����	 �'� �0 �&�?  � (��� ��	 �!"  � � )����*� � 9��� j �? �� �0 ����
�����	 �'� � 2��&

ψ(t, r) =
∫

dt dV G(t, r; t′, r′)j(t′, r′) + ψh(t, r) 
4�

����?+	 �� �� 
1� ��	 � ��� �� �����	 �0 ��� � )����*� � 9��� ψh �&�'� �� (���
�� �����	 �0 ���� ��	 �� �����	 �@aA �'��9� ��� G � ���� �!" � 4�� D
(
− ∂2

∂t2
+ ∇2

)
G(t, r; t′, r′) = δ(t− t′)δD(r − r′) 
5�

�� �� = �� �� � ! " �� B % C 	 � �� 	  �� B % C 	 �� 	 �� � ��� � 	 (���?+ 	 � � ��
(���4> ��&� ��	 �!"  � � D'�E � 9��� ���	 �� �����	 � F=G� �H � �/C>��I'�����;�
���'�6 �� ���/J%	 � '�6�� �4� �� ���/J%	 � �K�I� � 9��� ���+	 �� G �0 ��� �'� �L/%>

M�"��

G(t, r; t′, r′) = G(t− t′, r− r′). 
6�

�� �����	 ���+	 
5� �� �����	 �� �& �� #��E �'� ��
(
− ∂2

∂t2
+ ∇2

)
G(t, r) = δ(t)δD(r) 
7�

(��� ��0 �� ��

�� �� ���
�� � ����� �� 
������� 	
� 2

�� �����	  � � 2��& �� ��� 9N�� �� (�C/> ��3' 
7� �� �����	 �' 
5� �� �����	 � 2��&
�� �����	  � � �O'� 2� ��& �/'�PI/� �� 
1� � ��� �� �����	  � � )����*� � 2��& �
7�
(��� @cA �'��" � �'4Q�  � )��I%�� .1,	 �'� � �4'� � �O'� � )�� (4'?+	 ��� �� 
7�

���+	 
7� �� �����	 �� @cA �'��"�� '4Q�

(ω2 − k · k)G̃(ω,k) = 1. 
8�
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� ��� �� � 9��� �� 9N�� �� (�C/> ��3' �����	 �'� � 2��&

G̃h = f(ω,k)δ(ω2 − k · k) 
9�

� ��� �� �����	

(ω2 − k · k)G̃h(ω,k) = 0 
10�

Gh � 0 ��� � '� 
9� �� +5 � 	 (��� )��� �*� � 9 �� � 3' f � &� '� �� (���?+	 � � ��
��'����5� (4>��?+	 �� �� 
2� �� +�)45��6 �� �,��� �0 ���� ��� �� ����	  � � ./0��
�����	 �'�  � � �O'� � 2��& �
8� �� �����	 � 2��& 3' �� G̃h � �T	 � 9��� � ���P"� ��
�� ��� �0 ��� �'� 
��� 7���	 U�K�	 �/;� �� �%Q�� �0� �O'� �� �%�> (4'?+	 ��� ��
�� @cA �'��"�� '4Q� �'� 4'�� ��? �� @cA �'��"�� '4Q� �� ��  � @aA �'��9� ��� � ����?�����


8� �� �����	 � 2��& (��0 8'��� �N���

G̃(ω,k) = pf
1

ω2 − k · k + G̃h(ω,k) 
11�

φ � ��	 ?9� ��� �� �? � �V� �0 ��� � 9' �� pf(1/x) �? �� �0 �@1A ���

〈pf(1/x), φ(x)〉 = lim
ε→0+

(∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

)
dx φ(x)

x

12�

M��/-�W� �@aA �'��9� ���  � 4>� #��Q� G̃ �� ��� X�- � 2��%>� �� (���

G̃R =
1

(ω + iε)2 − k · k , 
13�

M+	4B� �@aA �'��9� ���

G̃A =
1

(ω − iε)2 − k · k , 
14�

M@dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ��� �

G̃F =
1

ω2 − k · k + iε
. 
15�

�� �,��� (��� ε→ 0+ � 4Z ��[5	 ����	�� �� ��

G(t, r) =
1

(2π)D+1

∫
dω dDk G̃(ω,k) exp(−iωt+ ik · r) 
16�
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ω �� �� � *��O%>� (450+	 7���	 ��<'� @cA �'��"�� '4Q� �� �� �� @aA �'��9� ��� �'�  � 3' ��

� ]1%�	 �� �SIE �� �%C� � �/C	 3' �� �� *��O%>� �� ����+	 t < 0 � t > 0 �� ��� ���
M��0 �'4Q� ω

G(t, r) =
1

(2π)D+1

∫
dDk

∮
S±

dω G̃(ω,k) exp(−iωt+ik·r), ±t > 0. 
17�

� � + B / BZ � ]- �� �� ��� �+	 U��� ω → −∞  � � 0 ��� � � /C 	 S+ � &� '� ��
�� �(ω) < 0 �� �SIE/> �� �'�^>+� �� )�'��/> 3' �� �� _`� � ����+	 ω → ∞

� ]- �� �� ����+	 U��� ω → −∞  � �0 ��� � �/C	 S− (����+	 �� ω → −∞
�� �SIE/> �� �'�^>+� �� )�'��/ > 3' �� �� _`� � ����+	 ω → ∞ �� +B/BZ

���+	 )4'� �&�'�  � (����+	 �� ω → −∞ �� �(ω) > 0

GR = 0, t < 0, 
18�

�

GA = 0, t > 0, 
19�

�� / �*��O % >� � 4 5 �� 6 � ���� �ω � 9 �� � �� )�*��O % >� � �� ��Z � '�  � 3' �� �� ��=

�@aA �'��9� �� � �0 ��� �'� � +	4B� � ��/-�W � �� ���a��� � �1� (��� +1/1S�
�� (t < 0 �� ]B" +	4B� �@aA �'��9� �� � � ��� �IE � 8���	 t > 0 �� ]B" ��/-�W �

� 4	?_� � � �� ���1;& ]B" t > 0 �� ���+	 )4 '� �@dA �	Y�'� " �@aA � '��9� �� � ����	

� 45��6 � ���- ω = −(k · k)1/2 � .,N ���Z �'� �� ��= �45>�	+	 +N�� �QT	 
�� ω�
(45>�	+	 +N�� +I5	 � 4	?_� �� �� ���1;& ]B" �t < 0 �� (��� ��/�*��O%>�


16� � �/Q� ���'� � 8'��� (4'�/O� �[> �� �� G− � G+ �� +�;0 � 9��� �� b�Z
M�C/> +B/BZ � ]- ω � ]1%�	 �� �SIE �� ��/�*��O%>� � �/C	 �0 �'� P& ����

G±(t, r) =
1

(2π)D+1

∫
dDk

∮
C±

dω
1

ω2 − k · k exp(−iωt+ ik · r). 
20�

��� �� �� �� ��� 6 � � ^ & �� �� ω = (k · k)1/2 �� � , B > � 0 � �� � 4 5 �� 6 C+

�� �,B > �0 ��� � 45 �� 6 C− (��� �? ���� / � ω = −(k · k)1/2 �� �,B > � 4 > +	
ω = (k · k)1/2 �� �, B > � 4 > + 	 ��� �� ���� ��� 6 � �^& �� �� ω = −(k · k)1/2


4'� /���- �0��5=� �	� 45 50+;> c4E 
7� �� �����	 �� ���'� (��� �? � ���/ �
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�� ��� (���> ���� .CZ �� ���+	 �� @dA �	Y�'�" � �+	4B� ���/-�W� �� �� @aA �'��9� ���
(/'��+	 @aA �'��9� ��� � +�;0 � 9����� �'� �� �+�)���

�� 
	 ����� �� 
������� 	
� � �
���� 3

�0 ��� ���� ��QN � e�� �� ��8'��� ��

GR(t, r) = −θ(t)[G+(t, r) +G−(t, r)],

GA(t, r) = θ(−t)[G+(t, r) +G−(t, r)],

GF(t, r) = −θ(t)G+(t, r) + θ(−t)G−(t, r). 
21�

(��0 7���	 ��<'� ��]1%�	�� ��P	 �� � �O'�3' �� �� G− � G+ ���+	 
20� �� �,���  �
'���

G+(−t, r) = −G−(t, r). 
22�

��/�*��O%>� � 45��6 (��� )4� )��I%�� z = −ω � �/J%	��//J�  � �,��� �'� �� �4/�� �� ���
(��� C+ � - �� �,B> 3' �� �5'�N �? �� �,B> �� �0 ���� C− � - z � �/J%	 �� ���

��O'� �� ��  �

G+(−t, r) = −G∗
+(t, r). 
23�

��/�*��O%>� � 45��6 (��� )4� )��I%�� s = ω∗ � �/J%	��//J�  � �,��� �'� �� �4/�� �� ���
C+ � 45��6 �� �,B> 3' � ]1%�	�� ��P	 �? �� �,B> �� �0 ��� � 45��6 s � �/J%	 �� ���
��'����5 � (���+	 )��;/6 ������� � �^& �� �0 ���+	 C+ ��;� 45��6 �'� (���

�0 �'� �L/%> (��� C+ � 45��6 �� �� *��O%>� �� �^5	 �45��6 �'� �� �� *��O%>�

G+(−t, r) = −G−(t, r) = −G∗
+(t, r),

G−(−t, r) = −G+(t, r) = −G∗
−(t, r). 
24�

� .CZ �� �� ��9�� � �'� �� �;� ���+	 �
21� �� ���,��� � ���,��� �'�  � )��I%�� � �
M���> @dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ���

G+(t, r) = −θ(t)GF(t, r) + θ(−t)G∗
F(t, r),



81%�	 �� ��4�� �� ��	 �� �����	 � �'��9� ��� f

G−(t, r) = −θ(t)G∗
F(t, r) + θ(−t)GF(t, r),

GR(t, r) = θ(t)[GF(t, r) +G∗
F(t, r)],

GA(t, r) = θ(−t)[GF(t, r) +G∗
F(t, r)]. 
25�

�O'� � 9�����^= �@dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ��� � �%��� �� �0 ��� �? ���,��� �'� �� �L/%>
(4>��+	 g�<	

� � � 	 �  !" � 	 � �� ���
	
 � �� �� 	 # � $ �%
 	 �� � & 	�� 4

�
�%
'(

'��0 +"��	 �0 � 9���h56 �� +10 � ���

G(t, r) =
1

(2π)D+1

∫
dDk

∫
C

dω
1

ω2 − k · k exp(−iωt+ ik · r) 
26�

#��Q� �'� (45'?+	 ��� �� 81%�	 �� ��9��� �4��� �= C � 45��6 �0 �'� �� �%C� (���
(���> �/5= ���+	 ��

G(D)(t, r) =
SD−2

(2π)D+1

∫ ∞

0

kD−1dk
∫ π

0

sinD−2 θ dθ

×
∫

C

dω
1

ω2 − k2
exp(−iωt+ ikr cos θ). 
27�

�,��� �'� �� �4/�� �� (��� 3' � U��� �� �4�� D �� )�0 3' � �Z�C	 SD �&�'� ��
�� �QC> b�� � #��Q�  � (���� +��%C� k �� ) �4>� �� ]B" C � 45��6 �0 )4� )��I%�� �'�  �

���+	 �L/%> ('�/�+	 i%<	 r

∂

∂r
G(D)(t, r) =

SD−2

(2π)D+1

∫ ∞

0

kD−1dk
∫ π

0

sinD−2 θ dθ

×
∫

C

dω
1

ω2 − k2
exp(−iωt+ ikr cos θ)ik cos θ. 
28�

���+	 �L/%> θ �� �QC> �W P&���W P& �� ��/�*��O%>� 3' ��

∂

∂r
G(D)(t, r) =

SD−2

(2π)D+1

∫ ∞

0

kD−1dk

∫ π

0

sinD−2 θ dθ

×
∫

C

dω
1

ω2 − k2
exp(−iωt+ ikr cos θ)

−k2r sin2 θ

D − 1
. 
29�
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���+	 �L/%> �&�'�  �

∂

r∂r
G(D)(t, r) =

−4π2SD−2

(D − 1)SD
G(D+2)(t, r). 
30�

�� ���a���& ��

SD =
2π(D+1)/2

Γ[(D + 1)/2]
, 
31�

���+	 �L/%>

G(D+2)(t, r) = − 1
π

∂

∂r2
G(D)(t, r). 
32�

)4� k�" �&�'� �� �%Q�� (��� ���� '��0 +"��	 �0 � 9���h56 �� ���� �,��� �'�
�� (���� 4����> ��&� k �� �� �� ��/�*��O%>� bl �E� �#��E �'� � �/m �� (D ≥ 1

(��� �<%5	 �? �� ��	 �0 '��4> +' �!" bl �E� �D = 0 �� 9N��

� ������ 	
 � �� �� %� ��)��
( � ������ 	
 � � �����*+��	 5

,�)-�) �� ���
��

�� �����	 �4�� D + 1 �� @bA _1Y`�Y �� �����	 �@aA �'��9� ���(
∂2

∂t2
+ ∇2

)
GE(t, r) = δ(t)δD(r) 
33�

��	 �� �����	 �@aA �'��9� ��� �� ��� 
7� �� �����	 �� �%C>�	 �����	 �'� (���?+	 �� ��
���+	 �L/%> �&�'�  � (���

GE(t, r) =
1

(2π)D+1

∫
dDk

∫
dω

1
−ω2 − k · k exp(−iωt+ ik · r). 
34�

���+	 �L/%> �ω �� �� ��/�*��O%>� ��

GE(t, r) =
−1

(2π)D

∫
dDk

θ(t)e−kt + θ(−t)ekt

2k
exp(ik · r). 
35�

���+	 �L/%> @dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ��� �� ��� 
16� � 
15� �� ���,���  � )��I%�� ��

GF(t, r) =
−i

(2π)D

∫
dDk

θ(t)e−ikt + θ(−t)eikt

2k
exp(ik · r). 
36�
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�	� (��� +B/BZ �� t �� ��� 
35� �� �,��� (4/50 �C'�B	 
35� �� �,��� �� �� �,��� �'�
�IE�� /m �� +B/BZ�W�P& �� � ]1%�	 �� t �� ��� � ��� +1/1S� �� �	��� ���+	 �� 
35�

M���> �

GE(t, r) =
−1

(2π)D

∫
dDk

θ[	(t)]e−kt + θ[−	(t)]ekt

2k
exp(ik · r). 
37�

� �� �� 
37� � 
36� �� ���,��� b�Z (��� +1/1S� 	(t) 
= 0 �� 9��� �'� �0 ���+	 )4'�
�+B/BZ �� �� t �� ��� ���+	 )4'� (4/50 �C'�B	

GF(t, r) = i lim
ε→0+

GE(ite−iε, r). 
38�

�L/%> �&�'�  � (
�QT	 � ε �� ���� ��� �QT	 ξ := ie−iε �� +B/BZ�W�P& �0 4/50 �&��
+B/BZ �� �� t �� ��� ���+	

θ[	(ξt)] = θ(t). 
39�

(��� )4� )��I%�� 
39�  � 
38� �� �,��� � �%��> ��

� �� 	 �! " �� @dA � 	Y� '� " �@aA � '� �9� �� � � ����?���� � �� �� � �. / �� � � '� � �
�� ��� (/>�4� �� 4�� D+ 1 �� @bA _1Y`�Y �� �����	 �@aA �'��9� ��� ��� +"�0 ��4�� D+ 1

���+	 9��� �'� �D > 1

GE(t, r) =
R1−D

(1 −D)SD
, 
40�

�? �� �0

R :=
√
t2 + r · r. 
41�

�� � /! N �  '� / O � ��� B % 	��� 0 �� GE ��� + "� 0 
40� �� �, ��� � � �4 / �� �� �� �
 � ('�Q� ��0 �� R � U��� �� �4�� D + 1 � ��� �� �� GE � ��'���� �� ��� �� @eA o�W��

���+	 �L/%> 
40� � 
38�

GF(t, r) = i
(r2 − t2 + iε)(1−D)/2

(1 −D)SD
. 
42�

�� 
32� �� �,��� #��Q� �'� ���+	 )4'� 
(ε '� �%��a� 2εt2 �� �& �� #��Q� �'� ���
(���?+	 ��
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���0 �'� �� ��� (���? ��� �� �� �O'� � 9�����^= � ��0 )��I%�� ���+	 9��� �'�  �
('��? ��� �� �� @dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ��� �� +	���	 � +B/BZ � e�� ��� 2�-
��� �� �� D �� ��� (���+	 �4& �  � ��" � �� �� �� D � 2�CZ �4�� �� �&�'�  �

'��� � ��� D/SE�;/> (D − 1)/2

	[GF(t, r)] = −(−1)D/2pf
[
(t2 − r2)(1−D)/2

(1 −D)SD
θ(t2 − r2)

]
, (D/2) ∈ Z, 
43�

�

�[GF(t, r)] = pf
[
(r2 − t2)(1−D)/2

(1 −D)SD
θ(r2 − t2)

]
, (D/2) ∈ Z. 
44�

�� +%<� �� �� �,���  � φ � ��	 ?9� ��� �� pf[x−n−(1/2)θ(x)] � �V� �,����� �'� ��
∫

dx pf[x−n−1−(1/2)θ(x)]φ(x) :=
1

n+ (1/2)

∫
dx pf[x−n−(1/2)θ(x)]φ′(x) 
45�

� �V� �? �� �1& pf � �	q� � ��� �'a6*��O%>� �l �K�	 x−(1/2)θ(x) (���+	 8'���
(���4>

'��� (��� D/SE (D − 1)/2 ���" �� �� D �� ���

	[GF(t, r)] = − 1
4π(D−1)/2

δ[(D−3)/2](t2 − r2), [(D − 1)/2] ∈ Z, 
46�

�

�[GF(t, r)] = pf
[
(r2 − t2)(1−D)/2

(1 −D)SD

]
, [(D − 1)/2] ∈ Z. 
47�

 � ���,��� �'� �� �4/�� ��
1

x+ iε
= pf

1
x
− iπδ(x) 
48�

�� ��� @dA �	Y�'�" �@aA �'��9� ��� � ��%"� �0 4/50 �&�� (��� )4� )��I%�� �? �� ��i%<	 �
�� �� � �? �� +B/BZ�W�P& � �;S	 �)r '�� � (��� #��I%	 ql 	�0 ��" � �� �� ��4� �
�� �� +'�!" �� ��4�� �� ��� �0 � *�Z �� ���� ��> � 7���	 ��" �� +'�!" �� ��4��

(��� �;S	 �W�P& � ��> 7� ���	 � ����
�'� �� 
42� � 
40� �� ���,��� D = 1 �� (��0 +���� �>���4& 4'�� �� D = 1 � ���Z

(4>��+	 sqE� ./���

GE(t, x) =
1
4π

ln
x2 + t2

a2
, D = 1, 
49�



81%�	 �� ��4�� �� ��	 �� �����	 � �'��9� ��� tu

�

GF(t, x) =
i

4π
ln
x2 − t2 + iε

a2
, D = 1, 
50�

�&�'�  � (��� )����*� � ���V a �0

	[GF(t, x)] = −1
4
θ(t2 − x2), D = 1, 
51�

�

�[GF(t, x)] =
1
4π

ln
∣∣∣∣x

2 − t2

a2

∣∣∣∣ , D = 1. 
52�

(45'?+	 ��� �� 81%�	 �� ��4�� �� +	4B� � ��/-�W� �� �� @aA �'��9� ��� �./��� �'� ��
'���

GR(t, r) = −2(−1)D/2pf
[
(t2 − r2)(1−D)/2

(1 −D)SD
θ(t2 − r2)

]
θ(t), (D/2) ∈ Z,


53�
�

GR(t, r) = − 1
2π(D−1)/2

θ[(D−1)/2](t2 − r2)θ(t), [(D − 1)/2] ∈ Z. 
54�

θ(t) �� �& �� ]B" �0 ���� ��/-�W� �@aA �'��9� ��� � ��� ��;� �� +	4B� �@aA �'��9� ���
(4>� �%��a� θ(−t) �? ��
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